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Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


.?  ,  /.'  <  .  ^j^S^ 


BULLETIN 


DCi 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


.» , .'.'  <. .  ^s^^y 


BULLETIN 


DES 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


COMMISSION  DES  HAUTES   ÉTUDES. 

SECTION  DES  SCIENCES  HATHÉHATIQDES- 


UM.  G.  DAR80UX,  président. 
H.  POINCARÉ. 
J.  TANNER  Y. 
E.  PICARD. 
P.  APPELL. 
POUSSBREAU.  secrétaire. 


BIBLIOTHÈQUE  DE  L'ÉCOLE  DES   HAUTES   ÉTUDES, 

PUBLIÉS  SOUS  LES  AUSPICES  DU  MINISTÈRE  DB  L'INSTRUCTION   PUBLIQUR. 

BULLETIN 

SCIENCES   MATHÉMATIQUES, 

BÊDIGÈ  PAR  MM.  G.  DARBOUX,  É.  PICARD  ET  J.  TANNERY, 


SCHDUTS,    P.    TAHNIRV,    ED.    WE 

Soai  la  direction  de  la  Commission  des  Hantes  Ëtndes. 

roiLiciTias  rox»ÉE  b^  1870  nt  m.  s.  bibboui  u  j.  iiauiit. 
covrmcÉB  oe  1876  a  1886  pak  vu.  g.  darboux.  j.  iioubl  et  j.  tannert 

ET  DE   18S6  A    igoo  PAR   Mil.   G.   DARROUI  ET  J.   TANNERY. 


DEUXIÈME  SÈniE. 
TOHE  SXT.   —   ANNÉE  1901. 


PREMIÈRE  PARTIE. 


PARIS, 


GAUTHIER-VILLAHS,  IMPHIMEUR-UBBAIBE 

nu      eURBAC    DBS    LOKGITUDES,    DE    l'écdlb    POLYTCCUMQU  S, 
Quni  dei  Gr>nds-Au£uitiDi,  35. 


BULLETIN 


DRS 


SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES. 

KNESER  (Adolf).  —  Lbiirbuch  uer  VAniATiONSREciiNUNG,  I  vol.  in-S**,  xv- 

3ii  p.  Braunschweig,  Vioweg,  1900. 

C'est  iiQ  livre  depuis  longtemps  nécessaire  que  nous  donne 
M.  Kneser,  et  c'est  une  sorte  de  scandale  mathématique  qu41 
fait  cesser. 

On  sait,  en  effet,  que  si  les  applications  du  calcul  des  variations 
ont   été   constamment    en   s'élargissant   et   en    s'enricliissant   de 
résultats  nouveaux  et  importants,  les  fondements  de  cette  doc- 
trine n'avaient  pas  sensiblement  progressé  depuis  sa  création.  Or 
ces  fondements  étaient  tout  à  fait  insuffisants  et  incapables  de 
répondre  à  l'idée  que  nous  nous  faisons  de  la  rigueur  mathéma- 
tique. Les  objections  qu'ils  soulèvent  sont  bien  connues  :  pour  ne 
citer  qu'un  exemple,  toute  la  théorie  repose  sur  la  réduction  du 
problème  à  une  question  de  maximum  ou  de  minimum  ordinaire, 
les  variations  de  la  fonction  inconnue  étant  supposées  dépendre 
de  celles  d'un  paramètre  a.  Or  le  raisonnement  par  lequel  on  jus- 
tifie cette  réduction  ne  s'applique  qu'à  un  maximum  absolu,  et 
ce  sont  les  équations  du  maximuçfi   relatif  que  Ton  apprend  à 
former.  Il  n'est  pas  nécessaire  d'être  bien  strict,  au  point  de  vue 
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de  la  rigueur,  pour  refuser  à  une  pareille  déduction  toute  valeur 
probante.  Si  l'on  songe  au  nombre  toujours  croissant  des  ques- 
lions  dans  lesquelles  intervient  le  calcul  des  variations  en  mathé- 
matiques, si  l'on  remarque  surtout  qu'il  constitue  le  premier 
exemple  d'une  série  de  reclierclies  destinées,  sans  nul  doute,  à 
jouer  un  rAIe  capital  en  analyse,  à  savoir  celles  auxquelles  M.  Pin- 
cherle  donne  le  nom  de  Calcul  fonctionnel  et  où  c'est  la  fonction 
elle-même,  et  non  plus  le  nombre,  qui  joue  le  rôle  d'élément 
variable,  on  conviendra  qu'il  était  indispensable  de  donner  k 
cette  branche  de  la  Science  des  bases  plus  solides. 

Or  ce  résultat  avait  été  atteint  par  Weierstrass.  Mais,  dans 
cette  circonstance  comme  dans  plusieurs  autres,  le  géomètre  alle- 
mand s'était  contenté  de  faire  connaître  sa  méthode  à  ses  audi- 
teurs et  n'avait  rien  publié  de  ses  découvertes  à  cet  égard.  On 
savait  donc  qu'il  existait  une  exposition  rigoureuse  du  Calcul  des 
variations  :  mais  on  n'avait  aucune  donnée  sur  ce  qu'elle  pouvait 
être,  ou,  plus  exactement,  on  n'avait  sur  elle  que  des  données 
très  iiisiifOsanles.  La  thèse  de  M.  Zernielo  et  le*  Mémoires  de 
M.  Koblt  permettaient  bien,  à  la  rigueur,  de  reconstituer  par  à 
peu  près  les  principales  idées  du  maître  sur  ce  point.  Mais,  dans 
ces  ouvrages,  consacrés,  avant  tout,  à  des  résultats  nouveaux 
étendant  ceux  de  Weierstrass,  l'exposition  de  ces  derniers  est 
forcément  très  sommaire  :  en  réalité,  ce  sont  les  leçons  de 
Weierstrass  qui  sont  nécessaires  pour  rinlelligcncc  des  travaux 
en  question;  en  leur  absence,  la  lecture  de  ces  derniers  devenait 
très  difficile,  et  il  était  à  peu  près  impossible  de  faire.  le  départ 


COMPTES  WBNDUS  BT  ANALYSES.  7 

rien  sacrifier  de  la  parfaite  rigueur  qui  est  la  condition  d^existence 
d'un  travail  de  cette  espèce. 

Lorsque  Tauteur,  après  avoir  indiqué,  diaprés  les  méthodes 
classiques,  les  transformations  fondamentales  et  les  conditions 
oécessaires  de  maximum,  aborde  (Chapitre  TU)  la  question  vrai- 
ment délicate,  la  recherche  des  conditions  suffisantes,  rien  n^est 
plus  clair  et  plus  naturel  que  la  marche  suivie  par  lui.  On  sait 
combien  la  question  se  présente  simplement,  dans  les  Leçons  sur 
la  théorie  des  sur/aces  de  M.  Darboux,  pour  les  lignes  géode- 
siques.  C'est  cette  même  manière  d'opérer  que  M.  Kneser  trans- 
porte au  problème  général.  Dans  Tun  et  l'autre  cas,  les  lignes  qui 
satisfont  aux  équations  difTérentielles  préalablement  obtenues 
servent  à  constituer  un  système  de  coordonnées  curvilignes.  La 
condition  d'orthogonalité  est  remplacée  par  une  condition  dite  de 
transversal ité,  celle  même  qui  s'introduit  dans  les  questions  de 
Calcul  des  variations  où  les  limites  ne  sont  pas  fixes. 

Le  Chapitre  IV  traite  des  maxima  et  minima  relatifs  (c'est- 
à-dire  où  des  conditions  restrictives  sont  imposées  aux  fonctions 
incoonues).  On  sait  que,  sur  ce  point  aussi,  des  perfectionne- 
ments importants  ont  dû  être  apportés  aux  démonstrations  primi- 
tives. 

Il  en  est  de  même  pour  le  cas  étudié  au  Chapitre  suivant,  celui 
où  le  maximum  ou  le  minimum  est  fourni  par  une  ligne  formée 
d'arcs  analytiquement  différents  et  se  rejoignant  à  angle,  et  à 
l'égard  duquel  l'application  du  principe  de  la  moindre  action  pose 
de  curieux  problèmes. 

Je  n'insisterai  pas  sur  l'extension  de  la  méthode  aux  intégrales 
contenant  des  dérivées  d^ordre  supérieur;  mais  je  dois  signaler  le 
Chapitre  consacré  à  un  problème  Lien  plus  général  que  celui  du 
maximum  ou  du  minimum  des  intégrales  définies,  je  veux  parler 
du  maximum  ou  du  minimum  de  quantités  définies  par  des  équa- 
tions différentielles. 

L'ouvrage  se  termine  par  Tétude  des  intégrales  doubles  et  la 
généralisation,  à  ces  intégrales,  des  méthodes  précédemment 
développées. 

Si  j'ajoute  que,  d'un  bout  à  l'autre  de  l'Ouvrage,  la  théorie  est 
éclairée  par  une  série  d'exemples,  j'espère  avoir  donné  une  idée 
du  très  grand  intérêt  que  présente  le  volume  de  M.  Kneser.  Que 
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l'auteur  permette  une  légère  critique  :  il  me  paraît  avoir  fait  inter- 
venir d'une  façon  un  peu  trop  constante  le  développement  de 
Taylor,  ce  qui  a  l'iaconvénient  de  supposer,  ou  de  paraître  sup- 
poser les  fonctions  sur  lesquelles  ou  opère  analytiques  :  la  plupart 
des  raisonnements  présentés  sont  complètement  indépendants  de 
cette  hypothèse,  et  il  y  aurait  quelque  intérêt  à  mettre  ce  fait  en 
évidence.  J.  Hadamabd. 


hOUCHÉ  (fi.)  et  LÉVY  (L.).  —  Analïsb  iNPirtiTÉsiiiALii  a  l'usagi!  des  incb- 
NisuRS.  T.  1.  Calcul  diffôroniiel.  —  Dérivées  et  différentielles.  —  Change- 
ment de  variables.  — ■  Séries.  —  Formule  de  Taylor.  —  Courbas  planes  et 
gauches.  --  Surfaces.  —  Congruences.  —  Complexes.  —  Lignes  tracées 
sur  les  surfaces.  Un  vol.  grand  in-ë",  de  Y Enc/ctopédie  ùidustrietle,  fondée 
par  M.  Lecbalas.  vui'S};  p.  Paris,  Gauthier- Villars;  igoo. 

En  quoi  un  Traité  d'Analyse  destiné  aux  ingénieurs  doit-il  se 
distinguer  des  autres  Traités  d'Analyse?  C'est  là  une  asses  grosse 
question. 

Pour  ce  qui  est  des  matières  que  doit  contenir  un  pareil  Livre, 
on  aperçoit  tout  d'abord  la  nécessité  d'y  faire  entrer  un  certain 
nombre  de  propositions,  de  méthodes  et  d'idées  fondamentales 
qui  figurent  dans  tous  les  Traités  d'Analyse  et  qui  permettent  de 
traiter  les  problèmes  techniques,  comme  ceux  que  pose  naturelle- 
ment la  théorie.  On  aperçoit  aussi  l'impossibilité,  si  l'on  ne  veut  pas 
que  le  Traité  d'Analyse  soit,  à  lui  seul,  toute  une  encyclopédie, 
d'y  faire  Hgurer  la  mise  en  équation  des  problèmes  techniques; 
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soient  choisies  comme  exemple,  plutôt  que  d^autres,  cela  est 
encore  indiqué.  On  remarquera  que  celte  limitation  est  assez 
vague  :  sait-on  jamais  si  une  méthode  ne  pourra  pas  servir  à  la 
résolution  d'un  problème  pratique?  Il  y  a  là,  comme  partout,  une 
aiTaire  de  mesure.  Certaines  méthodes  sont  éprouvées;  il  y  a 
nombre  de  problèmes  auxquels  elles  s'adaptent;  d^autres  mé- 
thodes n'ont,  jusqu'à  présent,  aucune  application  pratique;  on  les 
sacriGera,  sans  hésiter,  quel  que  soit  leur  intérêt  propre;  d'autres 
encore  sont  certainement  susceptibles  d'être  appliquées;  mais 
elles  exigent  un  développement  mathématique  plus  ou  moins 
considérable,  que  quelques  hommes  adonnés  à  un  métier  pra- 
tique peuvent  sans  doute  acquérir,  qu'il  serait  déraisonnable  de 
demander  à  tous,  ou  à  beaucoup.  C'est  ici  que  le  jugement  de 
l'Auteur  doit  s'exercer,  d'après  les  connaissances  même  qu'il  sup- 
pose chez  ses  lecteurs,  d'après  Tiililité  réelle  des  méthodes  qu'il 
se  décidera  à  développer  ou  à  supprimer. 

Je  crois  bien  avoir  signalé,  ici  même,  à  propos  d'un  Livre  élé- 
mentaire destiné  aux  élèves  ingénieurs  de  langue  allemande,  et 
dont  M.  Riepert  a  refondu  les  éditions  successives,  l'appel  qu'il 
adressait  dans  sa  préface  aux  ingénieurs  :  a  Ecrivez-moi,  leur 
demandait-il,  ce  que  vous  trouvez  qui  manque  dans  mon  Livre, 
ou  ce  qui  est  de  trop.  »  Cet  appel  me  semble  fort  raisonnable.  11 
appartient  au  savant  d'enchaîner  les  idées  et  les  démonstrations, 
à  l'homme  de  métier  de  savoir  ses  propres  besoins.  A  la  vérité, 
il  ne  les  sait  pas  toujours  aussi  bien  qu'on  pourrait  croire, 
quelquefois  parce  qu'il  ne  réiléchit  pas  sur  son  art,  quelquefois 
par  pure  ignorance,  parce  qu'il  ne  pense  pas  aux  choses  qui  lui 
manquent  et  dont  il  ne  sait  pas  qu'elles  existent  et  qu'il  pourrait 
se  servir.  Il  est  vrai  aussi  qu'on  peut  être  à  la  fois  un  ingénieur  et 
un  savant;  cela  n'est  pas  rare  dans  notre  pays,  où  quelques-uns 
sont  même  savants  dans  leur  métier.  Une  sorte  de  consultation 
comme  celle  dont  je  parlais  tout  à  l'heure  donnerait  sans  doute 
des  résultats  intéressants. 

D'après  la  nature  même  des  choses,  c'est  surtout  la  partie  d'un 
Traité  d'Analyse  qui  est  consacrée  à  l'intégration  qui,  par  la  limi- 
tation du  sujet  et  le  choix  des  exemples,  pourra  se  distinguer  net- 
tement suivant  qu'elle  s'adresse  à  des  hommes  pratiques  ou  à  des 
théoriciens. 
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Quant  à  l'esprit  dans  lequel  un  tel  Livre  devra  être  écril, 
comment  le  caractériser?  Tout  d'abord,  et  c'est  un  point  dont 
MM.  Rouché  et  Lëvy  se  sont  parfaitement  rendu  compte,  un 
Traité  d'Analyse  destiné  à  des  praticiens  devra  reprendre  les 
choses  au  commencement,  et  l'un  y  devra  insister  comme  il  faut 
sur  les  débuts.  Ghet  nous,  l'enseignement  de  l'Analyse  est  ré- 
pandu dans  les  classes  préparatoires  aux  écoles  techniques,  et 
dans  ces  écoles  mêmes;  on  peut  aussi  bien  oublier  ce  que  l'on  a 
appris  ici  que  là,  et  c'est  dans  un  même  Livre  qu'il  faut  pouvoir  le 
retrouver.  11  y  faudra  un  degré  de  rigueur  suffisant  pour  que  le 
lecteur  ne  risque  pas  de  se  tromper  dans  les  applications.  Ce  degré- 
là  est  certainement  atteint  dans  le  Livre  que  nous  annonçons.  S'il 
est  même  quelquefois  dépassé,  c'est  sans  doute  que  les  Auteurs 
ODl  voulu  tenir  compte  des  habitudes  qu'on  a  inculquées  à  ceux 
qui  doivent  le  lire,  et  si  ces  derniers  avaient  reçu  une  éducation 
différente,  MM.  Rouché  et  Lévy  auraient  sans  doute  osé  faire  à 
l'intuition  un  appel  encore  plus  large.  Il  était  très  naturel  qu'ils 
fussent  préoccupés  de  cette  éducation  de  leurs  lecteurs,  et  l'on 
ne  peut  s'étonner  que  cette  préoccupation  ait  même  influé  sur  le 
choix  des  matières  qu'ils  ont  développées  :  «  Nous  pensons, 
disent-ils  dans  leur  préface,  n'avoir  rien  omis  de  ce  qui  est  néces- 
saire aux  jeunes  Ingénieurs,  soit  pour  leurs  recherches  techniques, 
soit  pour  l'obtention  des  grades  universitaires.  »  C'est  sans  doute 
que  leurs  lecteurs,  par  l'éducation  même  qu'ils  ont  reçue,  sont 
assez  voisins,  pour  être  tentés  parfois  de  conquérir  ces  «  grades 
universitaires  »,  des  connaissances  théoriques  qu'il  faut  bien 
r  de  ceux  qui  a*v  prt^parent.  Maïs,  si  l'obteni 
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géométriques;  après  les  avoir  lus,  on  est  moins  disposé  à  en 
demander  le  sacrifice.  Encore  pourrait-on  défendre  les  complexes 
par  les  applications  qu'on  en  fait  en  mécanique.  Il  serait  sans 
doute  plus  difficile  de  justifier  Texemple  d*une  cubique  gauche 
iroaginaire  à  courbure  et  à  torsion  constantes,  et  Ton  ne  prévoit 
guère  d*applications  pour  cette  courbe-là;  mais  cela  tient  quelques 
lignes  et,  du  moment  que  Ton  parle  des  imaginaires,  il  n'est  peut- 
être  pas  inutile  de  montrer,  par  un  exemple  curieux,  que  les  con- 
clusions établies  quand  on  suppose  les  éléments  réels  ne  se  peuvent 
trausporler  sans  précaution  dans  un  autre  domaine.  La  confu- 
sion de  ces  deux  domaines  est  une  des  erreurs  dans  lesquelles 
tombent  aisément  les  commençants,  et  renseignement  qu'ils  re- 
çoivent y  contribue  quelquefois. 

Une  autre  qualité  que  rechercheront  sans  doute  les  hommes 
pratiques,  c*est  la  facilité  à  retrouver  un  résultat  dont  ils  ont 
besoin.  Quel  est  ce  résultat  et  où  est-il?  Le  temps  leur  manque; 
ils  sont  pressés  d'arriver  au  bout  de  leur  calcul  et,  si  même  ils 
savent  le  faire,  ils  seront  bien  aises  qu'on  leur  évite  une  recherche, 
UD  recommencement,  peut-être  une  erreur.  Ailleurs,  il  peut  être 
bon  de  tout  sacrifier  à  l'enchaînement  des  théories,  à  la  pénétra- 
tion de  leur  signification  profonde.  Ici,  les  résultats  doivent  être 
mis  en  vedette.  Dans  le  Livre  de  MM.  Rouché  et  Lévy,  les  divi- 
sions sont  bien  nettes,  les  recherches  faciles;  nul  doute  que  les 
Auteurs  ne  s'efforcent,  dans  la  partie  de  leur  Ouvrage  qui  sera 
consacrée  au  calcul  intégral,  d'exagérer  encore  cette  qualité  pra- 
tique, précieuse  pour  tous,  essentielle  pour  la  classe  de  lecteurs 
auxquels  ils  s'adressent. 

U  me  reste  à  décrire  rapidement  l'ordre  adopté.  Les  quatre 
premiers  Chapitres  se  rapportent  aux  principes,  à  la  définition  et 
an  calcul  des  dérivées.  Deux  Chapitres  sont  ensuite  consacrés  à  la 
notation  différentielle.  Il  y  a  peut-être  lieu  de  noter  que  le  carac- 
tère infiniment  petit  des  diflérentielles  est  franchement  mis  de 
côté  :  les  différentielles  des  variables  indépendantes  sont  regardées 
comme  dés  accroissements  quelconques  donnés  à  ces  variables; 
on  pourrait  aussi  bien  dire  comme  des  paramètres  associés  à  ces 
variables.  De  cette  façon  la  contradiction,  au  moins  apparente, 
qu'il  y  a    à  regarder  les  différentielles   des   variables  indépen- 
dantes à  la  fois  comme  des  constantes  et  comme  des  iniiniuient 
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pctil*  c»l  i^viti^e.  1^  changement  de  variables  est  présenté  comme 

uppliculion  de  la  notation  différentielle. 

I^  tli^orie  dcM  sérica,  de  la  formule  de  Taylor,  des  séries  de 
foncliKim,  lu  définition  des  fonctions  simjiles  d'une  variable  iroa- 
ginuire  sont  ]ir»îs<;iitées  avec  tous  les  détails  désirables. 

Le  dévelo|)|icmcnt  (|iie  les  Auteurs  ont  donné  à  la  théorie  des 
coiirhes  ]>hincs  algébrii|ucs  donne  lieu  de  penser  qu'ils  se  ré- 
lervoni  do  toucher  ù  des  théories  assez  élevées  de  calcul  intégral  : 
iU  établissenl,  par  excinplu,  les  formules  de  Pliicker,  et  donnent 
U  délinilioii  (jénérulo  du  •^enre.  L'éinde  d'une  courbe  algébrique 
autour  d'un  de  spa  |)oiiits  est  poussée  assez  loin. 

J'ui  déji\  pnrié  du  snin  avec  lequel  $ont  Irailécs  les  applications 
(tourné l rit juos.  Ici  eni-ore  on  ne  saurait  reprocher  aux  Auteurs 
d'avoir  lieu  omis  d'csseuticl,  el  le  leetcur  leur  saura  gré  d'avuîr 
su  rtSstinier  luut  de  cliusos  importantes  dans  des  pages  aussi 
eoiirtfs,  aus«i  claires  et  d'une  lecture  ausM  facile.  Il  désirera  lire  les 
eneellent*  Livri-*  auxquels  MM.  Roueliô  et  Lévv  le  renvoient  de 
temps  en  lemps,  el  eetlc  teilure  développera  tout  au  moins  son 
inlelliucnee  ibéoriquc. 

J.T. 


U'KOttl  v)  V        \viiLKS(><.iLS  IKK  s()i»i'<ciii»  Reciincc.  Vit  i4  Figarea 
tiu  IV\î.  l'u  ^^^l.  mS';  vi»^  p.  leififij:.  teubuer:  190*. 


l.jt  pul>lii\klt%>ii  df  vo>  l.i\vni-i  -wr  le  V'jlotil  oucnêrique.  donl  l'ait- 
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est  disposé  à  reconnaître,  sinon  à  mettre  en  pratique.  Le  Livre  de 
M.  Lùrolh  vient  combler  une  lacune  évidente  :  cette  lacune, 
malheureusement,  est  très  visible  en  France,  où,  sauf  une  note  de 
M.  le  commandant  Gujou,  aussi  précieuse  qu'elle  est  courte, 
quelques  Livres  scolaires,  comme  celui  de  M.  Griess,  quelques 
indications  dans  les  Traités  classiques  d'Arithmétique,  quelques 
articles  sur  des  points  particuliers,  parmi  lesquels  les  lecteurs  du 
Bulletin  n'ont  pas  oublié  celui  que  M.  Darboux  a  consacré  à 
rextraction  de  la  racine  carrée,  on  n'a  à  peu  près  rien  publié, 
sur  le  sujet,  depuis  la  Théorie  générale  des  approximations 
de  M.  Vieille,  qui  remonte  à  i852. 

Les  Leçons  de  M.  Lùroth  sont  pleines  de  choses  intéressantes; 
avant  de  parler  de  leur  objet  essentiel  et  des  matières  qui  y  sont 
traitées,  disons  que  Tauteur  n'a  pas  dédaigné  de  donner  d'excel- 
lents conseils,  même  sur  la  nature  du  papier  qu'il  est  bon  d'em- 
plojer,  et  sur  le  temps  pendant  lequel  il  convient  de  laisser  reposer 
un  calcul,  avant  de  le  reprendre  pour  le  recommencer  ou  le  véri- 
fier; ni  de  renseigner  le  lecteur  sur  les  principales  Tables  numé- 
riques, ou  sur  les  machines  à  calculer.  Enfin  il  n'a  oublié  ni 
l'histoire,  ni  la  bibliographie. 

Ces  Leçons  ne  sont  pas  destinées  à  des  commençants;  elles  sup- 
posent l'habitude  du  calcul  algébrique  et  des  éléments  de  l'Analyse  ; 
elles  rendront  les  meilleurs  services  tout  d'abord  à  ceux  qui  ont 
besoin  d'apprendre  les  matières  dont  elles  traitent,  aux  calcula- 
teurs de  profession  et  aux  astronomes  en  particulier,  mais  encore 
aux  maîtres  qui  ont  à  donner  un  enseignement  élémentaire,  et  qui 
désirent  en  savoir  plus  que  leurs  élèves  :  ils  y  trouveront  nombre 
de  remarques   ingénieuses  dont    ils    pourront   faire   profiler  ces 
derniers. 

Trois  Chapitres  sont  consacrés  aux  généralités  et  aux  opéra- 
lions  fondamentales  de  l'Arithmétique.  On  y  remarquera  en  par- 
ticulier une  discussion  approfondie  de  la  méthode  de  Fourier 
pour  la  division.  Un  Chapitre  traite  des  machines  à  calculer  : 
l'auteur  y  décrit  les  machines  de  Leibniz,  de  Selling,  de  Steiger- 
Elgli.  Les  règles  concernant  les  erreurs  qui  résultent,  pour  les 
opérations  fondamentales,  de  l'imperfection  des  données,  la  mul- 
tiplication abrégée  sont  expliquées  en  quelques  pages  substan- 
tielles. Le  Chapitre  sur  les  fautes  qu'entraîne  l'usage  des  Tables  ù 
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sept  décimales  au  plus,  et  en  particulier  l'ioterpolaiion  linéaire, 
contient  des  résultats  dont  l'importance  pratique  ne  peut  échapper. 
M,  Lùrolh  y  étudie  successivement  les  Tables  de  logarithmes  ordi- 
naires, les  Tables  tri gono métriques,  les  Tables  de  logarithmes 
d'addition.  Les  Tables  à  un  plus  grand  nombre  de  décimales 
exigent  ou  peuvent  exiger  une  interpolation  quadratique  :  celles:! 
est  étudiée  à  fond.  L'auteur  traite  ensuite  des  divers  moyens  connus 
pour  obtenir  les  logarithmes  à  neuf,  quinze,  vingt,  trente,  . . . 
décimales. 

L'extraction  de  la  racine  carrée  (méthode  ordinaire,  méthode 
de  M.  Darboui,  méthode  de  Fourîer  . . .),  l'extraction  de  la  racine 
cubique  occupent  l'avant-dernier  Chapitre.  Le  dernier  est  con- 
sacré aux  équations  trinômes  (équations  du  troisième  degré, 
méthode  de  Gauss  . .  .  )  ,et  à  diverses  méthodes  d'approximation 
(fausse  position,  méthode  des  substitutions,  méthode  de  Newton, 
méthode  des  dilférences  logarithmiques  . . .). 

On  voit  que  la  matière  est  suffisamment  riche;  naturellement 
c'est  par  le  détail  surtout  qu'elle  vaut. 

J.T. 


REGER  (  R.).  —  PtJKFSIBLLtGE  LOGARITHHIBCHE  UND  GONIOHETRISCUE  TaPBLN, 
aOWIB  HuLP8TAF8l.n  ItlR  ADFL0SI;NG  BSBEBER  NUlIBDlSCRsa  Glbichdhgbn 
riia  DEN  Gebiaucu  an  bSuehen  Scuulbn.  Unvol.in-8*;  m  p.  Lnpiig  et 
Berlin,  Teubaer,  igoo. 
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différente  de  celle  qu'on  adopte  habiluellement  :  pour  le  sinus  et 
la  tangente,  la  Table  va  de  o  à  90®.  On  évite  peut-être,  par  cette  dis- 
position, quelques  distractions  dans  l'interpolation.  Pour  les  six 
premiers  degrés,  les  arcs  vont  de  10"  en  10'';  au  delà,  de  minute 
en  minute  :  chaque  page  contient  9°. 

On  trouvera  ensuite  une  série  de  Tables  dont  quelques-unes 
sont  manifestement  très  utiles  :  longueurs  d'arc,  valeurs  naturelles 
du  sinus  et  de  la  tangente  de  10'  en  10',  logarithmes  d'addition  et 
de  soustraction,  carrés  des  nombres  de  100  à  999,  avec  cinq 
chiffres  exacts,  racines  carrées  des  nombres  de  100  à  999  avec 
quatre  chiffres;  puis,  d'autres  Tables  encore  dont  l'utilité  est 
moins  évidente.  Passe  pour  celle  qui  donne  les  valeurs  de  a:'  -f-  x 
eldex* —  j?,  qui  peut  bien  rendre  quelques  services  pour  la  réso- 
lution des  équations  du  troisième  degré,  mais  il  y  en  a  une  douzaine 

qui  donnent  les  valeurs  de  r  ar'  -f-  x,  de >  de  -r —  >  . . . ,  dont 

il  semble  bien  qu'on  aurait  pu  se  dispenser  :  elles  sont  évidem- 
ment destinées  à  familiariser  les  élèves  avec  l'usage  de  Tables,  et 
Ton  a  pensé  sans  doute  que  l'habitude  qu'ils  prendraient  ainsi 
leur  serait  ensuite  précieuse  :  ces  Tables  répondent  à  une  série  de 
petits  problèmes  géométriques,  sur  lesquels  les  maîtres  sont  en 
quelque  sorte  invités  à  choisir  des   exercices  numériques  que 
devront  traiter  leurs  élèves,  et  l'auteur  les  a  sans  doute  voulues 
assez  nombreuses  pour  laisser  plus  de  liberté  aux  maîtres  dans  le 
choix  de  ces  exercices.  Quoique  ces  raisons  soient  fort  bonnes, 
quoiqu'elles  indiquent  un  souci  d'habituer  les  élèves  au  calcul 
numérique  qu'on  regrette  de  ne  pas  voir  chez  nous,  la  multipli- 
cité de  ces  petites  Tables,  la  façon  arbitraire  dont  elles  ont  forcé- 
ment été  choisies,  étonnent  quelque  peu.  Par  contre  on  regrette 
l'absence  de  certaines  Tables  d'un  usage  véritablement  fréquent  : 
c'est  sans  doute  parce  qu'il  n'est  pas  question,  dans  les  écoles 
auxquelles  M.  Heger  a  destiné  ses  Tables,  ni  du  logarithme  na- 
turel, ni  de  la  fonction  exponentielle^  ni  des  fonctions  hyperbo- 
liques, qu'il  n'a  fait  aucune  place  à  ces  fonctions;  mais  il  n'est  pas 
mauvais  qu'il  y  ait,  dans  un  Livre  destiné  à  des  écoliers,  quelques 
pages  qui  ne  leur  soient  pas  immédiatement  utiles  et  dont  le  mys- 
tère les  préoccupe.  Pourquoi  n'avoir  pas  mis  de  Tables  de  loga- 
rithmes et  d'antilogarithmes  à  quatre  décimales?  elles  tiennent  si 
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peu  de  place  et  sonl  d'un  usage  si  commode?  Peul-élre  leur  pré- 
fère-l-on  la  rtgle  à  calcul?  Si  même  il  en  esl  ainsi,  ce  n'esl  pas 
raison  suffisante  pour  les  écarter. 

A  ces  Tables  M.  Heger  a  joint  un  assez  grand  nomlire  de  données 
astronomiques  el  physiques;  le  lecteur  français  chercliera  presque 
toujours  ces  données-là  dans  l'Annuaire  du  Bureau  des  Longi- 
tudes, qui  restera  l'almanach  des  gens  instruits;  pour  un  éco- 
lier, elles  y  sont  peut-être  trop  nombreuses,  et  l'idée  de  les  placer 
dans  une  Table  de  logarithmes  me  parait  excellente  :  Rappelons 
que  Hoiiel  avait  fait  à  ces  données  une  peiite  place  (mais  trop 
petite)  dans  ses  Tables  à  cinq  décimales.  Enfin  la  dernière  Table 
que  l'on  trouvera  dans  le  Livre  de  M.  Heger  est  une  Table  de 
mortalité;  l'auteur  a  eu  la  bonne  idée  d'y  joindre  quelques  rensei- 
gnements sur  l'usage  qu'on  en  peut  faire  pour  le  calcul  théorique 
d'une  rente  viagère  ou  d'une  assurance;  aussi  bien,  je  me  suis 
toujours  étonné  de  ne  pas  voir  figurer  ces  renseignements-là  dans 
VAnnuaire  du  Bureau  des  Longitudes. 

J.  T. 


LORENZ     (H.).     —      DrifAHIK      DEH      KuRBBLfiBTHIEi 
RlicsSlCHTIGDNG    DEH    SCHIFFS-MiISCHIXeN.     I    vol 

Teabnar;  1901. 


BESONDEIIER     Bb- 

;    i56  p.  Leipzig, 


L'auteur  de  cet  important  travail  est  un  ingénieur;  il  est  en 
même  temps  professeur  à  l'Université  de  Goltingen,  et  je  vois 
dans  les  nouvelles  du  Bulletin  de  V American  mathematical 

s  de 
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naturelle,  aax  équations  de  condition  que  M.  Schlick  a  prises  pour 
base  de  la  compensation  des  masses,  d'autre  part  à  la  détermina- 
tion des  oscillations  de  la  vitesse. 

L'exposition  est  nettement  analytique;  en  dehors  des  principes 
de  la  Mécanique,  elle  met  en  œuvre  les  séries  trigonométriques, 
dont  Fauteur  tire  un  très  grand  parti.  Des  applications  numé- 
riques montrent  nettement  comment  les  méthodes  doivent  être 
appliquées.  Le  livre  de  M.  Lorenz  s'adresse  aux  ingénieurs  et  aux 
mathématiciens;  Fimportance  pratique  des  résultats  obtenus  est 
égale  à  l'intérêt  théorique  du  problème  que  Fauteur  a  traité. 

J.  T. 
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SUR  LES  PRINCIPES  DE  LA  MÉCANIQUE 
ET  L'EXPLICATION  MÉCANIQUE  DES  PHÉNOMÈNES  NATURELS  (  '  )  ; 

Par  m.  Emile  PICARD. 


I. 

A  la  fin  du  dix-huitième  siècle  les  principes  de  la  Mécanique 
semblaient  au-dessus  de  toute  critique,  et  Fœuvre  des  fondateurs 
de  la  science  du  mouvement  formait  un  bloc  que  Fon  croyait 
devoir  défier  à  jamais  le  temps.  Depuis  cette  époque,  une  analyse 
pénétrante  a  examiné  à  la  loupe  les  fondations  de  Fédifice.  En 
fait,  là  où  les  Lagrange  et  les  Laplace  trouvaient  toutes  choses 
simples,  nous  rencontrons  aujourd'hui  les  plus  sérieuses  diffi- 
cultés. Tous  ceux  qui  ont  eu  à  enseigner  les  débuts  de  la  Méca- 
nique, pour  peu  qu'ils  aient  réfléchi  par  eux-mêmes,  ont  senti 


(*)  HEBTZf  Die  Prinzipien  der  Mechanik,  Leipzig,  189^.  Boltzmann,  Vorle- 
sungen  ueber  die  Principe  der  Mechanik,  Leipzig,  1897.  Picard,  Une  première 
leçon  de  Dynamique  {L'Enseignement  mathématique^  1900).  Boltzmann,  Ueber 
die  Grand principien  und  Grundgleichungen  der  Mechanik,  conférence  faite  à 
Clark  UniTcrsity,  1900. 
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combien  les  expositions  pins  on  moins  Iraditionnelles  des  prin- 
cipes sont  incohérenUs.  Elles  sont  trop  sonvenl  imprc^ées  de 
ce  dualisme  entre  force  et  matière  qui  s'était  introduit  dans  l'an- 
cienne Mécanique;  la  force  j  parait  être  nn  agent  parlicolier  qni 
est  la  cause  dn  moa*ement  de  la  matière.  Aussi  d'illustres  pbj^st- 
ciens  oni-ils  vonln  rompre  avec  les  anciennes  haLiindes.  Aban- 
donnant complètement  le  point  de  *ae  bistoriqoe  dn  développe- 
ment de  la  Science,  ils  se  placent  à  on  point  de  «ne  analogue  à 
celui  du  géomètre  qui  construit  une  Géométrie  en  partant  d'une 
certain  nombre  d'axiomes;  leur  métbode  est  ainsi  tonte  déduc- 
tiire.  L'ne  telle  manière  de  procéder  a  ses  avantages  et  ses  incon- 
vénients.  Les  avantages  sont  qne  l'exposition  est  d'une  clarté 
parfaite  et  que  le  sjstèuie  est  bien  encbainé;  on  construit  ainsi  de 
toutes  pièces  et  a  priori  on  ensemble  de  représentations,  et  l'on 
en  tire  toutes  les  consèqnences  possibles.  C'est  seulement  quand 
l'exposition  du  sjstème  est  complète  qne  l'on  compare  les  résul- 
tats avec  l'expérience.  Cette  façon  de  procéder  est  évidemment 
très  philosophique;  elle  avoue  en  quelque  sorte  nettement  dès  le 
début  que  le  seul  but  de  la  Science  est  de  chercher  un  svstème 
d'images  que  nous  faisons  correspondre  à  la  réalité  et  qui  per- 
mettent dans  certains  cas  de  prévoir  cette  réalité  sans  avoir  la  pré- 
tention de  l'atteindre  eûectivement.  On  comprend  de  plus  immé- 
diatement que  ce  système  d'images  ne  soit  pas  nècessaî rement 
unique  et  qu'on  puisse  en  adopter  plusieurs.  Mais  ici  nous  touchons 
en  même  temps  aux  inconvénients  de  cette  voie  déduciive,  ao  moins 
comme  méthode  d'enseignement;  elle  ne  montre  pas  comment  on 
a  été  conduit  i  écbafauder  la  construction  et  en  cela  ne  satisfait 
pas  l'esprit.  La  même  difficulté  ne  se  présentait  évidemment  pas 
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deux  à  deux  de  sens  contraires  el  dans  un  rapport  constant,  et 
un  système  unique  de  rapports  peut  être  adopté  pour  les  diffé- 
rents points;  eniin  elles  dépendent  simplement  de  la  distance  des 
deux  points  correspondants.  On  voit  qu'avec  un  tel  système  de 
postulats,  qu'on  pourrait  même  élargir  quelque  peu,  Tintroduction 
des  notions  de  masse,  de  force  ne  présente  aucune  difficulté.  Un 
système  d'équations   différentielles   d^une   forme   déterminée  se 
trouve  établi.  Il  y  entre  diverses  fonctions  arbitraires;  on  aura  à 
voir  si,  pour  telles  catégories  de  phénomènes,  on  peut  les  choisir 
de  façon  que  les  faits  concordent  avec  ces  équations   différen- 
tielles, et  que  Ton  puisse  prédire  les  mouvements  correspondant 
à  certaines  données  initiales.  S'il  en  est  ainsi,  on  est  en  possession 
du  système  d'images  dont  je  parlais  plus  haut;  on  a  tout  ce  que 
l'on  doit  chercher  dans  l'explication  mécanique  des  phénomènes, 
comme  le  demandait  Kirchhoff.  Nous  chercherons  plus  loin  si 
cette  dernière  vue,  excellente  en  elle-même,  ne  doit  cependant  pas 
être  énoncée  avec  quelques  réserves,  et  si,  formulée  d'une  manière 
trop  absolue,  elle  n'est  pas  susceptible  de  nuire  aux  progrès  de  la 
Science. 

Un  autre  type  de  construction  de  la  Mécanique  à  la  manière 
déductive  nous  est  offert  par  le  Traité  de  Hertz.  On  sait  que  le 
^nd  physicien,  enlevé  si  tôt  à  la  Science  après  ses  immortelles 
découvertes  sur  la  propagation  des  ondes  électromagnétiques, 
consacra  la  dernière  année  de  sa  vie  à  rassembler  ses  vues  sur  la 
Mécanique.  Le  système  de  Hertz  rompt  beaucoup  plus  avec  les 
habitudes  traditionnelles  que  le  système  précédent.  Quelque^ 
notions  purement  cinématiques  doivent  d'abord  être  rappelées. 
Considérant  un  système  de  points  affectés  de  certains  coeHicient^ 
qui  deviendront  plus  tard  les  masses,  il  est  aisé  de  définir  ce  qu'on 
entend  par  longueur  d^un  déplacement  élémentaire  de  ce  système 
de  points,  ainsi  que  par  direction  et  par  courbure  de  ce  déplace- 
ment. 11  peut  y  avoir  certaines  liaisons  entre  les  points  du  sys- 
tème; quand  elles  sont  indépendantes  du  temps  et  qu'elles  con- 
cernent seulement  les  positions  relatives  des  différents  points,  on 
dit  que  le  système  est  libre.  Appelons  encore,  avec  Hertz,  dépla- 
cemeot  élémentaire  le  plus  droit  un  déplacement  qui  a  une  cour- 
imre  moindre  que  tout  autre  déplacement  élémentaire  possible 
de  même  direction,  et  désignons  enfin  par  chemin  le  plus  droit 
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DD  chemin  dont  tous  les  élémeots  soot  les  plus  droiu.  Avec  ces 
déSnîlïons.  nous  pouvons  énoncer  le  postulai  fondamenlal  sar 
lequel  est  basée  tonte  la  Mécanique  de  Hertx  :  Lu  svstème  libre 
demeure  en  repos  ou  décrit  d'une  manière  nnironne  une  trajec- 
toire qui  est  un  cliemîn  le  plus  droit.  On  pourrait  encore  donner 
une  autre  forme  à  ce  principe  en  disant  que,  dans  le  mouvement 
réel,  la  somme  des  accélérations  des  points  du  sjstème  multipliés 
par  leurs  masses  est  à  chaque  instant  mioima  parmi  tous  les  mou- 
vemenls  possibles  répondant  à  la  même  position  et  ans  mêmes 
vitesses,  et  ceci  rappelle  un  théorème  célèbre  de  Gatt«s.  Pour 
Hertz,  tout  sjslème  dans  la  nature  est  un  svstème  libre  ou  une 
portion  d'un  sjrslème  libre  auquel  on  peut  appliquer  le  principe 
fondamental.  Il  j  a  cependant  des  svstèmes  qui  nous  paraissent 
libres  et  auxquels  ne  s'applique  certainement  pas  le  principe; 
cela  tient,  répond  Hertz,  à  ce  que,  outre  les  mouvements  visibles, 
il  V  a  des  mouvements  cachés,  et  que  les  svstèmes  visibles  sont 
liés  à  des  svstèmes  cachés,  de  telle  sorte  que  Tensemble  dn  sys- 
tème visible  et  du  svstème  caché  forme  réellement  un  svstème 
libre.  La  nécessité  dans  certains  cas  de  l'introduction  de  masses 
cachées  paraît  d'abord  singulière  ;  en  réalité  cette  introdnctioD  est 
très  familière  au  physicien.  L'élher,  qui  joue  un  si  grand  rôle  en 
Physique,  est  une  masse  cachée,  et  certains  mouvements  vibra- 
toires de  la  matière  pondérable  sont  eux-mêmes  des  mouTemeoLs 
cachés.  On  comprend  toutefois  que  l'indétermination  qui  subsiste 
dans  l'introduction  des  masses  cachées  doive  rendre  singulière- 
ment difiicile  l'application  des  idées  de  Hertz,  même  dans  des  cas 
très  simples.  C'est  là  un  grave  reproche,  mais,  si  l'on  passe  outre, 
on  ne  peut  qu'admirer  la  belle  construction  du  grand  phv! 
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Newlon  sur  Tégalilé  de  Taclion  et  de  la  réaction,  mais  il  importe 
de  remarquer  que  la  loi  affirmée  par  Newton  a  un  caraclère  plus 
général  que  celle  qui  se  déduit  des  principes  de  Hertz.  Une  com- 
paraison un  peu  grossière,  et  qui  n'est  pas  entièrement  exacte,  fera 
soffisamment  comprendre  ce  point.  Les  seules  forces,  pour  Hertz, 
sont  en  quelque  sorte  des  actions  de  contact;  il  n'y  a  donc  dans 
sa  Mécanique  que  des  actions  et  réactions  appliquées  aux  mêmes 
points.  Quand  Newton  au  contraire  considère  l'action  et  la  réac- 
tion du  Soleil  et  d'une  planète,  les  deux  forces  sont  appliquées  à 
deux  points  différents.  La  Mécanique  du  physicien  de  Bonn  ne 
connaît  pas  de  telles  forces,  et  ses  principes  ne  pourraient  s'ap- 
pliquer à  ce  cas  que  si  quelque  hypothèse  était  faite  sur  la  nature 
de  la  liaison  entre  les  deux  astres.  D'ailleurs,  le  principe  de 
Newton,  sous  sa  forme  absolument  générale,  n'est  rien  moins  que 
clair  et  le  sens  même  en  est  douteux  dans  plus  d'un  exemple  tou- 
chant le  magnétisme  et  l'électricité. 

Le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  définie  comme  la 
somme  des  produits  des  masses  par  les  carrés  des  vitesses  est, 
pour  les  systèmes  libres,  une  conséquence  immédiate  du  postulat 
fondamental  de  Hertz,  et  on  le  retrouve  aussi  sous  sa  forme  habi- 
tuelle pour  une  portion  d'un  système  libre  regardée  comme  sou- 
mise à  certaines  forces.   Hertz  fait  une  étude   approfondie  des 
mouvements  cycliques  et  des  mouvements  conservatifs,  en  s'ins- 
pirant  des  recherches  antérieures  de  Helmholtz.  Considérons  un 
système  formé  de  masses  visibles  et  de  masses  cachées;  sous  la 
condition  que  ces  dernières  forment  ce  que  Hertz  appelle  un  sys- 
tème cyclique  adiabatiqiiey  le  système  primitif  est  dit  conser- 
vatif.  On  sait  que  l'on  distingue  souvent  Ténergie  cinétique  et 
l'énergie  potentielle;  pour  un  système  conservatif,  l'énergie  ciné- 
tique est  l'énergie  définie  comme  plus  haut  des  masses  visibles  et 
l'énergie  potentielle  n'est  autre  chose  que  l'énergie  des  masses 
cachées.  Ces  deux  énergies  ne  sont  pas  de  natures  différentes;  la 
distinction  au  fond  est  factice  et  dépend  du  degré  de  notre  con- 
naissauce.  On  voit  combien  sont  profondes  les  spéculations  de 
Hertz;  ces  vues  générales  peuvent  être  regardées  comme  définis- 
sant ce  qu'on  doit  entendre  par  une  explication  mécanique.  Quant 
à  la  question  délicate  de  savoir  si  tout  phénomène  est  susceptible 
d'une  explication  mécanique,  j'en  dirai  un  mot  tout  à  l'heure. 
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11. 


Les  inodes  d'exposition  di'ductifs,  qu'ils  se  présentent  sous  une 
forme  on  sous  une  autre,  !<onl  d'abord  très  séduîsanls.  Ils  cun- 
densent  en  quelques  postulats  que  l'on  Tormule  au  début  les  résul- 
tats auxquels  a  conduit  la  succession  d'eflbrts  et  de  lâlonuemeots 
des  ci'éateurs  de  la  science  du  mouvement.  Ces  postulats  ont 
un  caractère  cxtrèmeinenl  général,  et  l'on  renvoie  à  l'expérience 
pour  vérifier  leurs  conséquences  plus  ou  moins  lointaines.  Il  faut 
toutefois  reconnaître  que,  ii  côté  d'eux,  d'autres  modes  d'expo- 
sition, se  rapprochant  davantage  de  l'ardre  historique,  seront  sans 
doute  longtemps  encore  préférés.  Ce  n'est  pas  qu'ils  ne  pré- 
sentent de  grandes  difficultés  et  que  la  forme  traditionnelle  n'en 
doive  élre  l>e;iucoup  modifiée.  Il  est  à  craindre  toutefois  qu'ils  ne 
conservent  un  caractère  à  moitié  înductif  et  à  moitié  déductif, 
qui  leur  donne  peu  d'unité.  La  belle  cxposilion  faite  par  M.  Bous- 
sines(|  en  i88()  dans  ses  reniar(|uables  ferons  synthétiques  de 
Afécaniqtte  générale  mérite  d'elle  eitée;  elle  me  semble  touic- 
fois  faite  pour  des  personnes  qui  ont  déjà  quelques  notions  de 
Mécanique.  C'est  une  chose  difficile  que  de  parler  de  Mécanique 
devant  des  auditeurs  complètement  ignorants  de  celte  science; 
il  faut,  si  j'ose  le  dire,  tricher  un  peu.  Aussi  toute  exposition 
attire-t-elle  aisément  la  critique  par  quelque  endroit.  Je  demande 
la  permission  de  dire  quelques  mois  sur  un  mode  d'exposition 
(]ue  j'ai  eu  l'occasion  d'indiquer,  sans  me  faire  illusion  sur  ses 
point:!  faibles. 
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au  principe  général  de  rindépendance  des  eiTets  des  forces,  il  ne 
faatréooDcer  qu'avec  certaines  réserves;  car,  comme  M.  Poîncaré 
en  a  fait  la  remarque,  les  champs  de  forces  peuvent  parfois  influer 
les  uns  sur  les  autres.  Dans  une  succession  de  champs  constants 
et  poar  un  même  point  matériel  les  forces  peuvent  être  définies 
an  point  de  vue  dynamique  par  les  accélérations  et  statiquement 
atec  un  dynamomètre;  c'est  l'eicpérience  seulement  qui  nous 
apprend  que  ces  deux  définitions  donnent  des  nombres  propor- 
tionnels. La  comparaison  des  éléments  matériels,  c'est-à-dire  la 
définition  de  la  masse,  peut  se  déduire  de  l'expérience  fondamen- 
tale d'après  laquelle  tous  les  corps  tombent  de  la  même  manière 
dans  un  même  champ  constant  et  des  mesures  statiques  des  forces. 
Enfin,  on  passe  aux  forces  variables  par  le  procédé  limite  habituel 
aux  Mathématiques,  et  l'on  obtient  alors  l'équation  fondamentale 
de  la  Dynamique.  Il  faut  toutefois  bien  comprendre  son  exacte 
signification  et  ne  pas  se  payer  de  mots  :  cette  équation  n'a  dans 
chaque  cas  d'intérêt  qu'autant  que  des  observations  ou  des  expé- 
riences préliminaires,  dont  on  généralise  par  une  sorte  d'induction 
les  résultats,  ont  donné  quelques  renseignements  sur  la  nature  de 
la  force. 

Sans  aucun  doute,  les  débuts  de  la  Mécanique  exposés  ainsi  ou 
d'une  manière  similaire  présentent  un  mélange  de  postulats  et 
d'expériences  plus  ou  moins  précises,  avec  quelque  peu  d'anthro- 
pomorphisme. Mais  ce  sont  des  inconvénients  qu'on  ne  peut  guère 
éviter,  si  l'on  veut  rendre  compte,  dans  ses  grandes  lignes,  de 
la  marche  historique  de  la  Science.  Qu'on  n'aille  pas  prétendre 
que  cela  est  inutile;  en  Géométrie,  dira-t-on,  on  ne  commence 
pas  par  décrire  les  observations  et  les  expériences  faites  par  l'hu- 
manité préhistorique  et  qui  ont  été  l'origine  des  postulats  de  la 
Géométrie.  On  peut  répondre  que,  dans  la  science  de  l'espace^ 
ces  expériences  sont  aujourd'hui,  pour  une  raison  ou  une  autre, 
tellement  simples  que  chacun  les  fait  sans  y  songer,  tandis  qu'il 
n*en  va  pas  de  même  en  Mécanique,  où  les  choses  sont  autrement 
complexes.  Il  est  possible  évidemment  de  procéder  en  Mécanique 
comme  en  Géométrie;  c'est  ce  que  nous  avons  vu  dans  les  expo- 
sitions que  j'ai  appelées  déductives,  comme  le  système  de  Hertz. 
)Iais  des  difficultés  d'une  autre  nature  se  présentent,  et  les  pos- 
tulats fondamentaux  places  au  début  paraissent  singuliers  à  ceux 
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devant  qui  on  les  énonce  pour  la  première  fois.  Je  ne  sais  ce  que 
réserve  l'avenir;  la  Science  entrera  peut-être  dans  des  voies  que 
nous  ne  pouvons  prévoir,  mais  il  y  »  lieu  d'espérer  que  l'élude 
des  principes,  qui  tient  aujourd'hui  tant  de  place,  aboutira  à 
quelques  résultats  importants.  Quelques  savants  pensent  que  le 
premier  chapitre  de  la  Dynamique  telle  que  nous  la  construisons 
actuellement,  je  veux  dire  la  dynamique  du  point  matériel,  devra 
probablement  disparaître.  La  chose  assurément  est  possible,  mais 
je  ne  la  crois  pas  très  prochaine,  car  les  hypothèses  atomiques 
jouent  encore  et  joueront  peut-être  toujours  un  râle  prépondé- 
rant dans  maintes  parties  de  la  Science.  Plusieurs  points  de  vue 
très  différents  peuvent  d'ailleurs,  comme  on  sait,  être  conservés 
simultanément,  mais  en  insistant  sur  celte  pensée  je  sortirais  de 
mon  sujet. 

III. 


C'était  une  idée  chère  aux  Cartésiens  que  toutes  les  transforma- 
tions du  monde  physique  se  font  d'après  les  lois  de  lu  Mécanique, 
Quel  est  le  sens  exact  de  cette  assertion,  si  toutefois  elle  en  a  un? 
La  réponse  n'est  pas  facile  et  peut  présenter  quelque  indétermi- 
nation. Que  doit-on  entendre  par  explication  mécanique  d'un 
phénomène?  Pour  Hertz,  un  phénomène  offert  par  un  système 
sera  susceptible  d'explication  mécanique,  si  le  système  fait  partie 
d'un  système  libre  convenablement  choisi  et  si  son  mouvement 
peut  être  déduit  des  postulats  fondamentaux  indiqués  plus  haut. 
Ilclmhollz  et  M.  Poincaré  (')  adoptent  une  forme  un  peu  diffé- 
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succession  d'inductions  reposant  sur  des  généralisations  plus  ou 
moins  plausibles  d'expériences  simples  ne  viennent  apporter  des 
reoseignements  indispensables.  Dans  quelle  mesure  maintenant 
esl-il  eiacl  de  dire,  comme  on  l'a  fait  quelquefois,  qu'une  explica- 
tion mécanique  n^est  autre  chose  qu'un  système  d'équations  difTé- 
renlielles?  On  peut,  une  fois  celui-ci  obtenu,  rejeter  l'échafau- 
dage qui  a  servi  à  former  le  système,  et  chercher  à  tirer  de  ce 
sjslème,  avec  les  ressources  de  l'analyse  mathématique,  la  coordi- 
nation des  faits  connus  et  à  faire  des  prévisions  qui  sont  le  but 
suprême  de  la  théorie  et  la  marque  de  sa  fécondité.  Mais  il  arrive 
maintes  fois  que  quelque  fait  nouveau  vient  montrer  l'insuffisance 
de  Texplication  adoptée;  il  faut  alors  compléter  par  l'addition  de 
quelque  terme  les  relations  diiférentielles,  et  il  est  le  plus  souvent 
nécessaire  d'inspecter  de  nouveau  l'échafaudage  primitif  pour 
pouvoir  faire  utilement  les  corrections  dans  la  construction  défi- 
nitive. Si  donc  on  peut  accorder  que  la  forme  dernière  d'une 
théorie  consiste  dans  un  système  d'équations  dilTérentiellcs,  il  est 
indispensable  de  ne  pas  oublier  cependant  les  idées  qui  ont  servi 
à  le  former. 

Revenons  enfin  à  la  question  :  Tout  phénomène  est-il  susccp- 
liWe  d'une  explication  mécanique?  Sur  une  question  posée  d'une 
manière  si  générale  la  réponse  est  difficile,  pour  ne  pas  dire  impos- 
sible. Les  avis  sont  partagés,  et  c'est  surtout  dans  Tétude  des  phé- 
nomènes calorifiques  qu'apparaissent  les  divergences  d'opinion. 
L'explication  mécanique  du  principe  de  Garnot  présente,  comme 
on  sait,  de  grandes  difficultés.  Clausius  le  premier  a  essayé  une 
telle  explication,  et  ensuite  Helmholtz  dans  ses  mémorables  re- 
cherches sur  le  principe  de  la  moindre  action  pensait  y  avoir 
réussi;  depuis  lui,  M.  Boitzmann  a  cherché  à  lever  certaines 
objections  faites  à  Helmholtz.  L'idée  essentielle  d'Helmhollz 
consiste  dans  l'hypothèse  de  mouvements  cachés;  les  variables 
d'après  lui  peuvent  être  partagées  en  deux  catégories  :  les  unes 
nous  sont  accessibles,  les  autres  nous  sont  inconnues  et  corres- 
pondent à  des  mouvements  cachés.  En  faisant  certaines  hypo- 
thèses, on  arrive  pour  les  variables  accessibles  à  des  relations 
différentielles  d'une  tout  autre  forme  que  les  équations  de  la 
Mécanique  classique,  et  c'est  ainsi  qu'on  peut  rendre  compte  de 
la  dissipation  de  l'énergie.  M.  Boitzmann,  qui  parait  avoir  serré  la 
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(jucstion  de  beaucoup  plus  près  qu'ilelmhollz,  fait  une  distinction 
entre  les  mouvements  ordonnés  et  les  mouvements  non  ordonnés; 
pour  lui,  l'augmentation  de  l'entropie  correspond  à  l'accroisse- 
ment des  mouvements  non  ordonnés  par  rapport  aux  mouvements 
ordonnés.  On  sait  que  M.  Poincaré,  ù  la  lin  de  sa  Thermodyna- 
mique, considère  comme  insul'lisantes  les  tentatives  d'Helmhollz 
et  pense  plutôt  qu'il  est  des  phénomènes  non  susceptibles  d'expli- 
cation mécanique.  Je  me  garderais  bien  pour  ma  part  de  formuler 
une  réponse  sur  une  question  qui  me  paraît  trop  vague.  Pourquoi 
supposer  qu'il  n'y  a  d'explication  mécanique  que  celle  qui  cadre- 
rait avec  les  équations  de  Lagrange?  Ne  pourrait-on  pas  adopter 
un  point  de  vue  plus  compréliensif,  et  alors  n'esl-on  pas  menacé 
de  tomber  dans  une  querelle  de  mots? 

Nous  venons  de  nous  placer  à  un  point  de  vue  analytique  et 
abstrait  ;  en  rentrant  dans  le  même  ordre  d'idées,  on  peut  donner 
quelquefois  une  forme  plus  concrète  à  ces  considéralions.  Suppo- 
sons que  deux  phénomi'nes  dlflérents  conduisent  au  même  système 
de  relations  différentielles;  ils  sont  alors  les  modèles  l'un  de 
l'autre,  et  pour  une  même  catégorie  de  phénomènes  il  peut  y  avoii- 
plusictirs  modèles.  Remarquons  d'une  manière  générale  que  les 
images  que  notre  esprit  se  forme  des  choses  sont  des  modèles  de 
ces  choses;  ainsi,  dans  un  système  où  il  y  a  des  niasses  cachées, 
c'est-à-dire  inaccessibles  à  l'observation,  nous  ne  pouvons  faire 
autre  chose  qne  de  créer  pour  lui  des  modèles  sans  pouvoir  effec- 
tivement atteindre  la  réalité.  L'accord  entre  l'esprit  et  la  nature 
est  dans  cet  ordre  d'idées  comparable  à  l'accord  entre  deux  sys- 
Itraes  qui  soui  modi'les  l'un  de  l'ai 


MÉLANGES.  27 

lions  mécaniques.  Je  dirai  seulement  quelques  mois  en  terminant 
d^une  représentation  très  spéciale,  chère  à  l'Ecole  anglaise  (*), 
où  le  modèle  est  construit  avec  les  mécanismes  les  plus  usuels. 
Maxwell  a  construit  ainsi  d'ingénieux  appareils  où  se  manifestent 
diverses  analogies  avec  les  phénomènes  électriques,  et  où  par 
exemple  Tinduction  apparaît  comme  due  à  l'inertie  de  certaines 
masses.  Lord  Kelvin  surtout  a  été  très  loin  dans  cette  voie;  avec 
des  solides  rigides  il  est  arrivé,  comme  on  sait,  à  réaliser  des  effets 
élastiques  grâce  à  des  mouvements  de  rotation,  et  à  effectuer  des 
représentations  singulières  de  Téther.  L'extrême  complication  de 
plusieurs  de  ces  modèles  choque  les  esprits  habitués  à  voir  les 
choses  d'un  point  de  vue  analytique.  Il  est  clair  que,  si  l'on  avait 
la  prétention  de  saisir  ainsi  la  réalité,  il  y  aurait  là  quelque  chose 
d'étrange.  Du  moment  qu'il  ne  s'agit  que  d'images,  il  n'y  a  pas  à 
s'étonner  que  les  avis  diffèrent  sur  le  degré  de  simplicité  de  telle 
ou  telle  représentation;  les  renvois  de  sonnette  de  Lord  Kelvin 
ont  leur  philosophie. 


»e« 


SUR  LES  RÉSEAUX  DE  CONIQUES, 
Par  m.  IIADAMARD. 

Dans  ses  leçons  sur  la  Géométrie  (2),  Clebsch  s'occupe  de 
trouver  la  cubique  telle  que  le  réseau  de  ses  coniques  polaires  soit 
identique  à  un  réseau  ponctuel  donné.  Mais  sa  méthode,  fondée 
sur  l'introduction  d'une  identité  relative  aux  formes  cubiques  ter- 
Mires,  est  très  artificielle  et  ne  démontre  pas,  d'ailleurs,  l'exis- 
tence de  la  solution. 

Je  me  propose  d'indiquer,  si  cela  n'a  pas  été  fait  précédemment, 
une  manière  tout  à  fait  directe  et  analytique  d'arriver  au  même 
résultat. 


(  )  Voir  sur  ce  point  un  article  extrêmement  intéressant  de  M.  Duhem,  l'École 
f^glfiUe  et  les  théories  physiques,  dans  la  Revue  des  questions  scienti- 
^^tt«,  1893. 

^')  Traduction  Benoist,  t.  II,  p.  25?. 
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les  équations  des  trois  coniques  l'on  dam  en  taie  s  du  réseau  :  les 
formes  adjointes  de  A,  B,  C  étant  respeclivcmenl  désignées  par 


S'il  eiisie  une  cubique  g-^  =  o  telle  que  la  polaire  d'un  point 
quelconque  y^  par  rapport  à  celte  cubique,  soit  une  conique  de 
réseau  donné,  l'équation  de  cette  conique  sera  maaifestemeDl  de 
la  forme 


(0 


elSï= 


'iPy-t-fflÇr-*- 


Px>  Vr»  ''r  ^'""i*  trois  polynômes  linéaires  qu'il  nous  reste  i  déter- 
miner. A  cet  elTet,  nous  devrons  écrire  que  l'cspression 


ne  change  pas  par  pcrmulati 
pose(_j's),-=  H,-,  il  vient  ai 


ion  de  X,  y  et  3  entre  eux.  Si  l'on 


(^) 


a,{apu)-hbx{bqu)-hcA" 


Il  faut  que  l'égalité  précédente  soit  une  identité,  tant  par  rap~ 
port  aux  X  que  par  rapport  aux  u;  et,  réciproquement,  s'il  en  est 
ainsi,  la  cubique 


par 


aura  bien  pour  coniques  polaires  les  courbes  représentées 
l'équation  générale  (i). 

Pour  résoudre  l'identité  {2),  prenons  d'abord  pour  ta  droite  u 
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que  soit  Je  point  ;r),rëquation  (2)  aura  lieu  pour  «^=  a^rt^,  pour 
Ug=  bxbg^  pour  Uz  =  CxCz)  et,  par  conséquent,  pour 

(5)  a5  =  Xaj,a--+-  fi^^^^cH- vc^rC-, 

c*est-à-dire  quels  que  soient  les  u^  car  lorsque  le  points;  n'est  pas 
sur  la  hcssienne,  Téqualion  (5)  peut,  par  un  choix  convenable 
de  A,  [X,  V,  représenter  une  droite  quelconque  donnée. 

Les  relations  (3)  et  (4)  ont  une  interprétation  géométrique  bien 
simple.  L'équalion 

axbx{abq)  =  0 

représente,  comme  on  sait,  une  conique  circonscrite  au  triangle 
conjugué  commun  à  A  et  à  B.  La  relation  (3)  montre  que  cette 
conique  est  également  circonscrite  au  triangle  conjugué 
commun  à  A  ^/  à  C. 

On  exprimera  le  même  fait  géométriquement  en  écrivant  que 
cette  conique  est  harmoniquement  circonscrite  à  toute  conique 
du  faisceau  ponctuel  A-|-XC=  o  :  autrement  dit  (puisqu'elle  est 
déjà  harmoniquement  circonscrite  à  A)  qu'elle  Test  à  C  et  à  la 
conique  (acw)*=  o.  La  droite  q  sera  donc  déterminée  par  lescon- 
ditions 

(6)  aybyf(abq)  =  o, 

(7)  {aa'c){ba'c){abq)  =  0, 

et  son  équation  pourra,  par  suite,  s'écrire 

gjp=  a^by{a' a' c) (b' a' c )  [aba' )  b^  —  {abb" )  a'jc]  =  o. 

En  appliquant  à  cette  équation  les  réductions  classiques,  on 
constate  qu'elle  peut  prendre  la  forme 

(8)  qx=  ayb^Cs^b'oiKabb' )  Cx — {abc)b'j;]  =  o, 

c'est-à-dire  que  q^  peut  être  considéré  comme  déterminé  par  la 
condition  (6)  jointe  à 

(6')  CaboL{cbq)=zO, 

ou  encore  (ainsi  qu'il  était  nécessaire  pour  que  le  problème  eût 
une  solution)  que  le  polynôme  q  ainsi  déterminé  coïncide  avec 
celui  que  l'on  obtiendrait  en  opérant  de  mémo  sur  la  seconde  con- 
dition (4). 

Le  polynôme  q  étant  ainsi  choisi  et  les  polynômes  p,  r  étant  de 


3n  PREMltBK  PARTIE, 

même  délerminés  par  les  relations 

(  a^cp(acp)  =0, 

(  aybi{abp)  =  o, 

j  c„A,{c6r)   =o, 

(  c^apicar)  =  o, 
les  relalioDs  (3)  et  (4)  sont  vériliées,  ainsi  qu'on  s'en  assure  aisé- 
incnl.  Le  problème  est  donc  résolu. 

Or  le  premier  membre  de  l'équation  (6)  s'écrit  encore 

Mais,  en  permulanL,  dans  le  second  terme  du  second  membre, 
les  symboles  synonymes  c  et  c',  dans  le  troisième  les  symboles  a 
et  a',  on  voit  que  cliaeun  de  ces  termes  est  égal  à  la  moitié  du 
premier  membre.  L'équation  ((>)  s'écrit  donc 


Cl  l'équatiu 
Don<- 


I  (6'),  de  iném 


q^^.  aUUhk-r)  ^  \{i,h-x)(alcl-alcX). 
Opérant  de  même  pour p  et  r,  l'équation  (i)  s'écrit 

"i    '4 
,AA»     al     bX 

«r    bl    cl 

f  qui  est  l't^qualion  (la)  de  Clebscli  {loc.  cit.). 
Le  fuit  que  le  polynôme  q  peut  aussi  bien  être  calculé  par  les 
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SUR  L'ÉQUATION  DE  RIGGATI, 
Par  m.  OTTO  DE  ALENCAR  SILVA. 

La  méthode  symbolique  permet  d'établir  directement  qu'une 
racine  quelconque  des  covariants  d'une  forme  est  une  solution  de 
Téquation  de  Riccati,  pourvu  que  celles  de  la  forme  le  soient 
aussi  (*). 

Le  théorème,  on  le  voit,  n'est  qu'une  traduction,  sous  un  nou- 
veau point  de  vue,  des  corrélations  entre  les  racines  d'une  forme 
et  celles  de  son  covariant. 

Soient,  en  effet, 

«1»       *J>       3t3,       ...,       Un 

les  racines  d'une  forme /du  n»»^"'*  degré,  et 

Pi»        Pj»        p3»        •••!        Pf> 

celles  du  covariant  ç  de/,  que  nous  supposerons  du  r""*  degré  et 
du  5**""  ordre. 
On  aura 

/  =  («o«i...  «»)(*', >')  =  «o(t'—ai7)(*'  —  a,^)..., 
Je  fonde  ma  démonstration  sur  les  propriétés  suivantes 

dont  la  démonstration  peut  s'obtenir  par  divers  procédés  (^). 

(■)  Collectanea  mathematica  in  memoriam  Chelini,  G.  Darboux,  Sur 
Véquation  de  RiccatL 

(>)  On  peut  remarquer,  par  exemple,  que  ^  étant  une  certaine  fonction  irra- 
tionaelle 

P   =   +(«l»     .-M    «,.) 

des  racines  ot^  oh  doit  avoir 

P-i-<  =  <;;(a, -t-f,  ...,at,.-i-L). 
En  différentiant  par  rapport  à  <  et  faisant  <  —  o,  on  obtient  la  première  des 
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Il  suffit  de  développer  des  calculs  faciles  el  de  remarqoer  qa'oo  a 

Pour  démoDtrer  la  formule  (3)  je  fais  usage  de  la  propriété  sui- 
vante :  la  somme  des  indices  des  coefficients  d'un  terme  quel- 
conque du  covariaot  est  égaie  à  — ; —  diminué  de  l'exposant  de_^'. 
Cette  propriété  donne  Téquation 

<>?  à^  ^  il/-  — «  *? 

"' tta,    "  '"*  da,  "*"  a        °~^^djf 

et,  en  conséquence, 


D'nn  autre  côté  o 


•ta      Va    **? 


En  remplaçant  ses  valeurs  dans 

^"àii~  âët  2^'' àTt  "^  ai,  2â''  vii  "■■•' 
on  aura  la  formule  (i). 

Supposons  mainiesant  que  les  coefficienis  de  la  forme  soient 
fonctions  de  z  et  que  des  quaulîtës  ai ,  ai,  . . . ,  ,3|,  ^i,  . . . ,  fonc- 
tions de  s,  satisfassent  l'équation  de  Riccati 
rfu 
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COMPTES   KENDUS  ET  ANAF.YSES. 


WtBER  (H.).  —  Die  partiellen  Differential-Gleichungen  der  Matiiema- 

TlSCllEN  PhYSIK   NACII   RiEMANN's   VoRLESUNGEN    IX   VIERTEN    AUPLAGE    NEU 

bearbeitet  VON  Heinrich  Weber.  lirster  Band.  Un  vol.  in-8*,  xviii-5oG  p. 
Braunschvveig,  Vieweg  und  Sohn;  1900. 

Voici  un  nouveau  Livre  de  M.  Weber,  où  le  lecteur  pourra 
admirer  les  mêmes  qualités  que  nous  avons  eu  plusieurs  fois  l'oc- 
casion de  signaler  :  une  connaissance  approfondie  du  sujet  qu'il 
traite,  qui  permet  à  l'auteur  de  choisir  ce  qui  est  essentiel;  un 
rare  talent  d'exposition,  un  slyle  sobre,  élégant,  concis;  l'art  de 
dire  jusle  ce  qu'il  faut  pour  être  bien  compris  et  ne  pas  éviter  au 
lecteur  ce  travail  de  réflexion  personnelle  qui  est  indispensable 
à  celui  qui  veut  s'assimiler  vraiment  ce  qu'il  lit;  une  rigueur  qui 
ne  se  perd  pas  dans  le  détail,  et  qui  est  en  quelque  sorte  adéquate 
au  sujet. 

Ce  n'était  pas  assurément  une  petite  entreprise  que  de  substi- 
tuer on  nouveau  Livre  aux  leçons  classiques  de  Riemann,  rédigées 
par  Hallendorf .  Ces  Leçons,  qui  ont  eu  trois  éditions  successives, 
sont  entre  les  mains  ou  dans  la  mémoire  de  tous  les  lecteurs  du 
Bulletin;  elles  étaient,  sans  doute,  devenues  insuffisantes^  mais 
ce  qui  s'y  trouve  est  si  excellent!  Les  voici,  maintenant,  entrées 
dans  l'histoire  :  le  Livre  de  M.  Weber,  construit  sur  un  plan 
nouveau,  rendra  assurément  d'autres  services  qu'une  édition,  en 
partie  conforme  aux  précédentes,  augmentée  de  Chapitres  hété- 
rogènes. C'est  encore  les  leçons  de  Riemann,  puisque  l'esprit  du 
maure  y  vit  encore,  s'y  est  transformé  et  développé,  en  s'adaptant 
^  létal  actuel  de  la  Science;  ce  n'est  plus  son  œuvre  propre,  que 
Ion  ira  chercher  désormais  dans  les  bibliothèques. 

Le  Livre  de  M.  Weber  s'adresse  à  la  fois  aux  mathématiciens  et 
aux  physiciens.  Il  n'est,  en  aucune  façon,  un  Traité  de  Physique, 
cil  auteur  n'emprunte  à  cette  Science  que  les  principes  néces- 
saires à  l'intelligence  des  équations  qu'il  étudie,  et  de  l'interpré- 
tation possible  des  conséquences  de  cette  étude;  d'autre  part,  l'au- 
teur n'étudie  que  des  équations  qui  intéressent  les  physiciens,  et  il 
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siiflii  de  meliie  le  livre  enlre  les  mains  de  l'un  d*eiix  pour  qu'il 
proclame  ret  iiilérèi;  toulefois,  M.  Wcber  o'a  pas  mis  dans  sou 
Livre  toiil  ce  qui  inléresserait  le  pur  physicien  ;  il  n'a  pas  parlé, 
par  exemple,  des  méthodes  d'approximatiou,  que  l'on  n'emploie 
que  parce  qu'on  n'en  a  pas  d'autres,  et  qu>  n'ont  pas,  en  elles- 
mêmes,  de  valeur  scienliiique.  Il  s'est  borné  aux  développements 
qui  avaient  un  intérêt  roalhémaiique;  le  champ  était  assez  vaste, 
et  il  y  a  lon{;tcnips  qu'on  a  observé  ce  fait  que  les  plus  beaux  déve- 
loppcmenls  de  la  théorie  des  fonctions  étaient  liés  inlimemenl  aux 
problèmes  posés  dans  la  réalité  ;  mais  il  n'a  pas  non  plus  mis  dans 
son  Livre  tout  ce  qui  intéresserait  les  mathématiciens;  et  il  a 
laissé  de  côté  la  discussion  des  Problèmes  d'existence,  qui,  asso- 
rémenl,  l'aurait  conduit  bien  loin.  Tout  cela  est  fort  sage;  il  Faut 
savoir  se  borner  et  terminer  ce  que  l'on  fait.  Les  leçons  qu'avaîl 
rédigées  Hattcndorf  tenaient  dans  un  petit  volume;  M.  Weber 
annonce  deux  volumes  qui,  à  en  juger  par  le  premier,  seront 
assez  gros;  malgré  celte  concision  où  il  excelle,  combien  en 
faudrait-il,  et  de  quelle  taille,  pour  développer  ce  qu'il  a  voulu 
écarter? 

Le  présent  Volume  est  divisé  en  trois  Livres.  Le  premier  Livre 
traite  de  sujets  purement  mathématiques  :  notions  préliminaires, 
intégrales  simples,  ihéort'mes  de  la  moyenne,  etc.;  intégrale  de 
Dirrchlel,  intégrale  double  dcFourier;  séries  en  général,  séries 
entières,  séries  trigonomélriques;  intégrales  multiples,  théorèmes 
de  Gauss  et  de  Stokcs;  fonctions  d'une  variable  complexe  et 
représentation  conforme;  équations  ditTérenlielles  ordinaires  en 
général;  équations  dilTérenticllcs  linéaires  ordinaires,  application 
,k-   !';.;~m)!e     " 
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des  vitesses  virtuelles,  principe  de  d'Alembert,   conservation  de* 
Ténergie,  stabilité  de  Téquilibre,  principe  de  Hamîlton,  principe 
delà  moindre  action. 

Avec  le  troisième  Livre  nous  entrons  dans  le  domaine  de  la 
Physique.  C'est  d'abord  les  principes  généraux  de  l'électrosta- 
tique, la  position  des  problèmes,  la  théorie  de  Tinfluence  et  de  la 
distribution,  puis  le  magnétisme,  l'induction  magnétique,  les 
surFaces  doubles  magnétiques.  Voici  maintenant  la  théorie  de 
Ma!iwell,  les  équations  fondamentales  de  Télectromagnétisme; 
pais  la  conduction  électrolj tique,  l'action  des  forces  électriques 
sur  les  ionSy  la  pression  osmotique,  la  théorie  des  courants  élec- 
triques, le  long  d'une  ligne,  sur  une  surface,  dans  Tcspace;  enfin 
les  équations  diiTérentielles  du  mouvement  des  ions,  et  la  théorie 
deTélectrol^se.  Cette  rapide  énumération  donnera  quelque  idée 
au  lecteur  de  la  richesse  et  de  l'importance  des  matières  traitées 
par  M.  Weber;  elle  suffira  à  le  convaincre  que,  si  M.  Webcr  a 
bien  écrit,  comme  il  a  fait,  un  livre  de  Mathématiques,  il  a  fait 
des  Mathématiques,  non  à  propos,  mais  en  vue  de  la  Physique. 
Celait  le  meilleur  moyen  d'être  utile  aux  mathématiciens  et  aux 
physiciens. 

Le  second  Volume  contiendra  les  théories  de  la  conductibilité, 
delà  chaleur,  des  oscillations,  en  particulier  des  oscillations  élcc- 
iriqoes,  de  l'élasticité  et  de  l'hydrodynamique. 

J.  T. 


ST0I2(0.),  GMEINER  (J.)  —  Theoretisciie  Aritiimetik.  1.  Abtiieilung  : 
Allgemeines.  Die  Leiire  von  den  rationalkn  Zaiilen.  Zwkite  umuear- 

UITETB  Âl'FLAGB   DER   ÂBSCIINITTE    I-IV  DES   I.   ThBILES    DER   VoRLESUNGBN 
I^EBER  ALLGEME1NB  ARITIIMETIK  VOH  0.  Stolz   l   VOl.,  in-8;   IV-98  p. 

Celte  Douvelle  édition  perfectionne  sur  plusieurs  points  l'essai 
d'une  exposition  philosophique  de  l'Arithmétique  que  l'on  doit  à 
iM.  Stolz. 

Des  quatre  sections  qu'elle  comporte,  la  première  se  ra])porte 
aux  notions  de  grandeur,  d'égalité,  etc.,  de  plus  grand  et  plus  petit, 
enfin  à  l'opération  générale  {Verkniipfung)  qui  permet  de  dé- 
duire une  grandeur  de  deux  autres  grandeurs  données. 
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La  seconde  est  consacrée  aux  nombres  naturels.  Les  auieurs 
se  placent  nettement  au  poinl  de  vue  du  nombre  ordinal  (Helm- 
holtz,  Kronecker,  Dedekînd)  el  adoptent,  pour  définir  la  suite 
des  nombres  naturels,  les  axiomes  qu'a  formulés  M.  Peano  (Arith- 
metices  principia  nova  methodo  exposila).  Ils  fonl  toutefois 
commencer  la  suite  des  nombres  naturels  au  nombre  t ,  tandis  que 
M.  Peano  la  fait  commencer  à  o.  Les  deux  opinions  peuvent  se 
soutenir,  et  l'on  a  aussi  le  droit  de  les  regarder  comme  indiffé- 
rentes; je  serais  disposé  pour  ma  parte  adopter  l'avis  de  M.  Peano, 
d'autant  que,  au  point  de  vue  du  nombre  cardinal,  o  est  aussi  bien 
la  réponse  à  la  question  :  Combien?  que  n'importe  quel  nombre. 
Notons,  en  passant,  que  dans  cette  section,  les  auteurs  restent  au 
point  de  vue  abstrait  et  ne  posent  pas  la  question  du  dénombre- 
ment d'une  collection.  C'est  à  propos  de  la  numération  qu'ils 
introduisent  le  nombre  o.  A  propos  des  opérations  fondamentales, 
il  convient  de  signaler  les  notes  historiques  où  les  auteurs  indi- 
quent les  premiers  mathématiciens  qui  paraissent  en  avoir  reconnu 
les  propriétés  essentielles. 

La  troisième  section  est  intitulée:  Théorie  analytique  des  nom- 
bres rationnels;  elle  contient  une  élude  logique  très  intéressante 
des  opérations  directe  el  inverse  (  Thesis  et  Lysis)  eflectuées  sur 
deux  grandeurs,  des  conséquences  qu'enlraioent  les  suppositions 
relatives  au  caractère  associatif,  commutatif,  distributif  des  opé- 
rations directes,  enfin  des  conditions  sous  lesquelles,  l'opération 
inverse  étant  impossible  avec  les  grandeurs  définies,  on  la  rend 
possible  en  introduisant  de  nouveaux  éléments,  dont  chacun  est 
formé  avec  un  couple  de  ces  grandeurs.  Le  lecteur  se  trouve  ainsi 
en  [losses^irtn  (V^  |irA|>o'itîon';  Iniiif^iK.'*  qui  p>^rm''irront  fl  lé<;îli- 
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iln^en  est  pas  de  même  de  la  miillipIicatioD  ;  les  auleurs  Irouvent 
celle  interprétation  dans  la  mesure  de  Taire  du  rectangle,  afleclée 
d*un  signe,  correspondant  à  la  disposition  du  rectangle,  quand  il 
s'açil  des  nombres  affectés  de  signe.  Celte  interprétation  doit 
évidemment  être  signalée;  mais  les  propositions  classiques  sur  le 
changement  de  l'unité,  qui  permettent,  en  quelque  sorte,  de  ne 
pas  quitter  la  droite  sur  laquelle  sont  représentés  les  nombres, 
fourniraient  une  interprétation  de  la  multiplication  tout  aussi  na- 
tarelle.  Les  formules  relatives  au  mouvement  uniforme  donnent 
une  interprétation  qu'on  peut  regarder  comme  équivalente  à  celle 
qu'ont  adoptée  les  auteurs,  hes  fractions  systématiques  sont  les 
fractions  décimales,  ou  plutôt  leur  généralisation  pour  une  base 
quelconque. 

Les  sections  II,  III  et  IV  sont  suivies  d'exercices  intéressants  et 
instructifs.  J.  T. 


MELANMÎES. 

SUR  LES  ÉLÉMENTS  LINÉAIRES  A  PLUSIEURS  DIMENSIONS; 

Par  m.  HADAMARD. 

I^a  notion  de  ligne  droite  trouve  son  extension  naturelle  à  un 
élément  linéaire  quelconque  dans  la  notion  de  géodésique. 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  notion  de  plan.  Il  n'arrive  pas,  en 
général,  que  les  géodésiques  d'un  élément  linéaire  puissent  former 
des  familles  à  plusieurs  paramètres  distribuées  chacune  sur  une 
surface  unique. 

On  peut  se  proposer  de  rechercher  les  variétés  qui  admettent  de 
\^\^t%  surf  aces  géodésiques,  c'est-à-dire  des  surfaces  jouissant  de 
cette  propriété  que  la  géodésique  qui  joint  deux  points  quelconques 
de  l'une  d'elles  y  est  contenue  tout  entière. 

Bans  le  cas  de  trois  dimensions,  celte  recherche  n'offre  d'ailleurs 
aucune  difficulté.  Si,  en  premier  lieu,  nous  cherchons  les  surfaces 
géodésiques  dépendant  d'un  paramètre  (et  dont  il  passera,  par 
conséquent,  une  par  chaque  point  de  la  variété),  nous  pourrons 
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|)i'cndrc,  pour  coorilonnée  z,  celle  (jui  reste  conslaaic  »ii'  les  sur- 
faces en  question,  et  choisir  les  deux  autres  coordonnées  x  ci  y 
de  manière  que  les  lignes  ^^  const.,j^^c'>nst.  soient  orthogo- 
nales à  CCS  surfaces.   L'élément  linéaire  sera  alors 

(I)  (/j'=  Arfs'-i-  lirfr'-i-iFrfidj'-i-G'ïf/'. 

La  propriété  demandée  s'exprimera  évidemment  par  ce  fait  que, 
sur  toute  géodésique,  -v-j  sera  nul  en  même  temps  que  ^  (el  cela, 
quels  que  Soient  0^=  ~  cty  =  -£)■ 

Or  l'inspection  de  l'équation  qui  fait  connailres''^  -j-;  montre 
immédiatement  que  ceci  a  lieu  dans  l'hypollièsc  où  E,  F,  G  sont 
indépendantes  de  z  et  dans  celte  hypothèse  seulement. 

Nous  avons  donc  ainsi  toutes  les  varitîiés  admettanl  une  série 
simple  de  surfaces  géodésiques. 

Pour  voir  quand  ces  surfaces  géodésiques  forment  des  catégorie» 
plus  étendues,  nous  pourrons  réduite  l'élément  linéaire  à  la  forme 


A(/3>-i-aX(£rrff, 


\  étant  fonction  de  x  et  de_)'.  Si  nous  désignons  par  s  =_/"(j-,  y) 
l'équation  d'une  surface  géodésique,  par  p,  q,  r,  s,  t  les  dérivées 
premières  et  secondes  de  /,  et  que  nous  écrivions  que  l'équation 
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as       àl         ,  I    . 

- —  -r-  se  rcuuiscnl  a 

ày      àx 

(3) 

en  posaDl 


~'  iPL\dx)  âx      dx        âx*  ' 

^^'  r       tiAWjr/"*"    <tv     cir      ^/*' 

_   d'A L  î?^  ^  __     (^MogX 

c^jccj^        iX   dx  dj^  àxàr 

Lorsque  M=N  =  P=:o,  les  équations  (3)  ne  déterminent 
nullement  la  direction  du  plan  tangent  à  la  surface  cherchée.  Il 
peut  alors  passer  (et  il  passe  en  effet)  une  surface  géodésique 
pr  deux  géodésiques  concourantes  quelconques.  C'est  le  cas  de 
Tcspace  ordinaire,  euclidien  ou  non,  et  de  lui  seul,  ainsi  qu'il  est 
aisé  de  le  constater  par  l'intégration  des  équations  M  =  N  =  P  =  o. 

S'il  n'en  est  pas  ainsi,  les  fonctions  cherchées  se  trouveront 
parmi  les  solutions  communes  aux  équations  (3).  Si,  par  un  point 
quelconque,  il  doit  passer  une  infinité  de  surfaces  géodésiques 
(c'est  le  seul  cas  que  nous  étudierons),  les  premiers  membres  de 
ces  équations  doivent  admettre  un  facteur  commun.  Ceci  exige 
(comme  on  s'en  assure  aisément)  que  M,  P  et  N  soient  en  pro- 
gression géométrique,  autrement  dit 

(5)  M  =  pP  =  pîN 

moyennant  quoi  les  équations  (3)  donnent  uniquement 
(fi)  p-h  pq  =  o. 

Si  maintenant,  dans  les  équations 

qui  résultent  de  la  différcntiation  de  la  précédente,  on  remplace  /*, 
s  ti  t  par  leurs  valeurs  (3)  et  qu'on  veuille  que  les  équations 
obtenues  soient  des  conséquences  de  l'équation  (6),  on  aura  tout 
d'abord 

(7)  'i=o, 
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pa» 

I  rfs  _     JUgÂ  JtoeA  rftogA     _ 

'  i»^      '  *     rfr         \     iJx       ^  ^     «y     /      *■ 

Or,  si  l'on  dilTéreolle  ces  dernières  ^nations  pour  reporter  I< 
résolut  de  la  difTëreolialioa  dans  les  éqiialions  (3).  celles-cî  m 
tiAaMeai  lODies  de»  à 

p  étant,  par  conséqDent,  le  produit  d*uDe  rooclion  de  x  par  am 
fooclioD  de  y,  oq  peut,  mojenoaiit  nn  changement  de  variable 
supposer  p  ^  —  <  ■  Après  quoi  l'on  trouve 

>.  =/(jr-+-j-|,         A  =/(jr-^^l?(X  — r,  5.- 
Aatremenl  dit  (en  revenant  â  de«  coordonnées  réelles),  l'él« 
meot  linéaire  clierché  a  nécessairement  la  forme 

ou,  plus  simplement. 

(8)  (/.i=  X(rfxi-^  A]), 

rfjj  désignant  un  élément  linéaire  à  dcui  variables  r,  -■ 

BQ'ectivcment,  sur  les  géodésiques  de  l'élémeoi  linéaire  (8) 
y  et  5  varient  comme  sur  les  géodésiques  de  rfsj,  de  sorte  que  l'oi 
a  des  surfaces  gi^odésiques  dépendant  de  deux  paramètres,  uni 
géodésique  quelconque  étant  contenue  dans  une  (et,  en  général 
dans  une  seule)  de  ces  surfaces. 

Le  problème  n'a  donc,  comme  on  voit,  que  des  solutions  asse: 
banales.  Il  serait  Loutelbis  intéressant  de  faire  une  recherche  ana 
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SUR  U  MULTIPLICATION  DE  L'ARGUMENT  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 

Par  m.  LELIEUVRE. 

Je  me  propose  ici  d'indiquer  quelques  remarques  sur  le  pro- 
blème de  la  multiplication  de  Targument  d'une  fonction  ellip- 
tique ('). 

I.  Soit  à  calculer  pmu  {m  entier  positif)  en  fonction  ration- 
nelle de  pi/;  le  calcul  de  proche  en  proche,  par  la  formule  d'addi- 
tion, étant  compliqué,  on  préfère  l'emploi  d'une  inconnue  auxi- 
liaire ^01(^)9  qui  s'introduit  naturellement  en  se  rappelant  que 

|)w=—  -1-5  L(^tt,  d'où  : 

(I)  pma-pa  =  — —  -7-rL 


On  pose  alors 

La  fonction  i^mj  définie  par  cette  formule  pour  m  entier  positif  ou 
négatif,  est,  quand  m  est  impair,  une  fonction  entière  de  pii^  et 
quand  m  est  pair,  le  produit  de  p' u  par  une  telle  fonction;  dans 
les  deux  cas,  son  carré  est  un  polynôme  entier  en  pw,  de  degré 
'w*  — I  :  on  pourrait  chercher  son  expression  à  l'aide  de  l'équa- 
tion différentielle  qu'il  vérifie,  et  qui  résulte  de  la  relation  (i)  et 
de  l'équation  entre  pmu  et  sa  dérivée;  on  préfère  calculer  ^m.  en 
fonction  de  J3«,  par  des  relations  de  récurrence  qu'on  peut  déduire 
de  l'équation  à  trois  termes  que  vérifie  <^,  ou  qu'on  obtient  encore 
comme  je  le  rappelle  plus  loin  :  les  relations  employées  d*habitude 
cwgent  d'ailleurs  au  préalable  le  calcul  direct  de  ^j^i,  tj^a^  ^3  et  A». 
On  peut  les  remplacer  avantageusement  par  celle  qui  résulte  immé- 
Giclement  du  rapprochement  de  (i)  avec  l'équation 

/*\  C(/?n-i)a3'(m— i)a  4/,„4.t 'I'/m-i 

*^  ^  <ï*mu<ï*u  ^}n 


(')  Voir  les  ouvrages  classiques  cI'Halphen,  Tannery  et  Molk,  Jordan,  L. 
L*VY,  Greeîi iiiLL  ;  Formulaire  de  Schwarz;  ces  ouvrages  n'indiquent  pas  la  for- 
mnle  de  récurrence  (3). 
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immédialcment  de  l'éliminalion  des  fondions  4ni_a,  •  • . ,  ^n+a,  à 

l'aide  des  relations  (s"),  dans  la  formule  (5). 

III.  Le  Formulaire  de  M.  Schwarz  applique  au  calcul  àe  pmu 
la  formule  {i)dans  laquelle  on  remplace  tji„  en  fonction  âe pu  par 
une  expression  remarquable  qui  s'oblienl  bien  facilement  de  la 
façon  suivante: 

Considérons  le  déterminant  ç(u),  d'ordre  m  —  i,  formé  avec 
les  dérivées  successives  de  pu  el  que  je  représente  en  ëcrivant 
une  quelconque  de  ses  lignes,  de  rang  i,  par 

ç(«)=|p"'«/)"-"«.../j"*— "«I        (<  =  .,a,  ...,m-i). 

L'équalîon  cp(u):=o  exprime  évidemment  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  la  fonction  doublement  périodique 
suivante  F(f),  dont  j'écris  la  décomposition  en  éléments  simples, 
ait  la  racine  multiple  d'ordre  m,  c  ^  h  : 

'  F{y)  =  A,-;- A,/)f-t-A,/t'c +...-»-  \„^,pi'«-^W. 

Cette  fonction  a,  d'autre  part,  tous  ses  pôles  congrus  à  zéro, 
d'ordre  m;  donc  l'équalîon  y(«)  =  o  est  lacondition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  l'on  ait  mu  ^  o,  u  =  o  étant  excepté. 
Par  conséquent,  la  fonction  ç(w)  est  annulée  par  les  m' — i 
valeurs  de  «  qui  annulent  ^m',  de  plus,  ses  pôles  sont  congrus 
à  o  et  son  terme  polaire  principal  correspondant  à  u^O  est 
^_|(-i/(t  +  i)!  f-iy+'-'<*Vm-i)M 

Donc  cette  fonction  doublement  périodique  o(u)  est  d'ordre 
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COMPTES    RENDUS   ET  ANALYSES. 

HILL  (J.-M.).  —  The  contents  op  the  fiftii  and  sixth  books  op  Euclid, 
AiRANGED  AND  EXPLAiNED.  Cambridge,  University  Press,  1900.  xx-i4i  p-» 
petit  in-4'». 

Ce  volume,  dû  à  un  professeur  de  l'University  Collège  de 
Londres,  apparaîtra  peut-être  sur  le  continent  surtout  comme 
un  témoignage  assez  curieux  de  la  ténacité  avec  laquelle  les  tra- 
ditions de  l'enseignement  euclidien  se  maintiennent  en  Angleterre. 
Il  s'agit,  dans  le  cas  particulier,  de  la  théorie  des  rapports  qui, 
comme  on  le  sait,  est  établie  et  développée  par  Fauteur  des 
Eléments  par  une  méthode  spéciale,  dont  la  rigueur  n'a  jamais 
été  contestée,  et  qui  aborde  immédiatement  la  question  dans  toute 
son  étendue,  sans  progresser  du  cas  de  la  commensurabilité  du 
rapport  à  celui  de  Tincommensurabilité.  Cette  méthode  est  donc 
en  opposition  directe  avec  les  tendances  qui  prédominent  depuis 
«ne  génération  dans  l'enseignement  de  la  Géométrie;  mais  son 
principal  inconvénient  consiste  dans  son  caractère  artificiel,  qui, 
ne  laissant  pas  facilement  saisir  son  but  aux  étudiants  ignorant  les 
difficultés  réelles  de  la  question,  la  rend  un  peu  obscure  et 
malaisée  à  suivre. 

L'exposé  qu'en  fait  M.  Hill  a  pour  objet  de  remédier,  autant 
<]ii  il  est  possible,  à  cet  inconvénient,  et  Ton  ne  peut  disconvenir 
C|«u  serait  difficile  de  réclamer  des  explications  plus  exactes, 
plus  complètes  et  plus  limpides.  Peut-être  au  contraire  trouvera- 
l-on  exagéré  l'effort  dépensé,  alors  qu'il  ne  s'agit  point  de  simplifi- 
cations,  mais  d'éclaircissements  qui  ne  sont  pas  indispensables,  et 
9"^>  d'un  autre  côté,  le  caractère  de  la  théorie  reste  ce  qu'il  était. 
Mais  lorsque  l'auteur  nous  déclare  que  le  cinquième  Livre  d'Eu- 
chde  est  d'ordinaire  supprimé,  comme  trop  difficile,  dans  rensei- 
gnement de  la  Géométrie  en  Angleterre  et  que  pour  le  sixième 
Livre  (théorie  de  la  similitude)  une  expérience  de  plusieurs  années 
lu*  a  prouvé  les  avantages  de  son  mode  d'exposition,  on  ne  peut 

1"e  s'en  rapporter  pleinement  à  lui. 

P.  T. 

^ull.  des  Sciences  mathem.,  y  série,  l.  X\V.  (Mars  1901.)  4 
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THfiORÊHE  SUR  Li  CONVERGENCE  UNIFORHE  DES  SÉRIES; 
Par  m.  Ernst  LINDELÔF. 


Je  me  propose  de  démontrer  le  ihéorème  suivant,  qui  pourra 
rendre  service  dans  certaines  recherclies  concernant  les  équations 
différentielles  ou  aux  dérivées  partielles  (<)  : 

Étant  donnée  une  série 
(i)  M,(r)+u,(i)  +  ...-i-U(<ir)  +  .--, 

convergente  pour  tout  point  x  de  V  intervalle  a^^c^fr,  et  dont 
les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x,  admettant  des 
dérivées  des  n  premiers  ordres  également  continues;  s'il  existe 
un  nombre  positif  G  tel  qu'on  ait,  pour  a%x^b, 


(») 


\d''Uiix)  _^  d'^Uji^x)  ^ 


<G, 


quelque  grand  que  soitp,  on  peut  affirmer  que  la  série  (i)  est 
uniformément  convergente  dans  l'intervalle  considéré  et  qu'il 
en  est  de  même  de  chacune  des  séries 
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1.  Notre  démons  Ira  lîon  repose  sur  un  lemme  très  simple  que 
nous  allons  d'abord  établir.  Soit  ç(^)  une  fonction  finie  et  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  Tordre  n  inclusivement  dans 

Fiotervalle  (o,  L),  c'est-à-dire  pour  o^ji'^L,  et  supposons  que 

M 

|y«(a:)|£G  et  que  0/,_i(o)^M  >  o  (♦).  Posons  encore  -^  =  /  et 

admettons  que  /^L. 
Nous  aurons  dans  l'intervalle  (o,  /) 

?»-i(ar)>M-  Gar  =  G(/— a:)5o, 

d'où  nous  concluons  que  la  dérivée  'f/i_2(^)   est  constamment 
croissante  et  que  la  différence 

Partageons  maintenant  l'intervalle  (o,  /)  en  deux  parties  égales 
et  portons  notre  attention  sur  le  signe  de  la  dérivée  Ç/j_2(^)  au 

point  x=  -•  Dans  le  cas  où 

noas  aurons  dans  l'intervalle  (r»  0 

i 

la  dérivée  cp/i_3(x)  y  sera  constamment  croissante  et  sa  variation 
totale 

i 

S*ii  arrive  au  contraire  que 


demie  de  Stockholm^  >897].  Voir  aussi  Arzblà  :  Suite  série  di  Funzioni  {Mé- 
moires de  l' Institut  de  Bologne,   1899). 

d*  o(  x) 
(•)  Pour  abréger,  j'écris  ^i{x)  au  lieu  de  — ^\  -  » 
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nous  prenons  l'intervalle  (o,-)<  où  nous  aurons 

T„_,{:p)^_J*Vi(^)<'^<G(/a7-^-|/>)£o; 
la  dérivée  ipn_3(x)  sera  donc  décroissante  dans  tout  l'intervalle,  et 

i-(o— ■<»'i>r'^(--?-i")-=ÀS- 

Donc,  nous  sommes  assuré  que,  dans  l'un  au  moins  des  inter- 
valles (  o,  -  1  et  f  -i  lu  la  dérivée  Çn_i(r)  variera  toujours  dans 
le  même  sens  et  que  sa  variation  totale  ^fn-i{^)  vérifiera  l'iné- 
galité 

Revenons  maintenant  à  l'hypothèse  (ot)  et  partageons  l'intervalle 
(-,  Ij  en  deux  parties  égales;  nous  aurons  encore  à  distinguer 
deuï  cas;  d'abord 


-œ^ 


dans  l'intervalle  (-jl,l\v 

,.-.Ws/„%.-.(x)^>o(/î-'-f-|,.,.^,.),o, 
ce  qui  nous  montre  que  la  dérivée  <3„_,(x)  croîtra  constamment  et 


lOus  trouvons  alors 
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la  dérivée  (fn^^i^)  sera  donc  constamment  décroissante  et  sa 
variation  totale  dans  Tîntervalle  sera  supérieure,  en  valeur  absolue, 
à  la  quantité 


8/ 


J/         \  2  6        8  128     /  3.2>i   G» 

i 

PlaçoDs-nous  maintenant  dans  l'hypothèse  (P)  et  partageons 
Fîntervalle    correspondant  (o,  -]  en    deux    parties    égales;    si 

c'est  rintervalle  (o,  7  )  qui  nous  convient;  la  dérivée  ^n-z(^)  y 
sera  en  effet  positive  et  vérifiera  l'inégalité 

d'où  il  suit  que  (fn-^i^)  iï*a  constamment  en  croissant  et  que  sa 
variation  totale  dépassera  la  quantité 

/    G  ( l^x  H l^\dx  =  -— —  -7T-  • 

X        \  '1  6        8  384     /  3.2Ï»   G^ 

S'il  arrive  au  contraire  que 
nous  choisirons  l'intervalle  i-j  -  )>  oii 

de  sorte  que  la  dérivée  ^n-\{^)'i  constamment  décroissante,  dimi- 
nuera, de  7  à  -y  d'une  quantité  plus  grande  que 

Ji        \  -x  6        8         ^  384     /  3.2»»    G3 

l 

Ainsi  donc,  la  discussion  qui  précède,  et  qui  se  fait  d'ailleurs 
plus  aisément  par  des  considérations  géométriques,  nous  montre 
que,  dans  un  au  moins  des  quatre  intervalles  égaux  dans  lesquels 
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se  trouve  divisé  l'intervalle  primitif  (o,  /),  la  dérivée  Çfl_t(a:)  sera 
coDslammenl  croissante  on  constamment  décroissante  et  que  sa 
variation  totale  &<3„,,{x)  vérifiera  l'inégalité 


|û?«-aa^)l> 


i3     M> 


En  continuant  ainsi  à  dédoubler  le  nombre  des  intervalles,  et 
coDsidérant  successivement  toutes  les  hypothèses  possibles  rela- 
tives aux  signes  des  dérivées  aux  points  de  division,  nous  arrive- 
rons enfin  au  résultat  suivant  qui  constitue  le  lemme  que  nous 


Soit  ^(x)  une  /onction  de  la  variable  réelle  x,  finie  et  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement 
dans  un  intervalle  (o,  L),  et  supposons  qu'on  ait 


t  l'iDtcrvalle  (o,  L); 


Cela  posé,  51  l'on  diiisc  l'intervalle  (o,  /)  en  a"~'  parties 
égales,  de  sorte  que  la  longueur  de  chaque  partie  soit 


M 


on  peut  affirmer  que,  dans  un  au  moins  de  ces  sous-intervalles 
tte  longueur  \,  l<t  /onction  ':(.r'\  rariera  constamment  dans  le 
même  sensetqiie.  l-:\^x'\ désignant  sa  rariaiion  totale,  dans  te 
même inicrxulle on  aura 
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qu'on  voudra,  on  pourra  trouver  un  nombre  m  tel  que  Tinégalité 

<  ^ 


dx^-^  dx^-^ 


subsiste  pour  a^xSb,  quelque  grand  que  soit/?.  A  cet  effet,  nous 
déterminons  d'abord  une  quantité  positive  s  satisfaisant  aux  con- 
ditions 


n/     t      


partie  aliquote  de  &  —  a;         3G/<73, 


a«  désignant  la  constante  numérique  dont  il  est  question  dans  le 
lemme  ci-dessus.  Puis  nous  divisons  l'intervalle  (a,  b)  en  sous- 
intervalles  de  longueur  /  (soient  a^,  ^2,  •  ••,  Ok  les  points  qui 
effectuent  cette  division),  puis  chacun  de  ces  sous-intervalles  en 
2"~'  parties  égales,  de  sorte  que  («,  6)  se  trouvera  finalement 
divisé  en  un  certain  nombre  de  petits  intervalles  de  longueur 


Enfin  nous  déterminons  le  nombre  entier  m  par  la  condition  que 
l'inégalité 

|ip(ar)|  =  |M,„+i(j?)-+- w,„4-î(a?)-+-...-h  u,n-^p{x)\<  - 

ait  lieu,  quelque  grand  que  soit  />,  pour  les  points  extrêmes  de 
chacun  des  intervalles  de  longueur  X,  ce  qui   est  évidemment 
possible  puisque  ces  points  sont  en  nombre  fini  et  que  la  série 
donnée,  d'après  l'hypothèse,  converge  pour  chacun  d'eux.  La  va- 
riation Atp  de  la  fonction  <f{x)  du  premier  au  dernier  point  de  l'un 
quelconque  de  ces  intervalles  sera  alors  inférieure  à  e  en  valeur 
absolue. 

Ceci  posé,  considérons  les  valeurs  de  la  dérivée  ^n-\{^)  aux 
points  a,  ai,  ^2,  .  •,  an^  b,  et  désignons  par  M  leur  maximum 
absolu.  Je  dis  qu'on  aura 

M<2G/  =  2Gi/— ^. 

En  elTet,  en  vertu  de  l'hypothèse  (2),  nous  avons  dans  tout  Tin- 
tervalle  (a,  b) 


d»t^(x) 


<2G. 


dx"^ 

Si  M  n*était  pas  assujetti  à  l'inégalité  précédente,  et  si  ai  est  un 
point   pour  lequel  \if„^i{x)\=:'Mj   nous  pourrions   appliquer  à 
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riotervalle  (oj,  Oi^,)  ou  (ai_i.  ai)  le  lemme  du  naméro  prëcédenl 
et  en  lirer  celte  conclusion  que.  dans  un  an  moins  des  intervalles 
de  longueur  /.  compris  dans  lai,  Oi^,)  ou  dans  l*a,-_i.  ai)  la  varia- 
lion  totale  A?  lie  la  fonction  ■~\x)  serait  numériquement  supérieure 
à  la  quantité 


ce  qui  est  en  coatradiclion  avec  nos  hypothèses. 

Nous  sommes  donc  assuré  qu'aux  points  a,  a ,  ai,,  b,  la 

dérivée  7„_,fx)esl  inférieureà  'jG/ en  valeur  absolue,  et  comme 
d'autre  part  la  difTérencc  entre  sa  valeur  en  un  point  quelconque 
de  rintervalle  (a,  />)  et  sa  valeur  au  plus  proche  des  points  a, 
a,.  ...,  a^i,  0,  ne  saurait  dépasser  numériquement  la  linnite 
2  G  -  ^  0  /,  nous  aurons  dans  tout  l'intervaUe'^a,  l>)  Tinégalité 


l?-.(-r)l  = 


|<aG/-r-C/s=3C/<T, 


et  cela,  quelque  grand  que  soit  p.  Donc  la  série 


rfi— '       

est  bien  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (a,  b),  comme 
nous  l'avions  dit. 

Il  suffît  niaintenanl  de  reprendre  es  raisonnements  que  nous 
venons  de  faire,  en  y  remplaçant  n  successivement  par  n  —  i 
n  —  a,  ....  a  el  I,  para„_,,  a„_i,  . . .,  1,1^=  J),  pour  conclure  de 
la  convergence  uniforme  de  la  série  préccdenie  à  celle  des  séries 
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COMPTKS   U  EN  DUS   ET   ANALYSES. 


BRUCRXER  (M.).  —  Vibleckb  und  Viklplachb,  Thkorib  und  Geschicute. 

Un  vol.  in-S";  287  p.  Leipzig,  Teubnor,  1900. 

La  théorie  des  polvgones  et  des  polyèdres  pose  d'intéressants  et 
difGciles  problèmes  d'énumération,  de  forme,  de  relation.  En  fcuil- 
letanl  le  gros  livre  de  M.  Briickner,  en  regardant  les  figures  cl  les 
photographies  dont  il  est  orné,  on  ne  peut  s'cmpécher  d'admirer 
la  patience  intelligente  avec  laquelle  l'auteur  a  rassemblé  et  coor- 
donné les  faits  géométriques,  dispersés  dans  les  vieux  livres  ou  les 
mémoires  récents,  dans  les  journaux  périodiques  ou  les  pro- 
grammes. C'est  un  sujet  sur  lequel  la  curiosité  a  été  bien  vite 
éveillée  et  ne  s'est  guère  endormie,  qui,  jadis,  s'est  mêlé  aux  con- 
structions cosmogoniques  des  philosophes  ou  aux  méditations  des 
mystiques,  qui  a  préoccupé  Âlbreclit  Durer,  sur  lequel  Kepler  a 
exercé  son  prodigieux  génie,  et  dont  les  connexions  avec  l'Algèbre 
et  l'Analyse,  telles  qu'elles  se  sont  révélées  aux  géomètres  des 
temps  modernes,  sont  peut-être  plus  merveilleuses  que  les  liens, 
rêvés  par  les  pythagoriciens  ou  les  alchimistes,  entre  les  forces  de 
la  nature  et  les  formes  régulières  ou  les  nombres.  Il  n'est  pas 
épuisé  :  plus  d*une  question  posée  depuis  longtemps  reste  encore 
sans  réponse.  On  ne  peut  qu'être  reconnaissant  à  l'auteur  de  la 
peine  qu'il  a  prise  pour  nous  donner  de  ce  sujet  un  exposé  aussi 
clair  et  complet  que  la  Science  actuelle  le  comporte,  et  pour 
retracer  la  longue  et  complexe  histoire  de  son  développement.  Ce 
n^esl  pas  tout;  M.  Briicknei*  a  constitué  une  riche  collection  de 
modèles,  dont  les  photographies  remplissent  cinq  grandes  plan- 
ches; il  y  a  en  outre  sept  planches  lithographiées  et  je  ne  parle 
pas  des  nombreuses  figures  qui  illustrent  le  texte.  Outre  le  travail 
scieiitinr|ue,  il  y  avait  là  une  fatigante  et  minutieuse  besogne;  il 
est  bien  juste  de  féliciter  celui  qu'elle  n'a  pas  découragé. 

Le  livre  de  M.  Briickner  est  divisé  en  sept  parties. 

Il  nous  introduit  d'abord  dans  la  théorie  des  poly<;ones  com- 
plets et  simples.    Le  polygone  simple,    la   ligne  brisée  qui  part 

iiull.  fies  Sciences  mathrm.,   »•  s'Ti»».  1.  \\V.  (  \vii|  njni.)  ;> 
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d'un  point  pour  y  revenir  et  à  laquelle  il  convient  ainsi  d'attribuer 
un  sens  de  parcours,  afin  d'assigner  un  sens  précis  aux  mots 
angles  extérieurs  on  intérieurs,  pose  déjà  des  problèmes  inté- 
ressants :  c'est  d'abord  la  distinction  en  genres,  d'après  la  somme 
des  angles  extérieurs,  puis  la  description  des  formes  jiossîbles, 
déjà  si  nombreuses  dans  le  cas  de  sept  sommets,  que  l'auteur  a  dû 
reculer  devant  leur  énumération  ;  la  définition  et  l'évaluatioo  des 
surfaces,  elc,  etc.  M  traiie  ensuite  des  poljrgones  réguliers  et  des 
polygones  qu'il  qualilîe  de  glcicheckig  et  de  gteichkanlig  :  les 
premiers  sont  formés  par  la  répétition  d'uu  même  angle  compris 
entre  deux  cùtéj  qui  sont  toujours  les  mêmes;  ainsi,  tous  les 
angles  sont  égaux,  et  les  cûiés  sont  égaux  de  deux  en  deux;  pour 
la  seconde  espèce,  la  figure  qui  se  répèle  est  le  côté  avec  les  angles 
adjacents. 

Le  reste  de  l'Ouvrage  est  consacré  aux  polyèdres.  La  théorie  de 
la  connexion  des  surfaces  est  pre'^que  immédiatement  abordée,  et 
le  théorème  d'Eulcr,  ou  sa  généralisation,  est  établi  pour  les  sur- 
faces à  deux  faces  à  connexion  simple  ou  multiple;  ce  théorème 
est  ensuite  étudié  pour  les  surfaces  à  une  face.  On  remarquera  li 
l'intéressante  description  du  polyèdre  à  une  face  de  Môbius  formé 
d'une  part  au  moyen  de  cinq  triangles  ABC,  BCD,  CDE,  DEA, 
E.\B  dont  l'ensemble  constitue  une  zone  à  une  face  dont  le  con- 
tour est  le  pentagone  gauche  AGEBDA,  et  d'autre  part,  par  une 
pyramide  de  sommet  F  limitée  par  les  cinq  triangles  ACF,  CEP, 
EBF,BDF,  DAF,  Un  autre  exemple  simple,  développé  par  l'auteur, 
est  dû  à  M.  C.  Reinhardt.  M.  Briickner  traite  ensuite  des  théo- 
rèmes de  Legendre  et  de  Cauchy  sur  la  détermination  des  po- 
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plètemeol  réguliers,  soit  qu^ils  présenlciil  une  certaine  régularité. 
M.  Brùckners^est  borné  à  Tcspace  euclidien  à  trois  dimensions  : 
rappelons  qu^il  a  exposé  les  principes  de  la  théorie  des  polyèdres 
pour  l'espace  à  quatre  dimensions  dans  un  travail  antérieur,  paru 
en  1894,  sous  le  titre  Die  Elemcnle  der  vierdimensionale  Géo- 
métrie. 


\y  SUTER  (Hkinrich.).  —  Die  Matiibmatikkr  unu  Asthonombn  der  Arabkr 
UND  iiiRK  Wbrke,  x-a78  p.  iu-8";  Leipzig,  TcubiiiM^  1900. 


L^illustre  orientaliste  de  Zuricli  a  dépouillé  avec  soin  toutes  les 
sources  accessibles  pour  dresser  un  tableau  chronologique  des 
auteurs  mathématiques  arabes,  et  pour  donner  sur  chacun  d^eux 
des  indications  aussi  compirles  que  possible,  concernant  les  cir- 
conslances  de  leur  vie,  leurs  écrits  scientifiques,  leurs  éditions, 
les  manuscrits  de  ces  écrits  qui  existent  dans  les  bibliothèques 
dont  les  catalogues  sont  publiés,  enfin  les  traductions  latines  iné- 
dites. Sur  ce  dernier  point,  M.  Suler  s'excuse  de  ne  pas  être 
complet;  mais  qui  pourrait  prétendre  Tétre,  à  moins  d*avoir 
accompli  une  tâche  qui  semble  bien  dépasser  les  forces  d'un  seul 
travailleur?  Il  existe  en  elTet,  dans  les  manuscrits  mathématiques 
du  moyen  âge,  une  quantité  d'opuscules  anonymes  qui  ne  laissent 
pas  même  soupçonner,  au  premier  abord,  s'ils  sont  ou  non  des 
traductions;  d*autres  qui  sont  certainement  des  versions  et  sont 
attribués  à  des  auteurs  dont  les  noms  plus  ou  moins  défigurés 
décèlent  une  origine  orientale,  mais  dont  on  i«;;n()rc  encore,  malgré 
les  recherches  si  consciencieuses  de  M.  Sieinschneider,  s*ils  ont 
écrit  en  hébreu  ou  en  arabe. 

Composé  pour  les  travailleurs  non  arabisants,  TOuvrage  de 
M.  Suter  répond  à  un  besoin  indiscutable  et  devra  être  consulté 
eo  première  ligne  par  quiconque  aura  à  s'occuper,  même  sur  un 
point  particulier,  de  la  mathématique  ou  de  l'astronomie  arabe. 
Quanta  Futilité,  môme  pour  les  orientalistes  de  profession,  d'un 
répertoire  où  l'on  trouve  réunie  une  innombrable  (|uanlité  de  ren- 
seignements difiiciles   à    se    procurer,    même    avec    une    parfaitt* 


56  PREUIËRË  PARTIS. 

connaiâsaDce  de  la  bibliographie  arabe,  il  est  inutile  de  la  faire 

ressortir, 

La  liste  de  M.  Suter  comprend  SaS  nnméros,  débute  par  l'astro- 
logue el-Fazari,  mort  eo  y~~-,  et  s'arrête  vers  1600,  en  réalité  avec 
le  nialliématicien  Behâ-IiddiD,  mort  à  Ispahan  en  163a,  et  dODl 
VEssence  du  Calcul,  éditée  par  Nesselmann  ea  iS43,  a  été  tra- 
duite en  français  par  Aristide  Marre  (Rome,  i864)>  Les  4S  der- 
niers numéros  sont  en  eiTet  consacrés  aux  auteurs  dont  rëpoque 
n'a  pu  éire  précisée,  mais  qu'en  tout  cas,  il  n'j  a  pas  de  raisons 
de  considérer  comme  postérieurs  au  xvi*  siècle.  L'ensemble  de 
cette  liste  constitue  un  véritable  sommaire  de  t'bistoire  de  la 
mathématique  arabe,  et  l'on  peut  aisément  en  suivre  les  vicissi- 
tudes, de  son  origine  à  son  déclin  définitif.  Mais  ce  qui  frappe 
surtout  dans  ce  sommaire,  c'est  l'énorme  proportion  des  maté- 
riaux encore  disponibles,  mais  non  utilisés  (sans  parler  des  écrits 
perdus),  par  rapport  à  ceux  qui  ont  été  étudiés  jusqu'à  présent. 
Dans  ces  conditions,  nous  ne  pouvons  certainement  prétendre 
porter,  sur  la  valeur  propre  des  travaux  des  Arabes,  que  desjuge- 
menis  très  incertains.  Sans  doute,  on  s'est  attaqué  aux  grands 
noms  et  aux  écrits  paraissant  les  plus  importants;  la  chance  de 
révélations  importantes  et  tout  à  fait  inattendues  a  donc  bien 
diminué  depuis  un  siècle.  Néanmoins  le  champ  inexploré  est 
tellement  vaste,  que  les  travailleurs  doivent  y  trouver  mieux  qu'A 
glaner.  Malheureusement  l'astronomie  arabe,  qui  en  occupe  la 
plus  grande  partie,  est  à  peu  près  inséparable  de  l'astrologie,  elle 
temps  ne  semble  pas  encore  venu  uù  l'histoire  des  erreurs  de 
l'esprit  humain  p^raitra  aussi  digne  d'intérêt  que  celle  de  son 
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gîne   volontiers   un  auditoire,   s'inléressant  aux  idées  générales, 
aux   développements  historiques,  aux  querelles  sur  le  sens   des 
mots   et  soulignant  à  Toccasion  les  intentions  plus  ou  moins  con- 
scientes de  M.  Weiss,  qui  a  l'habitude  de  ne  pas  parler  de  TAIIe- 
magne  sans  ajouter  «  y  compris  l'Autriche  ».  Quoi  qu'il  en  soit, 
celte  préface  ou  ce  discours  contient  toute  une  histoire  de  la  Méca- 
nique, et  M.  Weiss  remonte  à  Galilée,  même  à  Archimède  pour 
retracer  rapidement  la  façon  dont  la  Science,  tout  d'abord  expéri- 
mentale, a   évolué,   s'est  constituée  et  s'est  divisée  en  diverses 
branches.  Il  insistera  naturellement  sur  les  rapports  entre  la  Mé- 
canique et  la  Géométrie:  signalons  en   passant  cette  ingénieuse 
remarque  de  M.  Reulaux,  que  les  anciens  considéraient  d'habi- 
tude   les  faits  géométriques  à  l'état  de  repos  :  la  Géométrie  des 
anciens  est  une  ruhende  Géométrie,  Une  conique  est  pour  eux 
l'intersection  d'un  cône  par  un  plan;  elle  est  plutôt  pour  les  mo- 
dernes la  trajectoire  d'un  point  mobile,  ou  la  courbe  enveloppée 
par  ses  tangentes.  Si  juste  que  soit  cette  remarque,  il  ne  faudrait 
peut-être  pas  en  exagérer  la  portée  :  car,  enHn,  les  anciens,  eux 
aussi,  se  servaient  d'instruments  pour  décrire  les  courbes,  et  du 
moment  qu'on  décrit  une  courbe  avec  un  instrument,  fût-ce  un 
cercle  avec  un  compas,  elle  ne  peut  manquer  d'être  une  trajec- 
toire.  Le  point  de  vue  moderne  n'était  assurément  pas  étranger 
aux  anciens.   Il  est  d'ailleurs  bien  évident  que  le  développement 
de  la  Géométrie  dans  les  temps  modernes  a  été  lié  très  intime- 
ment à  l'étude  du  mouvement,  et  cela  est  d'autant  plus  naturel 
^ue   la  notion  de  déplacement  tout  au  moins  entre  essentielle- 
inenl  dans  notre  conception  de  l'espace.  Mais  il  importe  peut-être 
de  remarquer  qu'en  Géométrie  et  même  en  Cinématique  la  notion 
de  temps  ne  joue  qu'un  rôle  apparent;  le  temps  est  une  variable 
particulière,  à  laquelle  nous  pouvons  substituer  une  variable  quel- 
conque. Que  la  notion  de  temps  nous  ait  servi  à  constituer  la  notion 
générale  de  variable^  qu'elle  en  fournisse   un  des  exemples  les 
plus  simples,    celui   peut-être  auquel  on   se    réfère  le  plus   fré- 
quemment, quand  ou   pense  à   une  variable,    cela  est  bien  cer- 
^ta.  Qu'il  nous  eût  été  impossible,  sans  la  notion  de  temps,  de 
constituer  la   notion  de    variable,    c'est   ce   qu'il    appartient  aux 
philosophes  de  décider,  ou  de  discuter,  et  la  réponse  de  ceux  (jui 
Wliment  que  cette  notion  entre  nécessairement  même  dans  Téla- 
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boralion  de  l'idée  de  nomUre  entier  n'est  pas  douteuse.  Il  n'en  est 
pas  moin^  vrai  que  la  notion  de  variable  peut  être  abstraite  de 
l'idée  de  temps;  autrement  nous  ne  sanrions  acquérir  l'idée  de 
deux  variableii  indépendantes  :  or  c'est  le  rôle  que  joue  celte 
notion  de  variable  qui  caractérise  efléclivemenl  la  Géométrie  mo- 
derne, dans  laquelle  la  courbe  est  regardée  comme  le  lieu  (plutAl 
que  la  trajectoire)  d'un  ]jOÎnl  qui  dépend  d'une  variable  ou  l'en- 
veloppe d'une  droite  qui  dépend  d'une  variable,  la  surface  comme 
le  lieu  d'un  poinl  qui  dépend  de  deux  variables,  etc.,  etc. 

Or  celte  notion  de  variable  suflit  non  seulement  à  la  Géométrie, 
mais  encore  à  la  Cinématique  pure  qui,  à  la  vérité,  est  une  branche 
de  la  Géoméirie  plutôt  que  de  la  Mécanique.  Sans  doute,  on  a 
distingué  dans  la  Cinématique  la  Géométrie  cinématique  où  l'on 
ne  considère  que  des  propriétés  géométriques  cl  où  l'on  convient 
que  l'on  fait  abstraction  du  temps,  l'er^onne  n'hésitera  à  faire 
rentrer  cette  Géométrie  cinématique  dans  la  Géométrie  pure. 
Cette  distinction  de  la  Géométrie  cinématique  du  reste  de  la 
Cinématique,  que  conserve  d'ailleurs  M.  Weiss,  est  parfaitemeot 
légitime  avec  certains  modes  d'exposition;  elle  va  avec  un  certain 
ordre  des  matières  que  l'on  peut  adopter  ou  rejeter;  mais  elle  n'a 
rien  de  fondamental.  La  vitesse  et  l'accélération,  par  exemple, 
telles  qu'on  les  considère  en  Cinématique,  ne  sont  autres  que  des 
dérivées  géométriques  prises  par  rapport  à  une  variable.  Que  celle 
variable  s'appelle  le  temps,  et  qu'on  la  désigne  par  la  lettre  t,  cela, 
à  vrai  dire,  n'a  aucune  importance  et  il  est  parfaitemcnl  naturel  de 
rallaclier  à  la  notion  de  vitesse  les  propriétés  des  tangentes  ou  les 
propriétés  infinitésimales  du  premier  ordre,  à  la  notion  d'accélé- 
ration les  propriétés  des  rajons  de  courbure  ou  les  propriétés  inG- 
nit^simales  du  second  ordre.  On  n'a,  pour  cela,  introduit  dans  les 
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métrique  des  théories  sur  ]a  composition  des  mouvements  n^est 
pas  moins  évident.  On  pourrait,  avec  plus  de  raison  peut-être, 
soutenir  que  la  Cinématique  appliquée  est  une  science  distincte, 
parce  que  la  notion  de  Timpénétrabilité  de  la  matière  est  étran- 
gère à  la  Géométrie;  et,  à  la  vérité,  si  Ton  ne  substituait  pas  aux 
mécanismes  réels  qui  se  déforment,  qui  frottent,  qui  s^isent,  des 
mécanismes  purement  théoriques,  on  sortirait  sans  doute  de   la 
Géométrie;  mais  du  moment  que  les  figures  que  l'on  considère 
sont  susceptibles  de  définitions  purement  géométriques,  et  si  Ton 
admet  que  les  notions  de  distance,  de  corps  solide  font  partie 
intégrante  de  notre  concept  d'espace,  il  est  trop  clair  qu'il  faut 
faire  rentrer  dans  la  pure  Géométrie  la  théorie  du  quadrilatère 
articulé,  du  guidage  rectiligne,  des  engrenages,  etc.,  à  condition, 
bien  entendu,  qu'on  regarde  comme  parfaitement  solides  les  élé- 
ments de  ces  mécanismes.   La  Cinématique  appliquée,  en  tant 
qu'elle  traite  du  mouvement  de  pareils  organes,  sera  donc,   elle 
attssi,un  chapitre  de  Géométrie,  un  chapitre  particulier,  parce  qu'il 
s  occupe  de  problèmes  particuliers,  et  dont  l'intérêt,  pour  celui 
qui  veut  étudier  la  Mécanique  pratique,  les  mécanismes  réels, 
n  est  pas  contestable.  Malgré  son  intérêt  pratique,  et  quoiqu'elle 
soit  née  et  qu'elle  ait  commencé  de  se  développer  à  propos  de 
problèmes  réels,  il  est  certain  que  cette  branche  de  la  Science  est 
en  train  de  revêtir  son  individualité  propre;  ceux  qui  en  poursui- 
vent l'étude  en  arrivent  à  se  poser  des  problèmes  qui  les  intéres- 
sent par  eux-mêmes,  non  par  leurs  applications;  on  ne  |)rcvoit 
guère,  par  exemple,    le  jour  où  les  mécaniciens  utiliseront  les 
Miéorèmes  de  M.  Kempe  et  de  M.  Kœnigs  sur  la  description  des 
courues  algébriques  au  moyen  de  systèmes  articulés.  En  résumé, 
il  me  paraît  que  la  Cinématique  appartient  non  à  la  Mécanique, 
mais  à  la  Géométrie  :  il  s'agit,  bien  entendu,  de  la  Cinématique  au 
sens  d'Ampère,  qui  est  le  plus  généralement  adopté.  M.  Weiss 
Doas  explique  que  quelques  personnes  regrettent  le  terme  de  pho- 
ronomie  que  Kant  avait  proposé.   Quoique  le  parrain  soit  très 
illustre,  et  malgré  les  efibrts  qu'a  faits  jadis  Hoéné  de  Wronski 
pour  faire  adopter  le  mot  de  phoronomie,  il  n'est  guère  probable 
que   ce  mot   entre    maintenant   dans   la    langue    niatliémali(|ue. 
M.  Weiss  cite  de  nombreux  et  intéressants  passages  tirés  de  Livres 
ou   de  Mémoires  de  M.    Reulaux,  où   celui-ci  s'insurge,  parfois 
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d'une  façon  assez  ainusiinle,  contre  la  signiliciilîon  habituellement 
admise  du  mot  Cinématique.  Il  est  certain  qu'on  sort  de  la  Géo- 
métrie avec  les  notions  de  couple  cinématique,  de  chatne  ciné- 
matique, dans  leur  généralité,  telles  que  M.  Reulaux  les  a  intro- 
duites; mais  ce  sont  les  choses  qui  importent,  plus  que  les  noms 
dont  leur  auteur  les  a  qualifiées;  M.  Weiss  insiste  avec  raison  sur 
le  rAle  que  jouent  ces  notions,  essentielles  dans  l'aQaljrse  et  la 
synthèse  des  mécanismes. 

Le  fasctcnle  paru  se  rapporte  à  la  Cinématique  abstraite. 
L'exposition  est  nettement  géométrique.  Il  est  possible  que  ce 
mode  d'exposition  soit  te  mieux  adapté  à  l'éducation  des  futurs 
ingénieurs,  auxquels  M.  Weiss  semble  destiner  son  livre.  C'est  le 
dessin,  non  le  calcul,  que  l'auieur  a  en  vue  :  la  réalité  peut  être 
ntteintc  par  l'un  comme  par  l'autre  et  c'est  aux  hommes  de  métier 
qu'il  appartient  de  dire  quelle  est  la  meilleure  voie. 

Après  avoir  dérini  la  vitesse  et  l'accéléra  lion,  l'auteur  donne 
quelques  explications  concernant  le  mouvement  d'un  corps  solide 
et  le  mouvement  relatif.  La  régie  qu'il  établit  pour  la  composi- 
tion des  accélérations  ne  se  rapporte  qu'au  cas  où  le  système  mo- 
bile e^t  animé  d'un  mouvement  de  translation,  et  il  aurait  dû  en 
prévenir  le  lecteur,  d'autant  que  celui-ci,  dans  le  présent  fasci- 
cule, n'a  pas  l'occasion  de  compléter  ses  idées  sur  ce  sujet. 

Le  reste  est  rempli  par  l'étude  géométrique  du  mouvement 
d'ime  ligure  plane  dans  son  plan  \  cette  étude  est  fondée  principa- 
lement sur  la  considération  de  deux,  trois  ou  quatre  positions 
consécutives  de  la  figure;  celte  voie  est  sans  doute  très  légitime 
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BOREL  (B.)-  —  Leçons  sur  les  séries  divergentes.  Un  vol.  în-8'*;  vi-182  p.; 

Paris,  Gauthier-Villars,  1901. 

Voici  le  troisième  Volume  de  ces  Nouvelles  leçons  sur  la 
théorie  des  fonctions  que  M.  Borel  commençait  de  publier  îl  y 
a  trois  aos;  nous  avons  essayé  deux  fois  de  caractériser  la  manière 
de  M.  Borel  et  de  dire  Tinlérét  qui  s*aUache  à  ces  publications,  le 
profit  que  ne  peuvent  manquer  d'en  tirer  ceux  qui  étudient  les 
Mathématiques;  mais  on  se  lasse  de  louer  et  cela,  d'ailleurs, 
devient  inutile. 

Le  présent  Livre  contient  une' Introduction  et  cinq  Chapitres 
que  nous  essaierons  d*analyser  rapidement. 

L^Introduction  a  un  caractère  historique  et  philosophique  :  ce 
qu'elle  semble  avoir  de  paradoxal  à  la  première  lecture  disparait 
quand  on  la  relit  après  avoir  parcouru  le  volume  en  entier;  c'est 
que  Ton  a  gagné  des  idées  nettes  sur  la  possibilité  de  manier  en 
toute  sécurité  certaines  séries  divergentes,  et  qu'on  s'habitue  assez 
vite  à  la  vérité  quand  elle  est  clairement  exposée.  Notre  généra- 
tion a  été  élevée  dans  le  mépris  des  séries  divergentes,  un  mépris 
plus  profond  que  celui  des  gens  de  la  Renaissance  pour  la  nuit 
gothique  et,  lorsqu'on  nous  citait  jadis  cette  opinion  d^Euler,  que 
la  série 

I  —  I  H-  I  —  1 


devait  avoir  pour  somme  |,  cela  nous  semblait  du  plus  haut 
comique.  Nous  ne  nous  doutions  pas  que  M.  Borel  dût  un  jour 
venger  Euler.  Lorsque  M.  Poincaré  fit  connaître  le  caractère  des 
séries  utilisées  en  Mécanique  céleste,  ce  fut,  pour  quelques-uns, 
un  désespoir,  et  je  connais  au  moins  un  astronome  qui  parla  de 
renoncer  à  la  science  qu'il  avait  cultivée  jusque-là;  il  savait  fort 
bien  que  M.  Poincaré  avait  justifié  l'emploi  de  ces  mêmes  séries 
dont  il  démontrait  la  divergence;  mon  astronome  ne  voulait  rien 
entendre  et  prétendait  qu'on  ne  l'obligeât  plus  à  se  servir  d'un 
aussi  misérable  outil.  Quant  à  se  contenter  d'une  approximation 
qui  ne  serait  pas  indéfinie,  il  ne  fallait  pas  lui  en  parler. 

Il  est  curieux  de  relire,  dans  le  Livre  de  M.  Bord,  les  paroles 
mêmes  des  grands  malhc^maticiens  qui  ont  fondé  TAnalyse  sur  des 
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bases  solides  et  de  voir  combien  leur  état  d'esprit  ëuildiGTérent 
de  celui  qu'ils  ont  tant  contribué  à  créer.  «  J'ai  été  forcé,  dit 
Cauch;,  d'admettre  quelques  propositions  qui  paratlroDt  peot- 
étre  un  peu  dures;  par  exemple,  qu'une  série  divergente  n'a  pas 
de  somme....  »  Il  est  intéressant  de  retrouver  avec  lui,  dans  l'œuvre 
de  ce  même  Cauciiy,  la  trace  de  cette  préoccupation  :  rendre  une 
somme  aux  séries  divergentes,  et  de  rencontrer,  même  chez  des 
mathématiciens  de  second  rang,  comme  Lacroix,  des  idées  pro- 
fondément justes  et  que  l'Analyse  moderne  éclaire  complèlemeot. 

Ce  problème  «  de  donner  une  somme  aux  séries  divergentes  » 
ne  pouvait  manquer  de  préoccuper  ceux  même  qui  ont  rejeté 
l'emploi  de  ces  séries,  de  les  préoccuper  à  cause  du  succès, 
auquel  ils  étaient  accoutumés,  de  l'emploi  de  ces  séries,  succès 
dont  ils  auraient  voulu  trouver  la  raison;  maïs,  d'un  autre  cdté, 
ils  apportaient  ces  modèles  d'une  parfaite  rigueur  dont  les  mathé- 
maticiens ne  pourront  plus  désormais  se  passer,  et  ils  créaient, 
dans  une  région  sûre,  un  vaste  domaine  de  recherches  qui  devait 
sullîre  à  l'activité  de  leurs  contemporains  et  de  leurs  successeurs, 
qui  ont  laissé,  quelque  temps,  dormir  la  question. 

M.  Borel,  avanld'en  apporter  les  solutions,  au  moins  partielles, 
qui  sont  l'objet  essentiel  de  son  Livre,  la  pose  dans  des  termes 
précis  et  clairs,  dans  des  termes  qui  font  prévoir  la  possibilité 
d'une  solution  : 

«  Faire  correspondre  à  chaque  série  divergente  numérique 
un  nombre  tel  que  la  subititution  de  ce  nombre  à  la  série,  dans 
les  calculs  usuels  où  elle  peut  se  présenter,  donne  des  résultats 
exacts  ou,  du  moins,  presque  toujours  exacts.  Il  y  aura  d'ail- 
leurs lieu,  une  fois  ce  premier  résultat  acquis,  de  fixer  des  classes, 
tes  plus  étendues  possible,  de  méthodes  de  calcul  dans  lesquelles 
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chaque  terme  comme  faisant  partie  intégrante  de  ce  terme,  » 
C*e3l  le  développement  de  ce  programme  qui  va  maintenant 
occuper  M.  Borel. 

Voici  tout  d'abord,  après  l'exemple  classique  de  la  série  de 
Stirling  et  des  indications  concernant  les  Recherches  de  Stiehjes 
sur  quelques  séries  semi-convergentes,  la  théorie  de  M.  Poincaré 
sur  les  séries  as^mptoliques.  On  ne  quitte  pas,  avec  cette  théorie, 
le  domaine  auquel  on  est  habitué;  on  sVlonne  seulement  de  voir 
que  le  cas  de  la  série  de  Stirling,  que  Ton  avait  pu  croire  très 
singulier  et  comme  isolé,  ne  Test  nullement.  Quant  à  la  possibi- 
lité de  calculer  avec  les  «  expressions  asymptotiques  »,  cela,  sans 
doute,  a  paru  tout  naturel  à  ceux  qui  ny  avaient  pas  pensé.  Sur 
cet  exemple  simple,  toutefois,  la  portée  des  termes  dans  lesquels 
M.  Borel  a  posé  le  problème  apparaît  déjà  nettement.  D'un  autre 
cAté,  l'importance  des  résultats  de  M.  Poincaré  s'aperçoit  ou,  au 
moins,  se  soupçonne  quand  on  voit  le  moyen  d'atteindre,  par  les 
développements  asymptotiques,  l'intégration  de  certaines  classes 
d^équations  diflerenlielles,  et  cette  importance  s'augmente  singu- 
lièrement en  raison  de  l'intérêt  qui  s'attache  à  quelques-unes 
des  équations  dilTérentieiles  auxquelles  la  méthode  s'applique. 
M.  Borel  ne  pouvait  songer  à  développer  ces  résultats  :  il 
étudie  toutefois  avec  détail   les  équations  du  type  considéré  par 

M.   Kneser, 

r'  =  ^[a»-i-o(j:)], 

OÙ  o{x)  est  une  série  entière  en  -  commençant  par  un   terme 

en  — j;  cette  équation  admet  une  intégrale  unique  qui,  pour  a:  très 
grand,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^  =  e-«'[i-+-6(x)], 

t{x)  étant  susceptible  d'un  développement  asjmptotique  que  Ton 
peut  calculer.  Cet  exemple  suffit  à  bien  éclairer  les  deux  points 
que  l'on  a  à  traiter  en  général  :  constater  Texistence  de  séries 
asymptotiques  qui  satisfassent  formellement  à  l'équation  diflfé- 
rentielle;  démontrer  qu'il  y  a  des  intégrales  susceptibles  d'une 
représentation  asymptotique.  En  même  temps,  il  met  en  évidence 
des  particularités  intéressantes.  Le  second  Chapitre,  consacré  aux 


ej  l'iiiiuiËitii  i>AiiTiii 

fraclions  continues  et  à  la  théorie  de  SlieUje^i,  nous  montre  une 
tout  autre  face  de  la  queslion  et  va  nous  fournir  un  premier 
exemple  d'utilisatiou  des  séries  vraiment  divergentes  (non  plus 
asjmptoiiques)  pour  l'intégration  effective  des  équations  diOeren- 
tielles;  si  restreinte  que  soit  la  classe  de  fonctions  auxquelles  )« 
méthode  s'applique,  la  valeur  d'un  tel  exemple  n'est  pas  disculable. 
Après  avoir  rappelé  un  cas  très  particulier,  mais  cependant  très 
intéressant,  signalé  par  Lagnerre,  puis  les  recherches  de  M.  Padé 
qui,  d'une  part,  éclairent  beaucoup  la  façon  dont  on  peut  appro- 
cher d'une  fonction  donnée  au  moyen  de  fractions  rationnelles  et, 
de  l'aurre,  posent  nettement  d'importantes  questions  relatives  à 
ces  séries  divergentes  qui  donnent  naissance  à  des  suites  conver- 
gentes de  fraclions  rationnelles,  M.  Borel  résume,  en  ajoutant  à 
l'occasion  quelques  restrictions  destinées  à  simplifier  les  résultats, 
les  points  essentiels  du  beau  Mémoiic  des  Annales  de  la  faculté 
des  sciences  de  Toulouse  dans  lequel  Sticltjes  a  étudié  les  fonc- 
tions de  la  variable  z  délînie  par  des  fractions  continues  de  la  forme 


a,,  Ot,  ai,  a,,  ...  étant  des  nombres  positifs.  Lorsque  la 
série  ^a^  est  divergente,  celte  fraction  continue  définit  une 
fonction    analytique  de  z    qui   admet   en  général    pour  coupure 
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Si,  d'autre  pari,  on  considère  avec  Slleltjes  Tinlégrale  définie 


j  _    I  *  fin) du 


on  obtient  sans  peine  le  développement  formel 

Z  Z^  Zt 

eo  posant 

c„=  I    f(u)wdu        (n  =  o,  I,  2,  ...); 

on  admet,  bien  entendu,  que  toutes  ces  intégrales  définies  ont  un 
sens.  Stieltjes  a  montré  que,  si  Ton  regarde  les  c„  comme  donnés, 
ces  équations  ne  déterminaient  pas  en  générai  la  fonction  y(ii); 
elles  la  déterminent,  au  contraire,  si  Ton  impose  à  la  fonction /(e/) 
la  condition  d'être  positive,  lorsque  les  a^^  calculés  au  moyen 
des  Cn  comme  on  l'a  expliqué  plus  haut,  sont  positifs  et  que  la 

série  ^a»  est  divergente,  en  sorte  que  la  fonction  continue  cor- 
respondante soit  convergente.  De  ces  résultats  M.  Borel  lire  des 
conclusions  importantes  pour  son  objet  propre. 

Il  est  amené,  par  quelques  considérations  d'ailleurs  naturelles, 
à  substituer  aux  conditions  que,  d'après  les  propositions  précé- 
dentes, il  y  aurait  lieu  d'imposer  à  une  fonction /*({/)  celle,  plus 
restrictive,  mais  plus  maniable,  de  l'existence  de  deux  constantes 
positives  Â,  m,  telles  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  Uj 

o</{u)<  Ac-"**^*» 

ei  il  désigne  sous  le  nom  de  fonction  de  Stieltjes  une  fonction 
réelle  ^{u)  de  la  variable  positive  i/,  telle  que  la  valeur  absolue 
de  cette  fonction  (et  de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  \)  satisfasse  à 
la  condition  précédente.  Il  montre  ensuite  que  les  relations 

c«=    /     f^{u)  u" du        (n  =  o,  I,  2,  .. .), 

OÙ  les  Cn  sont  donnés,  déterminent  entièrement  la  fonction  '^{u) 
si  on  lui  impose  la  condition  d'élre  une  fonction  de  Stieltjes. 
Inversement,  si  f  (i/)  est  une  telle  fonction,  l'intégrale 

r*  <f{u)du 
.'.         z  -\-  u 
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donne  naissance  à  une  fonciion  aoaljrtique  de  z,  régulière  dans 
tout  le  plan,  sauTsur  l'axe  des  quantités  négatives  et  adniellant  le 
point  00  pour  point  singulier,  en  sorte  que  la  série  «■  -  (dite  série 
de  Scielljes)  à  laquelle  elle  donne  naissance,  comme  on  I*a  eBpfiqaé 
plus  haut,  est  divergente.  L'addition  ou  la  soustraction  de  deux 
séries  de  Stielijes  conduit  évidemment  à  une  série  de  Stieltjes. 
La  dilTérenliation  et  surtout  la  multiplication  présentent  quelques 
difficultés  que  l'auteur  lève  par  une  analjrse  élégante  :  il  parvient 
enfin  à  l'énoncé  suivant  : 

Soient  )|,n y  H  des  séries  de  Stieltjes  et 

V(.y„r, v„,  v; r„ v  *  ) 

un  poljnome  par  rapport  à  ces  ronctions  et  à  leurs  dérivées;  ce 
polvoome  est  une  série  de  Stieltjes,  que  l'on  obtient  en  calculant 
sur  les  séries  comme  si  elles  étaient  convergentes;  si,  dès  lors,  on 
considère  une  équation  différentielle  algébrique 


est  une  série  de  Stieltjes  qui  la  vérifie  formellement,  cette  série 
définît  une  intégrale  de  l'équation  différentielle. 

Les  résultats  obtenus  par  M.  Cesàro  par  la  considération  des 
valeurs  moyennes,  c'est-à-dire  des  expressions  de  la  forme 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  67 

La  série  donnée  étant  divergente,  si  l'expression 


I  1.2  I  .  -2  .  i 

I  1.-2  1.2.3 


admet  une  limite  pour  a  infini,  il  est  légitime  de  regarder  celte 
liniîte  comme  la  somme  de  la  série  proposée,  puisque,  dans  le  cas 
où  cette  série  est  convergente,  cette  limite  existe  et  n^est  autre 
que  la  somme  de  la  série. 
En  supposant  que  la  série 

^     ^  I  1.2  1.2.3 

soit  convergente  quel  que  soit  a,  c'est-à-dire  que  la  fonction  u{a) 
de  a  soit  une  fonction  entière,  cette  fonction  entière  est  dite 
associée  à  la  série  (divergente) 

Mo  -+-  W|  -+-  Mî  H-  Wj  -+-... , 

et  celle-ci  est  dite  absolument  sommable,  si  les  intégrales 

f      e-^\u(a)\da,  1      e-^\u^^{a)\  da, 

OÙ  X  désigne  un  indice  de  dérivation  quelconque,  ont  un  sens. 
S*il  en  est  ainsi,  la  somme  de  la  série  divergente  est,  par  défi- 
nition, 


s 

0 


et  il  est  aisé  de  voir  que  cette  définition  revient  à  celle  qu'on  a 
donnée  tout  à  Theure.  Ceci  posé,  M.  Borel  montre  que,  si  l'on  a 
an  poljnome  à  coefficients  numériques 

et  que  l'on  y  remplace  1/,  v,  w  par  des  séries  absolument  som- 
mableSy  on  obtient  une  série  absolument  sommable  dont  la 
somme  est  précisément  égale  à  la  valeur  numérique  que  prendrait 
le  poljrnome,  si  Ton  y  remplaçait  {/,  v^  w  par  les  sommes  des  séries 
correspondan  tes . 

Si  maintenant  on  considère  une  série 

q(  5  )  =  Mo -f-  Ml  5  -H  Mf  ^' -i- .  .  . -f-  M/i  5" -h  .  .  . , 
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ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  la  variable  z,  el  si 
celle  série  est  absuiumenl  sommable  pour  l'affixe  s«  d'un  point  H, 
la  série  est  absolument  sommable  sur  le  segment  OM  quî  part 
du  point  s  :=  o;  de  plus,  la  somme  de  cette  série  sur  OM  est  une 
fonction  anatuiqiie  fui  n'a  pas  de  point  singulier  dans  le  cercle 
décrit  sur  OM  romiite  diamètre;  d'ailleurs,  la  série  3(2)  peut  très 
bien  n'èire  pas  sommable  en  lous  les  points  intérieurs  au  cercle. 
Cette  propo^iitiou,  ainsi  que  le  remarque  M.  Borel,  peut  être 
regardée  comme  une  généralisalioa  du  théorème  fondamental 
d'Abel    sur  les   séries   entières.   Elle    conduit   au    théorème   que 

Soient  H,  r,  iv  des  séries  enlières  en  x,  absolument  sommables 
au  point  M  dont  l'aflixe  c^t  z„  et  soit,  d'uutre  part, 

un  polynôme  par  rapport  à  u,  t-,  <v  et  leurs  dérivées  jusqn'i 
l'ordre  À,  dont  les  coefficients  sont  des  séries  entières  en  x  ayant 
un  rayon  de  convergence  supérieure  |=*|. 

Si,  dans  ce  polynôme  I',  on  remplace  u,  r,  tv  par  les  séries  cor- 
respondantes et  si  l'on  clIVclue  les  calculs  comme  si  ces  séries 
étaient  convergentes,  on  obtient  une  série  S  qui  est  absolument 
sommable  sur  OM  (le  jioinl  M  pou\3nl  être  exclu)  et  quî  défiait 
par  suite  une  l'onction  analytique  F  régulière  à  l'inlérieiir  du 
cercle  décrit  sur  OM  comme  diamètre.  Cette  fonction  analytique 
est  précisément  ce  que  devient  P  quand  on  y  rem|ilace  u,  v,  (v 
non  plus  par  les  séries,  mais  par  les  fonctions  analytiques  corres- 
pondantes. D'ailleurs  la  fonction  F  est  identiquement  nulle  dans 
le  cas,  eldans  le  cas  seulement,  on  la  si'rie  S  a  lous  ses  coefficients 
nuls,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  les  séries  u,  c,  w  vérifient  formel- 
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une  série  absolument  sommablej^  vérifie  formellement  Téquation 
différentielle,  la  fonction  analeptique  définie  par  cette  série  est  une 
intégrale  de  l'équation. 
Comme  exemple,  M.  Borel  considère  l'équation 

x^  -^  =  or*  —  )', 
dx  -' 

qui  conduit  au  développement  formel 

la  considération  de  la  fonction  associée  fournit  Tintégiale 

y=  I      €-**[ax  —  \o^(î  -h  ax)]da; 

à  la  vérité,  dans  cet  exemple,  la  fonction  associée  n'est  pas  une 
fonction  entière,  et  l'auteur  se  trouve  utiliser  ici  une  générali- 
sation dont  il  a  démontré  la  légitimité,  non  dans  le  présent  Livre, 
mais  bien  dans  son  Mémoire  sur  les  séries  divergentes,  inséré  en 
1899 dans  les  Annales  de  V Ecole  ormale  N supérieure, 

La  théorie  des  séries  sommablesa  été  présentée  sans  faire  inter- 
venir la  théorie  du  prolongement  analj^tique;  ce  sont  les  relations 
entre  les  deux  théories  qui  constituent  l'objet  du  Chapitre  IV. 

Il  est  bien  clair  en  effet,  ainsi  que  le  remarque  l'auteur,  que  la 
théorie  du  prolongement  analytique  fournit  un  procédé  très  naturel 
pour  donner  un  sens  à  une  série  divergente 

lorsque  la  série 

n*a  pas  un  cercle  de  convergence  nul  et  qu'elle  définit  une  fonc- 
tion analytique  9  (^)  susceptible  d'être  prolongée  jusqu'en  Zo\  la 
somme  de  la  série  divergente  sera,  si  l'on  veut,  'f  (^o)-  Le  précé- 
dent exemple  montre  d'ailleurs  que  la  théorie  de  M.  Borel  permet 
d^atteindre  des  cas  qui  ne  rentrent  pas  dans  celui-là  et  il  convient 
aassi  de  remarquer  que  la  méthode  précédente  conduit,  lorsque 
fa  fonction  analytique  n'est  pas  univoque,  à  attribuer  plusieurs 
valeurs  à  la  somme  d'une  série  divergente.  On  peut  d'ailleurs 
éviter  ce  dernier  inconvénient  en  se  bornant  à  la  branche  uni- 
voque de  la   fonction  ^{z)  définie  dans  Vétoilc  de  M.  Mittag- 
Sull.  des  Sciences  mathe'm.,  2*  série,  t.  X\V.  (Avril  1901.)  G 


7" 


l'RKMIÊItE  PAItTIR. 


t^rner.  ^f .  Uorel  démontre  alors  que,  pour  qtie  la  série  0(5)  soit 
sominablc  en  M,  il  est  nécessaire  que  la  fonction  analytique  f{s) 
n'admette  aucun  point  singulier  à  l'intérieur  du  cercle  C,  décrit 
sur  0)1  comme  diamètre,  et  suffisant  que  cette  fonction  n'admette 
aucun  point  singulier,  soit  à  l'intérieur  de  C,  soit  sur  C.  Si  main- 
tenant  l'on  considère  les  points  singuliers  de  0(2),  que  l'on  mène 
par  cliacun  d'eux  la  perpendiculaire  à  la  droite  qui  le  joint  au 
point  O,  l'ensemble  de  ces  droites  pourra  délimiter  une  portion 
du  plan  finie  ou  infinie  située  du  môme  cdté  que  O  par  rapport  à 
chacune  de  ces  droites.  Cette  région  du  plan  est  ce  que  l'auteur 
appelle  le  polygone  de  sommabilité  :  à  riutérieur  du  polygone  U 
série  9(=)  c$L  sommable;  elle  peut  l'être  ou  non  sur  le  contour, 
elle  ne  l'est  pas  pour  les  poinis  extérieurs  au  polygone.  Ce  domaine 
de  sommabilité  dépasse  d'ailleurs  le  cercle  de  convergence  en  tout 
point  non  singulier;  il  peut  n'être  pas  beaucoup  plus  étendu. 

On  parvient  à  une  extension  beaucoup  plus  considérable  en 
om|)loyant  comme  fonction  sommatnce,  au  lieu  de  la  fonction  e". 
la  fonction  c"',  où  k  est  un  entier  positif,  c'est-à-dire,  si  l'on 
désigne  par  Sa  la  somme  des  n  +  1  premiers  termes  de  la  série 


[|  considérant  la  limite  pour  a  infini  de  l'expression 


qui  rcmpldcc  l'expression   analogue   précédemment  considérée. 
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définie  par  une  série  enlière  en  z  dont  le  raj'on  de  convergence 
n'est  pas  nul;  M.  Servant  a  en  effet  donné  une  formule  qui,  au 
moins  ihéoriquement,  permet  d'obtenir  le  point  du  contour  qui  se 
Iroove  sur  une  demi-droite  partant  du  point  O.  M.  Borel  établit 
rigoareusement  cette  formule  ainsi  qu'une  proposition  qui  en 
facilite  notablement  Tusage;  il  l'applique  à  montrer  que,  confor- 
mément à  une  proposition  énoncée  pour  la  première  fois  par 
M.  Pringsheim,  une  série  de  Tajlor  admet,  en  général,  le  cercle 
de  convergence  comme  coupure.  En  disant  qu'une  série  deTajIor 
est  générale,  M.  Borel  entend  que  la  valeur  du  /i**^""'*  coefficient 
est  indépendante  de  la  valeur  des  coefficients  précédents. 

Dans  un  très  intéressant  Mémoire  inséré  en  1899  dans  le 
Journal  de  M.  Jordan,  M.  Leau  s'est  occupé  de  cette  recherche 
des  points  singuliers  que  M.  Borel  a  attaquée  au  moyen  de  son 
polygone  de  sommabilité;  M.  Borel  résume  la  méthode  et  les 
principaux  résultats  de  M.  Leau,  dont  il  fait  ressortir  l'impor- 
tance; signalons  enfin  quelques  indications  concernant  un  Mé- 
moire de  M.  Le  lloy,  qui  s'imprimait  en  même  temps  que  le  livre 
de  M.  Borel  et  qui  vient  de  paraître  dans  les  Annales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

Le  dernier  Chapitre,  enfin,  se  rapporte  aux  recherches  récentes 
de  M.  Mittag-Leffler  relatives  à  la  représentation,  par  une  série 
de  polynômes,  d'une  branche  uniforme  d'une  fonction  analytique 
?(•),  définie  par  une  série  de  Taylor  et  prolongée  dans  toute 
Vétoile  que  l'on  obtient  en  regardant  comme  une  coupure,  de 
chaque  point  singulier  jusqu'à  l'infini,  la  droite  qui  irait  du  point  O 
^  ce  point  singulier.  Après  avoir  établi  la  proposition  même  de 
M.  Mittag-Leffler,  en  suivant  une  voie  analogue  à  celle  de  ce  géo- 
'ûètre,  M.  Borel  indique  une  méthode  fondée  sur  la  considéra- 
lion  de  l'intégrale  de  Cauchy 

217:  J       X  —  z 

m 

H^^  permet  d'obtenir  une  infinité  de  solutions  du  problème  du 
prolongement  analytique,  solutions  parmi  lesquelles  il  y  en  a  une 
iniinité  qui  sont  aussi  générales  que  la  solution  de  M.  Miltag- 
*^™er.  H  montre  en  outre  que  les  développements  de  M.  Mittag- 
*^"ler,  comme  aussi  les  développements  en  séries  de  polynômes 
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pour  les  fonctions  analytiques  de  variable  réelles  qu'a  fait  c 
naître  M.  Paiulevé  (^Comptes  rendus,  3i  janvier  1898),  s' 
pliquent  à  une  classe  étendue  de  fonctions  non  analytiqt 
C'est  là  un  fait  important  et  assez  inattendu.  M.  Borel  tenn 
par  d'intéressantes  remarques  sur  la  portée  du  théorème  dû 
savant  suédois. 

J.  T. 


QUELQUES   HOUTE&UI   TBËORÈMBS   SUH   L'APPROXIlUTIOll 
DES  QUANTITÉS  A  L'AIDE  DE  NOMBRES  RATIOKNBXS; 

Par  m.  h.  MINKOWSKI. 


Dans  plusieurs  de  ses  Mémoires  classiques  sur  la  théorie 
nombres  M.  Hcrmite  s'est  occupé  de  la  recherche  des  minims 
formes  algébriques  pour  des  valeurs  entières  des  variables.  C 
recherche  l'a  conduit  à  certaines  approiimations,  dont  il  a 
parfaitement  en  évidence  le  caractère  algébrique.  Mais  pou 
plupart  des  inégalités  que  l'on  obtient  dans  ce  domaine,  il 
encore  une  grande  diflicullé  à  déterminer  les  limites  les  f 
étroites  des  inégalités  et  les  formes  extrêmes  auxquelles 
chaque  cas  ces  limites  sont  rattachées.  Dans  quelques  cas  g 
ticulièrcment  simples  je  donnerai  ici  de  telles  limites  précii 
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Supposons  que  le  déterminant  de  trois  de  ces  formes  soit 
toujours  différent  de  zéro  et  désignons  sa  valeur  absolue 
par  4D. 

Alors  il  existe  toujours  trois  nombres  entiers  Xy  y^  5,  qui  ne 
sont  pas  tous  égaux  à  zéro  et  de  sorte  que  toutes  les  quatre 
formes  <f,  y,  4,  co  soient  en  valeur  absolue  moindres  que 


La  limite  d=  i/ —  D  donnée  ici  est  précise.  En  général,  on 

peut  aussi  trouver  des  nombres  entiers  Xj  y^  z  différents  du  sys- 
tème   o,  0,  o  et  tels  que  les  valeurs  absolues  de  ç,  y,  ^^  w  soient 
toutes  <rf.  Mais  il  y  a  un  cas  d'etception,  où  il  sera  impossible 
de  satisfaire  à  cette  autre  condition,  c'est  lorsqu'il  existe  une  sub- 
stitu  t.  î  on  linéaire  à  coefficients  entiers  et  à  déterminant  ±:  1 ,  trans- 
form^xit  les  formes  cp,  y,  i^^  (o,  abstraction  faite  de  l'ordre,  en 

*•  Le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  est  susceptible 
doD^s  interprétation  géométrique,  qui  peut-être  trouvera  une 
applac^ation  dans  la  cristallographie  : 

''*^^ginons  un  système  d'octaèdres,  tous  congruenls  entre  eux 

et  pax^allèlement  orientés,  en  nombre  infini  et  placés  dans  l'espace 

de  lE^^nière  que  deux  de  ces  corps  n'aient  jamais  une  partie  com- 

inaïKe  et  que  leurs  centres  de  gravité  forment  un  réseau  parallélé- 

pip^Oique  de  points,  comme  Bravais  l'a  considéré  dans  sa  théorie 

de  la  structure  des  cristaux.  (Tous  les  octaèdres  peuvent  alors  être 

dedctils  jg  l'un  quelconque  d'entre  eux  par  le  même  système  de 

translations.)  II  y  aura  une  situation  où  les  lacunes  laissées  par  les 

octatîdres  seront  les  plus  étroites,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

1  espace  occupé  par  les  corps  sera  le  plus  grand  possible;  c'est  la 

situation  où  chacun  des  octaèdres  a  au  moins  un  point  commun 

avec  quatoi*ze  autres  de  ces  corps,  et  alors  le  rapport  de  ^espace 

occupé  par  les  octaèdres  à  l'espace  laissé  libre  par  ces  corps 

««'•«rfeiSdi. 


;{  PltËMIÊUE    l'AItTlE. 

3.  Soient  Ç,  /,,  ^  trois  formes  en  x,  y,  sa  coefficients  réels  et 
il  déterminant  ±  D,  où  D  >-  o.  On  pourra  prendre  dans  le  ihéo- 
rùme  du  n"  1  : 

Il  existe  alors  ries  nombres  entiers  x,  y,  z  différents  du  sys- 
tème o,  o,  o  et  de  sorte  que  l'on  ait 


Dans  le  cas  limite,  pour  lequel  le  signe  =  est  réservé,  on  peut 
toujours  faire  en  snrte  que  l'on  n'ait  pas  à  la  fois  |Ç|  =  ]7;|  =  [I^|, 
Ou  en  tii-e  alors 


Or  un  doit  remarquer  que,  dans  cette  dernière  în^galilé,  le  fac- 
teur —  pourrait  encore  être  remplacé  j>ar  uu  nombre  plus  petit. 

4.  D'autre  part,  on  peut  aussi  prendre  dans  le  n"  1  : 


Vi    Vi    V'    T' " 

On  \oil  alors  qu'iV  existe  des  nombres  entiers  x,  y,  s  différents 
du  système  o,  o,  o  de  sorte  que  l'on  ait 
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3.   Soient  «,  b  deux  quantités  réelles  quelconques.  Posons, 
dans  les  inégalités  du  n^  4  : 

/  étant  un  paramètre  positif.  On  voit  qu'on  peut  trouver  des 
nombres  entiers  ar,  y,  -5,  parmi  lesquels  z  est  positif,  et  de  sorte 
que  X  —  az^y  —  bz  soient  en  valeur  absolue  plus  petites  qu'une 
quantités  donnée  à  volonté,  et  que  dans  cette  approximation  on 
ait  en  même  temps 

-       I     V  »9  ^5  -        I     V  19  ,\ 

La    conslantcl/ —  =o,G48...,  qui  entre  ici,  est  plus  petite 


que^ 


II. 


6.  Théorème.  —  Soient  $  =  ax -f- j3j',  r,  =:yx-f-o/  deux 
/ormes  linéaires  à  coejfficients  complexes  quelconques  et  soit 
D=|ao  —  ?y|>o«   On  peut  toujours  trouver,  dans  le  corps 

algébrique  de  i^=-sj  —  1 ,  des  nombres  entiers  complexes  x^  y 
différents  du  système  o,  o  rfe  sorte  que  Von  ait 


^'V'^"'   "'H' 


UISl/'^^^T^D,        h|<i/»!^D. 


La  limite  rf=  4/^^—7= —  ^  donnée  ici  est  précise.  En  général, 

on  aura  aussi  des  nombres  entiers  complexes  x^y^o^o  de  sorte 
nue  i$[  <C  d^  \r\\  <  d.  Mais  dans  un  seul  cas  il  sera  impossiblede 
.satisfaire  à  ces  autres  inégalités;  c'est  lorsqu'il  existe  une  substi- 
tution 

ar  =  /> X  -h  /•  Y,        ^  =  7  X  -f-  5  Y, 

où  p^  fjfj   /',  s  sont  des  nombres  entiers  dans  le  corps  de  /  et  le 
délcrniinant  ^.ç  —  qr=±\  ou  ±  «,  de  sorle  que,  par  celle  sub- 
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stilutioD,  Ç,  T,  soienl  LraDsfonnées  en 


Àrfjx 


-\;-'(:-m-  '^![^-(-^)]-4 


A  eL  [A  ëtanl  des  quantités  dont  la  valeur  absolue  est  égale  à  i . 

7.  Théorème.  —  Soient  Ç^aj;-t-p^,  t,=v^+o^  deux 
/ormes  linéaires  à  coefficients  complexes  quelconques  et  soit 
D  =  [îto  —  Py]>.o.   On  peut  toujours  trouver,  dans  le  corps 


algébrique  de  j  = 


,  des  nombres  entiers  complexes 


X,  y  différents  du  système  o,  o  de  sorte  que  Von  ait 

Cette  limite  d^  ^U  est  ici  précise.  Eq  général,  il  y  aura  aussi 
des  nombres  entiers  x,y  j^o,  o  de  sorte  que[E|el  |)i[  soient  <;</, 
excepté  dans  le  ras  où,  dans  le  corps  de  /,  il  existe  une  substitu- 
tion linéaire  à  cocrficients  entiers  cL  à  délermtaant  égal  à  une 
unité  du  corps,  à  l'aide  de  laquelle  \,  ti,  abstraction  faîte  de 
l'ordre, se  cbangent  en  XrfX,  [j.rf{TX  +  Y),  ). et  pétant  des  quan- 
tités dont  la  valeur  absolue  est  égale  à  i ,  et  t  une  quantité  com- 
plexe quelconque. 

On  remarquera  ce  fait  intéressant  que,  de  ces  deux  théorèmes 
correspondants,  l'un,  qui  est  relatif  au  corps  algébrique  de  la 
troisième  racine  de  l'unité,  est  beaucoup  plus  simple  que  l'autre, 
relatif  au  corps  algébrique  de  la  quatrième  racine  de  l'unité. 


8.  Soit  a  une  quantité  complexe  quelconque.  En  pos 


int 
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VOCjvT  (II.)-  —  Eléments  de  Matiir&iatiqves  sirpÊniEURES  a  l'usage  des 

■»««TS1C1BNS,    CHIMISTES   ET    INGÉNIEURS    ET    DES    ÉLÈVES    DES   FACULTÉS   DES 

^><3BNCES.  Un  vol.  in.-8*:  vii-619  p.  Paris,  Nony,  1901. 


oici  un  livre  qui  mérite  quelque  succès,  parce  qu'il  est  bien 

et  qui  l^obliendra  peul-èlrc,  parce  qu'il  répond  à  un  besoin 

r^cî-l  .  Tous  ceux  qui  sont  un  peu  au  courant  des  choses  de  notre 

e*  ri  2S  «gnement  savent,  d'une  part,  que  rensei<;nement  des  Facultés 

Jc?^     sciences  et  renseignement  des  lycées,  terminé  au  baccalauréat, 

r*^     ^e  raccordent  pas,  et,  d'autre  part,  que  la  classe  de  Malbéma- 

^  "^^  «^  es  spéciales,  qui  devrait  relier  les  deux  enseignements,  n'a  pour 

*^"j^t  ni  la  formation  scientinipie  des  jeunes  esprits,  ni  la  prépa- 

■^•*  ^2  on  aux  carrières;  on  y  passe  trois  ou  quatre  ans  et  il  n'est  dou- 

^^^•-•"^pour  personne  que  ceux  qui,  au  bout  de  ces  trois  ou  quatre 

^•^■^^cs,  n^ont  pas  réussi  au  concours  qu'ils  avaient  en  vue,  et  même 

^^■^ilques-uns  de  ceux  qui  ont  réussi,  auraient  pu  mieux  employer 

^^-*  ■*  temps  et  leurs  efforts.  Il  est  doue  très  désirable  et  très  naturel 

l '^    il  s'organise  dans  les  Universités  des  enseignements  que  puissent 

*^^  ■  V  re  les  élèves  qui  sortent  de  la  classe  normale  de  Mathématiques 

^^•ïicntaires  et  où  ceux-ci  puissent  acquérir  les  connaissances  ma- 

^^•naliques  indispensables  aujourd'hui  pour  suivre  un  cours  un 

■*^^*  élevé  de  Physique  ou  de  Chimie,  ou  pour  se  j)réparer  à  une 

'^•*f  ière  industrielle.  Cela  s'est  fait  dans  plusieurs  centres  univer- 

*'^îres,  cl  en  particulier  à  Nancy,  où  l'on  sait  (jue  la  préparation 

^X.  études  pliysico-cliiini([ues,  dirigée  par  des  savants  éminents, 

^'^    fortement  organisée. 

^-l'esl  à  cet  enseignement  (|ue  correspond  le  volume  (|ue  publie 

*'jourd'hui  M.  Vogt.  Son  livre  contient  un  peu  moins  de  cinquante 

^^^pitres,  dont  chacun  é(|uivaul,  à  très  peu  près,  à  une  leçon  dr. 

^^Ciulté.  On  y  trouve  de  rAlj;rbre,  de  la  Géométrie  analyti(|ue,  de 

^alyse.   Il   commence   |)ar  la  résolution  de  deux  équations  du 


micr  degré  à  deux  inconnues  et  se  termine  par  l'intégration  des 
^^'ations  linéaires  aux  dérivées  partielles.  On  y  rencontrera,  ici 
^^*  notions  sur  le  système  C  G.  S.  ou  sur  le  calcul  numérique,  là 

^uU.  des  Sciences  mathcm.^  2'  série,  l.  \\V.  (Mai  uyoi)  7 
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des  notions  sur  la  construction  des  courbes  d'après  leur  équati 
plus  loin  les  formules  de  Green  et  de  Stokes.  L'auteur  s'est  prd 
ciipé  de  dire  ce  qui  était  nécessaire,  de  le  dire  clairemenl,  el 
ne  dire  que  cela.  Il  n'a  tenu  aucun  compte  des  habitudes  ou 
routines  de  l'enseignement  ;  il  a  même  eu  le  courage  de  sacri 
ces  arrangements  esthétiques,  eus  beaux  enchainements,  oùlej 
fesscur  cherche  volontiers  sa  jouissance.  M.  Vogt  guide  son  lecl 
tanidt  sur  une  route,  (antôt  sur  une  autre  :  ce  n'est  pas  une  rc 
qu'il  prétend  lui  faire  connaître,  mais  un  pays.  On  se  dit  par 
qu'il  aurait  pu  suivre  un  autre  ordre,  et  cela  n'est  pas  douteux  ;  n 
on  linit  par  reconnaître  que  celui  qu'il  a  adopté  est  parfaitein 
raisonnable.  Comment  a-t-Jl  fait  le  départ  des  matières?  [l  l'a 
en  se  préoccupant  surtout  des  besoins  ultérieurs  de  ses  élèves,  i 
des  jolies  choses  qu'il  pourrait  leur  dire  sur  chacun  des  sujets  q 
traitait.  Disons  franchement  qu'il  s'est  moins  proposé  de  fori 
des  mathématiciens,  que  de  donner  à  ses  élèves  des  connaissan 
qui  pussent  leur  servir.  Évidemment  aussi,  il  n'a  pa»  craint 
demander  conseil  à  ses  collègues,  de  leur  emprunter  des  exemj 
et  il  s'est  résigné  à  ne  pas  parler  des  sujets  dont  ceux-ci  n'avai 
pas  besoin  :  il  a  su  avoir  du  désintéressement.  Son  exposilt 
toutefois,  reste  rigoureuse,  sans  excès  et  sans  scrupules  puer 
mais  toujours  claire  et  scicntilîque. 

En  fermant  son  livre,  après  l'avoir  feuilleté,  on  s'étODne  de  l 
ce  qu'il  contient.  Ëhquoi!  tout  cela  en  moins  de  cinquante  leço 
Cela  pourrait  donc  s'apprendre  en  deux  mois?  Et  combien  d' 
nées  V  passent  la  plupart  des  étudiants,  avant  même  de  savoir  L 
ce  qu'il  y  a  dans  le  livre  de  M.  Vogt?  El  alors  que  de  ter 
inrdu!.,.    11   T.e    faut   ripn   e^ur^n-r 
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Sauf  pour  les  formules  relatives  aux  centres  de  gravité,  Tauteur 
n'a  pas  touché  à  la  Mécanique.  Je  ne  verrais  pas  d^'nconvénient, 
quille  à  grossir  encore  un  peu  un  livre  de  ce  genre,  à  voir  figurer 
quelques  notions  de  Cinématique  dans  les  chapitres  consacrés  aux 
applications  géométriques  du  Calcul  diil'érentiel,  et  dans  le  cha- 
pitre de  Géométrie  analytique  consacré  au  plan  et  à  la  ligne  droite, 
quelques-unes  des  formules  que  l'on  utilise  en  statique.  Mais  peut- 
être  l'auteur  nous  réserve-t-il  un  petit  Traité  de  Mécanique,  conçu 
dans  Je  même  esprit,  et  a-t-il  voulu  réserver  des  sujets  qui  figu- 
reraient naturellement  dans  un  pareil  livre?  Celui  qu'il  vient  de 
publier  le  ferait  désirer. 

J.  T. 


RDSSBLL  (fi.).  —  Essai  sur  les  fondements  de  la  Géométiiik.  Traduction 
^  A.  Cadenat,  Revue  et  annotée  par  Tauteur  et  par  L.  Couturat.  Un  vol. 
in-8*»;  x-272  p.  Paris,  Gauthier-Villars,  1901. 

M-  Couturat  a  signalé  dans  le  Bulletin  l'intérêt  et  l'importance 
du  travaildeM.  Russell;  nous  sommes  heureux  d'en  annoncer  la 
traduction  française.  Je  crois  avoir  eu  déjà  l'occasion  de  dire  que 
la  traduction  de  ces  sortes  de  livres  est  particulièrement  dési- 
rable :  celui-ci,  comme  on  sait,  s'adresse  à  la  fois  aux  philosophes 
et  aux  mathématiciens;  ceux  qui  s'intéressent  à  la  Philosophie  et 
à  la  Mathématique,  sans  être  très  familiers  avec  l'une  ou  avec 
I autre,  et  qui  n'ont  pas  à  leur  disposition  le  répertoire  complet 
des  deux  sciences  dans  une  langue  étrangère  sont,  par  cela  même, 
asse^  empêchés  de  lire  le  texte  original  :  ils  seront  heureux  d'avoir 
à  leur  disposition  l'élégante  traduction  de  M.  Cadenat. 

'^'*  Kussell  signale  quelques  améliorations  de  détail  qu'il  a  pu 
introduire  dans  l'Edition  française.  «  Les  précieuses  critiques  de 
M.  Poincaré  (*),  ajoute-t-il,  me  sont  malheureusement  parvenues 
trop  tard  pour  que  j'en  pusse  tenir  compte  dans  cette  revision.  » 


'  )  ^tvue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  mai  1899. 
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M.  Cotilurat  a  ajoulé  un  |>etil  lexiijue  philosophique  ;  les  ma- 
lliématiciens  lui  en  seront  particuliëremenl  reconnaissants.  Les 
mois  (lu  langage  philosophique  y  sont  expliqués  avec  une  parfaite 
clarté. 

J.T. 


KlRPKItT  (I..).  —  Gru.ndriss  dbr  Differential- und  Integral-Reciinu.ng. 
1  Tlioil  :  l>itrL'i'onlial-Uocliriun;j.  Neuntc  vollslandig  umgearboitclo  ud<1  ver- 
Hiolirli'  Audiiso  dus  j;loicIiiiamigen  Lcitfadena  von  Weil,  Dr.  Mas  Sleye- 
iiiutiii.  Mit  171  l''i;;uroLi  im  Texte. 


Los  ('-ilitions  de  oc  Livre,  desliné  aux  techniciens,  se  succèdent 
tri'S  nipidemi-nt,  cl  il  convient  de  dire  qu'elles  vont  toujours  en 
s'anuMioriint  :  les  t^aaVxti-s  pmiit/ues  qui  ont  sans  doute  fait  le 
siuti^s  de  rt>nvrjf;e  persistent  sous  les  remanicmenls,  el  M.  Kie- 
|iert  a  tenu  ù  lui  eiinserver  son  caractère  élémentaire  :  les  subtilités 
ihétiriqnes  siinl  éearlées,  et  de  nombreuses  figures  viennent  conti- 
nitelleuienl  êelairor  les  rjisouiiements:  mais  l'csposilion  n'en  est 
pus  nmins  une  e\po>iiîon  seientiliqne. 

r^riiii  l<-s  uddilious  eonlenues  dans  cette  nouvelle  édition,  il 
i-iunieiil  de  si^uuler  en  purlieidier  le  Chapitre  consacré  aux  fonc- 
tion'>  h^perlxiliqtio'i  el  les  tables  numériques  de  ees  fonctions  pla- 
eêe^^  l.t  lin  du  Volume.  \.\  l'iirmule  d'iuterpolatioD  de  Lagrange,  el 
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SUR  LA  RÉSOLUTION  DE  CERTAINES  ÉQUATIONS 

A  DEUX  VARIABLES  A  L'AIDE  DE  FONCTIONS  RATIONNELLES 

BT  SUR  UN  THÉORÈME  DE  M.  NOETHER; 

Par  m.  Emile  PICARD. 


1.  Dans  diverses  questions  se  rattachant  à  la  théorie  des  fonc- 
tioDS  algébriques  de  deux  variables,  il  y  aurait  intérêt  à  savoir 
résoudre  le  problème  suivant.  Soit  donné  un  polynôme /{x^  y^  z) 
en  x^y^  z,  et  formons  l'équation 

Est-il  possible  de  satisfaire  identiquement  à  cette  équation 
en  prenant  pour  y  et  z  des  fractions  rationnelles  de  x?  Ce  pro- 
blème semble  offrir  quelques  difficultés;  en  me  réservant  d'j 
revenir,  je  veux  présenter  seulement  ici  quelques  remarques  à 
son  sujet.  Tout  d'abord  //  n'admettra  pas  en  général  de  solu- 
tion; il  suffira,  pour  s'en  convaincre,  de  considérer  un  cas  parti- 
culier suffisamment  étendu.  Soit  l'équation 

OÙ  a  et  6  sont  des  poljrnomes  arbitraires  en  x.  On  peut  voir, 
comme  il  suit,  qu'il  n'est  pas  possible  de  satisfaire  ù  cette  équa- 
tion en  prenant  pour^  et  :;  des  fractions  rationnelles  de  x.  Sup- 
posons en  effet  que  la  chose  soit  possible,  et  posons 

'•)  ^  =  Vâz,      r  =  (/|Y; 

on  aura 

*^'après  les  équations  (i),  Y  et  Z  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
*^*is,  d'après  une  proposition  élémentaire,  on  peut  trouver  deux 
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paramètres  ^  et  t|  liés  par  une  relation  algébrique  irréductible 

(4)  F(£.n)  =  o. 

telles  que  les  quantités  (3)  soient  fooctioDs  rationnelles  de  Ç  et  i|. 
Pai'  suite  les  courbes  (s) et  (4)  se  correspondent  ralioDaellemeot, 
de  telle  sorte  que  Z  et  Y  sont  des  fonctions  rationnelles  de  Ç  et  ii. 
Or  si  les  polynômes  a(x)  et  6(x)  sont  arbitraires,  il  est  clair  que 
ceci  ne  sera  pas  possible,  et  l'impossibilité  annoncée  est  ainsi 
mise  en  évidence. 

2.  Le  problème  sera  évidemment  possible  dans  certains  cas 
particuliers;  étudions  plus  en  détail  un  cas  très  simple  qui  mon- 
trera la  complexité  de  la  question.  Je  suppose  que  la  relation  se 
réduise  à 

s»=/(;c)F(^), 


/  et  F  étant  des  polynômes  du  troisième  degré  respective) 
en  X  et  en  y.  Trois  solutions  apparaissent  iromédietemenC  en. 
prenant  z  =  o  et  _^  égal  à  une  racine  de  l'équation  F(^)=:o. 
Supposons  qu'il  existe  d'autres  solutions^  et  z  rationnelles  en  x; 
on  a 

dji-      _  dy  f{x)      dr 

De  là  on  déduit  que  l'intégrale  de  première  espèce 


_Jj'__ 


se  iraDsforme,  eo  preaaat  pour^  une  foDcUoD  rationnelEe  de  «, 
en  l'intégrale 
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C  étant  une  constante  non  nulle.  Réciproquement  d^ailleurs,  si 
une  fonction  rationnelle  y  de  x  satisfait  à  une  telle  relation,  on 

aura 

dx 

et  par  suite  z  sera  rationnelle  en  x,  L! équation  (5)  se  rencontre 
dans  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  ; 
il  est  évident,  d'après  cette  équation,  que  si  les  deux  polynômes 
du  troisième  degré  f{x)  et  ^{y)  sont  arbitraires,  il  ne  sera  pas 
possible  de  déterminer  une  fonction  rationnelle  y  de  :r  (ne  se 
réduisant  pas  à  une  constante)  satisfaisant  aux  conditions  voulues. 
De  plus,  en  suivant  la  théorie  de  la  transformation,  on  aura 
tous  les  polynômes  associés  f{x)  et  F(j^)  ayant  la  propriété 
cherchée.  Un  cas  très  simple  sera  celui  où  les  deux  polynômes 
sont  identiques,  soit 

De  ce  qui  précède  on  conclut  qu'on  pourra  trouver  une  infinité 
de  fonctions  rationnelles  y  de  x^  telles  que  l'équation 

-'=/(^)/(r) 

donnera  pour  z  des  fonctions  rationnelles  de  x.  En  désignant 
par  p(^u)  la  fonction  elliptique  (avec  les  notations  de  Weier- 
slrass)  correspondant  au  polynome/(x),  posons 

y  =  p{mu),         x  =  p(u), 

/ïi  étant  un  entier  arbitraire;  y  est  une  fonction  rationnelle  de  x 
répondant  à  la  question. 

3.  Reprenons  l'équation  considérée  au  §  1 ,  dans  le  cas  où  m  =  2 

(6)  5«=a(j7)7«-+-^>(.r), 

et  supposons  que  ni  a  ni  6  ne  soient  nuls.  On  pourra  ici  satisfaire 
k  cette  équation  en  prenant  pour  z  ety  des  fonctions  rationnelles 
de  X.  Nous  l'établirons  simplement  en  montrant  qu'on  peut 
déterminer  deux  polynômes  u  et  v  tels  que 

a(x)u^-h  b(x)v^ 


84  PREUlF,l)[^  l'AIITlIi. 

soil  lin  carré  parfait.  Supposons,  pour  fiser  les  idées,  que  a{x:^ 
et  f>{x)  soient  de  degré  pair  im,  et  désignons  par  y.  te  degré  de  ^^ 
et  V.  L'expression  précédente  est  un  polynôme  de  degré  am  +  3)1 
on  obtiendra  m  +  |X  conditions  en  écrivant  qu'il  se  réduit  i  u^' 
carré  parfait.  Or  dans  les  deux  polynômes  u  et  v,  ilja  a[t+^* 
coefUcients  indéterminés,  en  supposant  qu'un  des  coefficients  ai~^ 
une  valeur  numérique  arbitraire;  si  donc 

a|i-4-i>m-i-[i         ou         [i>m  — I, 

on  pourra  trouver  les  polynômes  ii  et  v. 

Le  fail,  que  l'on  peut  trouver  des  fractions  rationnelles  £  et ^)^ — 
de  X  satisfaisant  à  la  relation  (ti),  revient  au  fond  à  uoe  proposi- 
tion de  M.  Noetlier  qui  est  fondamenlalc  dans  la  théorie  des  sur- 
faces unicursalcs.  L'illustre  géomètre  d'Erlangen  a  considéré 
{Math.  Annalen,  t.  III)  des  surfaces  possédant  un  faisceau 
linéaire  de  courbes  iiniciirsa/es.  Dans  le  cas  où  il  n'y  a  qu'une 
seule  courltci  mobile  du  rencontre  du  faisceau  linéaire 

P-^XQ  =  o 

avec  la  surface  envisagée,  il  établît  d'abord  que  la  surface  corres- 
pond btralionncliement  soit  à  une  surface  réglée  d'ordre  n  avec 
droite  multiple  d'ordre  n  —  i,  soit  à  une  surface  d'ordre  n  avec 
droite  multiple  d'ordre  n  —  ^.  Dans  ce  dernier  cas,  qui  seul  pré- 
sente quelques  difficultés,  M.  Noether  considère  particulièrement 
le  cas  où  la  section  de  la  surface  par  un  plan  arbitraire  contenant 
la  droite  multiple  d'ordre  n  —  2  est  une  conique  indécomposable, 
et  il  établit  qu'alors  la  surface  est  unicursale,  en  cherchant  sur 
la  surface  une  courbe  unisécanie  de  cette  conique.  Or,  i  notre 
point  de  vue,  nous  pouvons,  en  plaçant  convenablement  la  droite 
multiple  et  faisant  sur  ::  une  transformation  linéaire  immédiate, 
mettre  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme  (6),  elle  problème 
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GINO  LORIA.  —  Lb  scienze  esatte  nell'  antica  Grecia.  Libro  III.  Il  sub- 
strato  matematico  délia  GlosoGa  naturale  dei  Greci;  Modène,  Società  tipogra- 
fica;  1900.  i38  p.,  gr.  in-4**. 

Le  savant  professeur  de  Gènes  poursuit,  par  ce  nouveau  Livre, 
l'exposé  historique  de  la  Mathématique  grecque  dont  il  a  com- 
mencé la  publication  dans  les  Mémoires  de  FÂcadémie  de  Modène. 
Le  sous-litre  de  cette  troisième  partie,  digne  en  tout  point  des 
deux  précédentes,  indique  que  Fauteur  n'a  pas,  comme  Morilz 
Cantor,  hmité  son  plan  à  la  Mathématique  pure,  mais  qu'il  a  au 
moins  fait,  cette  fois,  une  longue  excursion  dans  le  domaine  des 
applications.  Son  œuvre  n'en  mérite  que  mieux  la  bienvenue  : 
sans  doute  l'unité  de  ce  Livre  III  est  un  peu  lâche,  par  suite  de 
la  variété  des  questions  abordées;  mais  cela  était  inévitable,  et 
M.  Gino  Loria  n'avait  pas  besoin  de  présenter  toutes  ces  questions 
comme  se  rattachant  à  la  découverte  des  lois  de  la  dynamique 
céleste  (p.i33).  Ce  rattachement,  pour  l'Hydrostatique  et  la  Géo- 
désie (c'est-à-dire  l'Arpentage),  paraîtra  un  peu  forcé;  l'unité  véri- 
table du  Livre  est  certainement  plutôt  chronologique.  Après  l'épa- 
nouissement de  la  Géométrie  grecque,  de  Pjthagore  à  Apollonius, 
devait  fleurir  à  son  tour  l'Astronomie  scientifique.  C'est  donc  la 
période  d'Hipparque  à  Ptolémée  que  nous  raconte  aujourd'hui 
M.  Gino  Loria,  après  avoir  naturellement  rappelé  tout  d'abord  les 
premières  tentatives  cosmologiques  des  Grecs. 

Le  Chapitre  I  passe  en  effet  rapidement  en  revue,  en  premier 
"Cu,  les  hypothèses  niant  la  sphéricité  de  la  Terre,  puis  celles  de 
Pjrthagore  et  des  Italiques,  et  la  première  conception  du  système 
héliocentrique.  Il  s'arrête  un  peu  plus  longuement  sur  les  idées 
astronomiques  de  Platon  et  à  ce  sujet  sur  le  Liber  de  astrononiia 
oeThéon  de  Smyrne,  expose  clairement  le  système  des  sphères 
homocentriqnes  d'Eudoxe  et  consacre  deux  pages  à  l'histoire  des 
cjcies  luni-solaires.  Malgré  le  témoignage  d'Hérodote,  qui  doit 
avoir  été  amené  par  une  fausse  tradition  sur  la  réforme  du  calen- 
<irierdue  à  Selon,  je  ne  crois  pas  que,  dans  cette  histoire,  l'auteur 
°^il.  des  Sciences  mathém.y  i"  série,  l.  XXV.  (Juin  1901.)  8 
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nit  ou  raison  de  suivre  l'opinion  courante  qui  admet  l'exislence, 
ù  un  moment  donne,  d'un  cycle  de  deux  ans,  correspondant  à  une 
année  soiuire  mojenne  de  3G()  jours.  Bœckh  et  Ideler  ont  vu  la 
vôrilé  sur  ce  point,  sans  l'exprimer  assez  nettement.  Les  calen- 
driers grecs  ont  été  régies  longtemps  sur  la  seule  ob.^ervatioo  des 
nouvelles  lunes  et  des  solstices  d'été.  Que  sur  la  date  d'un  sol- 
stice (observé  d'après  le  lieu  de  l'horizon  où  le  Soleil  se  lève  le 
plus  au  nord),  on  se  soit  trompé  de  quatre  jours,  cela  n'est  sans 
doute  |)ns  invraisemblable.  Mais  ce  qui  l'est,  c'est  qu'un  cycle  de 
deuKans,  dont  rincxactilude  devait  être  très  rapidement  recooDue, 
iiii  jamais  pu  prévaloir  dans  l'ensemble  des  cités  grecques.  Les  ■ 
Hellènes  n'ont  en  fait  pratiqué  que  deux  cycles,  celui  de  8  ans, 
qui  paraît  remonter  à  une  anli<juité  légendaire,  et  celui  de  19  ans, 
introduit  par  Melon  et  Eucténion. 

\,i'.  <ll)u))îlrc  1  se  termine  ]>ar  une  étude  détaillée  du  mode  de 
démonstration  employé  par  Arîstarque  de  Samos  dans  l'écrit  qui 
nous  reste  de  lui  Sur  tes  grandeurs  ri  tes  distances  du  Soleil  et 
de.  fil  Lunr.  M.  (îiiio  Luria  en  rapproche  les  déductions  analogues 
de  VA  n' un  lie  d'Arehimide. 

Le  r.tkupilrc  II,  «prés  avoir  indiqué  los  preuves  de  l'existence 
d'uu  aneii'u  Traité  do  S/'fii'rùfue  renionlanl  au  iv*  Siècle  avant. 
Dolrc  èrr,  ttiiulyse  l'opuscule  dWntolycos  de  Pïtane  sur  la  Sphère 
luohile.  les  P/u'noiiii-ues  d'Kuclide,  VAttaphoricos  d'HypsicIës, 
h's  Sphériijiies  de  'l'héodose,  celles  de  Ménélas.  Le  Chapitre  III 
(■\p(iM'  i'oui))lèl<'m<'nt  la  Tri^ouomélrio  des  anciens,  telle  qu'on  la 
Irou  verbe/,  l'ioléméi-i^et  son  (-ommonUtlcur,  Tbéon  d'Alexandrie); 
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anciens  concernani  la  réfraction.  Viennent  ensuite  quelques 
aperçus  sur  deux  autres  traités  dont  le  texte  grec  est  également 
perdu  :  celui  des  Corps  flottants  d'Archimède  et  la  Mécanique 
deHéroo  d'Alexandrie. 

Je  remarque,  au  sujet  de  ropuscule  de  Damianos,  que  l'édition 
de Danli  (Florence,  i^']^)  en  donne,  non  pas  seulement  quelques 
fragments,  mais  bien  le  texte  entier.  Les  additions  publiées  par 
Érasme  Bartliol in  (Paris,  Cramoisy,  1657)  sont  tirées  d'un  manu- 
scrit de  la  Barberîne  (I,  i3i),  qui  est  un  faux  d'Ange  Vergèce, 
ainsi  que  je  l'ai  reconnu  en  1886. 

A  propos  de  l'Ouvrage  d'Archimède,  M.  Gino  Loria  reproduit 
cette  phrase  de  Tliurot  :  «  [1  est  étrange  que  Pappus  ait  cité  le 
Traité  des  corps  flottants  comme  un  Ouvrage  de  ^Mécanique 
appliquée  et  amusante  avec  ceux  de  Héron;  évidemment  il  n'en 
connaissait  que  le  titre.  »  Je  ne  partage  nullement  cette  opinion 
et,  tout  au  contraire,  si  singulier  qu'il  paraisse  à  première  vue, 
le  passage  en  question  de  Pappus  me  semble  indiquer  très  juste- 
fflenl  le  mobile  de  ces  profondes  recherches  sur  la  stabilité  des 
corps  flottants,  auxquelles  les   modernes,  comme   le   reconnaît 
Lagrange,  n'ont  guère  ajouté.   Ce  segment  de  paraboloïde  qui, 
suivant  les  proportions  de  sa  figure  et  suivant  le  rapport  de  sa 
"ensilé  à  celle  du  liquide  où  il  est  immergé,  prend  diverses  posi- 
tions d'équilibre  et  parfois  se  renverse  complètement,  qu'est-ce 
^''ïre  chose  qu\in  joujou  mathématique?  C'est  pour  cet  objet,  et 
''On  pas  pour  étudier  les  conditions  de  stabilité  d'un  navire,  qu'a 
^^  Constituée  la  doctrine  du  métacentre.  Évidemment  notre  siècle 
(Qduslriel  a  peine  à  comprendre  que  les  seuls  Ouvrages  qui  nous 
soient  parvenus  en  grec  sur  la  Mécanique  concernent  un  matériel 
^®  guerre  ou  un  matériel  d'amusement.  Mais  il  n'j  a  point  là  un 
®"et  du  hasard  :  c'étaient  les  sujets  qui  avaient  le  plus  d'impor- 
^ance  pour  l'homme  libre. 

Le  Chapitre  V,  sur  Héron  d'Alexandrie,  après  l'exposé  de  ce 

^^  On  appelle  la  question  héronienne^  donne  :  une  analyse  com- 

piète  du  Traité  de  la  Dioptra;  le  relevé,  dans  le  Commentaire  sur 

'^'^clidc  à^Anaritius  (el-Nirizi)  récemment  publié  par  Gurlze 

\*^îpzig,  Teubner,  1899),  des  principales  indications  concernant 

»cs  travaux  de  Héron  sur  la  Géométrie  élémentaire;  l'anal)^sede  la 

^^nnpilaiion  de^  Définitions^  faussement  attribuée  à  Héron  ;  enfin 
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corps  social,  et  celle  maladie  csl  trop  bien  constalée  hîslori- 
qucinent  d'autre  pari  pour  qu'il  soît  nécessaire  de  la  préciser  en 
ce  qui  concerne  la  Science.  De  même  pour  l'Italie  au  sviii*  siècle, 
pour  l'Espagne  depuis  le  xvi',  on  ne  peut  nier  que  la  faiblesse 
de  la  production  scienlifique  ne  soit  liée  à  des  causes  profondes 
d'ordre  politique. 

Mais  il  est  une  autre  question,  beaucoup  plus  obscure  à  mon 
sens,  et  que  M.  Gino  Loria  n'a  pas  abordée.  11  me  paraît  égale- 
ment certain  qu'une  science  n'est  réellement  vivanle  que  si  les  re- 
cherches y  sont  poursuivies  d'une  façon  absolument  désintéressée, 
et  que  cependant  elle  est  condamnée  à  déchoir,  si  elle  n'est  pas 
soutenue  par  les  besoins  de  la  pratique,  qui  lui  fournissent  inces- 
samment de  nouvelles  questions  propres  à  la  rajeunir.  C'est  dans 
la  conciliation  de  ces  deux  formules,  d'apparence  conlradîcloire, 
que  réside  la  difficullé.  Mais,  en  fait,  la  technique  ancienne  paraît 
avoir  été  trop  pauvre,  ta  production  industrielle  trop  peu  déve- 
loppée dans  l'antiquité  pour  avoir  suscité  asseï:  d'intérêt  autour 
de  questions  qui  nous  paraissent  aujourd'hui  primordiales.  Les 
applications  de  la  Mécanique  étaient  trop  restreintes  pour  que  le 
prubK'ine  de  la  composition  des  forces  concourantes  ail  été  réel- 
lement posé,  rarttlleric  des  balistcs  ei  des  calapiiltes  trop  impar- 
faite pour  que  le  génie  dun  Archimède  s'allachàt  â  rechercher  la 
loi  de  la  chute  des  corps  et  la  trajectoire  des  projectiles.  Sans  la 
'\  1  Astrologie,   les  recherches  astronomiques  auraient- 
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parcouru;  le  milieu  iotellecluel  est  alors  renouvelé  et  la  tyrannie 
scolastique  résultant  de  Tapplication  exclusive  des  anciennes  mé- 
thodes ajant  pris  fin,  le  génie  d'invention  reprend  son  libre  jeu. 
Mais  si  les  résultats  acquis  dans  un  milieu  intellectuel  sont  trans- 
portés dans  un  autre  suffisamment  favorable  et  n'ajant  pas  subi 
la  même  discipline  scolastique,  le  travail  d'assimilation  est  préci- 
sément de  nature  à  provoquer  Téclosion  de  génies  qui,  sur  le 
même  terrain,  renouvelleront  la  face  de  la  Science.  C'est  ainsi 
qu'au  XV 11*  siècle  la  Géométrie  analytique  s'élèvera  brusquement 
sur  les  fondements  préparés  par  les  anciens,  mais  d'après  un  autre 
plan  que  le  leur. 

Toute  forme  spéciale  de  la  Science  n'est  susceptible,  par  elle- 
même,  que  d'un  développement  limité  :  elle  se  cristallise  pour  et 
par  l'enseignement  et  ne  se  prête  plus  dès  lors  à  la  création,  tant 
qu'elle  n'est  pas  métamorphosée  par  l'action  d'idées  nouvelles.  En 
fait,  la  Géométrie  cartésienne  aura  vécu  deux  siècles;  aujourd'hui 
c'est  le  tour  de  la  Géométrie  projective,  en  attendant  l'avenir 
inconnu.  Il  est  à  peine  utile  de  remarquer  d'ailleurs  que,  depuis 
que  les  communications  entre  les  milieux  intellectuels  des  dilTé- 
reots  peuples  civilisés  sont  devenues  assez  rapides  pour  rendre  la 
Science  internationale,  la  règle  historique  sur  laquelle  j'appelle 
l'attention  ne  peut  plus  s'appliquer  à  ces  milieux  comme  s'ils 
étaient  isolés. 

La  Géométrie  grecque,  comme  toute  forme  spéciale,  portait 
donc  en  elle-même  «  un  vice  interne  dérivant  de  sa  propre  con- 
stitution »;  ce  vice,  M.  Zeutlien  Ta  merveilleusement  décrit,  mais 
SI  ce  n'avait  été  celui-là  c'en  eût  été  un  autre.   Le  surprenant, 
dans  son  histoire,  n'est  pas  que  sa  floraison  se  soit  arrêtée,  c'est 
fu'elle  ait  duré  aussi  longtemps,  et  je  n'hésite  pas  à  en  chercher 
'^  raison  dans  cette  circonstance  que,  quoique  le  milieu  scienti- 
^ffoe  de  l'hellénisme  ait  été  toujours  très  restreint,  si  on  le  com- 
pare à  ceux  des  peuples  modernes,  il  a  été  renouvelé  à  la  suite  des 
^^*>c|uêtes  d'Alexandre;  après  la  période  véritablement  hellène,  la 
^'"^ce  proprement  dite  se  désintéresse  sensiblement  de  la  Science, 
"^^  se  transplante  dans  les  pays  hellénisés. 

^^ liant  à  la  décadence  finale,  il  y  a  là  un  fait  d'un  autre  ordre;  elle 
^^int  non  seulement  la  production  géométrique,  mais  toute  la 
uclion  scientifique;   c'est  donc   l'indice   d'une    maladie   du 
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arréle  guère;  mais  depuis,  dans  un  troisième  Mémoire  (*),  il  a 
dooné  des  moyens  équitables  pour  rendre  identiques  ces  deui 
classements  difTérents. 

La  question  de  l'organisation  des  assauts  compteis  est  beaucoup 
plus  compliquée.  Elle  comprend  deux  parties  se  rapportant,  la 
première,  à  l'ordre  de  succession  des  jeux;  la  seconde,  à  lenr 
mode  de  groupement.  Dans  la  première,  il  s'agit  de  former,  avec 
tous  les  jeux  composant  l'assaut  complet,  une  série  linéaire  oit 
deux  jeux  consécutifs  ne  comprennent  jamais  un  même  tireur. 
Dans  la  seconde,  de  distribuer  ces  différents  jeux  en  groupes,  qui 
en  comprennent  tous  le  même  nombre;  où,  autant  que  possible, 
figurent  tous  les  tireurs;  et  où  chaque  tireur  ne  se  batte  qu'une 
fois. 

Disposer  les  jeux  en  une  série  linéaire  suivant  l'ordre  que  nous 
venons  d'indiquer,  c'est  une  condition  qui  s'impose,  car  il  senil 
injuste  qu'un  même  tireur  se  battit  deux  fois  de  suite.  Elle  avait 
attiré  ratlenlion  des  Sociétés  d'escrime,  car  celle  que  nous  avons 
citée  plus  haut  possède,  depuis  plusieurs  années,  des  tableaux 
donnant  un  pareil  ordre  dans  les  cas  où  le  nombre  des  tireurs 
n'est  pas  grand,  c'est-à-dire  dans  les  cas  les  plus  usuels. 

il  semble,  au  contraire,  en  escrime  du  moins,  qu'on  n'avait  pas 
encore  considéré  le  groupement  des  jeux  :  peut-être  même  n'j 
avait-on  pas  songé.  C'est  un  problème  difficile,  que  M.  D.  Andr^ 
s'est  posé  et  qu'il  a  résolu.  Lorsque  n  est  pair  et  égal  à  av,  il  par- 
tage  le  système  entier  des  jeux  en  n  —  i  groupes  de  v  jeux,  daos 
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jamais  un  même  tireur;  et  où  des  vides,  convenablement  espacés, 
séparent  les  uns  des  autres  les  différents  groupes  de  jeux. 

Cette  division  de  la  série  en  groupes  successifs  présente  de 
grands  avantages.  Lorsque  les  jeux  sont  nombreux,  en  effet,  on  ne 
peut  pas  les  effectuer  tous  en  une  seule  fois,  en  une  seule  séance. 
H  faut,  de  temps  en  temps,  s'interrompre.  A  quels  moments 
opérer  ces  interruptions  ou,  plutôt,  en  quels  points  de  la  série 
linéaire  exécuter  ces  coupures?  Aux  points  qui  séparent  les 
groupes  successifs.  Lorsqu'on  opère  ainsi,  tout  se  passe  de  la 
façon  la  plus  équitable.  En  chaque  séance,  autant  qu'il  est  pos- 
sible, les  tireurs  sont  tous  traités  de  même.  Le  partage  en  groupes 
permet,  en  outre,  si  l'on  institue  plusieurs  jurys,  de  faire  exécuter 
simultanément  plusieurs  jeux  d'un  même  groupe,  ou  même  la 
totalité  de  ces  jeux.  C'est  le  moyen  d'effectuer  le  concours  entier 
dans  un  minimum  de  temps. 

Les  Mémoires  et  le  livre  de  M.  D.  André  nous  paraissent  être 
les  premiers  travaux  où  Ton  ait  traité  scientifiquement,  et  dans 
leur  ensemble,  ces  questions  de  la  comptabilité  et  de  l'organisa* 
tion  des  Assauts  complets.  Grâce  à  eux,  ces  questions  ont  pris, 
dans  les  Mathématiques  appliquées,  pour  la  garder  et  s'y  déve- 
lopper, la  place  qu'elles  méritent.  A  la  vérité,  la  comptabilité  des 
Assauts  complets  n'offrant  guère  de  difficultés,  ne  présente  pas, 
au  point  de  vue  mathématique,  un  intérêt  très  grand;  mais  il  en 
est  tout  autrement  de  l'organisation  de  ces  mêmes  assauts.  Les 
deux  problèmes  de  la  disposition  des  jeux  en  série  et  de  leur  dis- 
tribution en  groupes  sont,  en  effet,  deux  problèmes  d'Analyse 
combinatoire,  relatifs  aux  combinaisons  simples  de  n  objets  deux 
à  deux,  et  déjà  assez  difficiles.  La  méthode  donnée  par  l'auteur  en 
Gonstitne  une  solution  complète.  Ils  peuvent,  d'ailleurs,  immédia- 
tement être  généralisés,  et  ils  Tout  été,  par  M.  D.  André  lui- 
même  (*),  en  ces  deux  énoncés  : 

I.  Etant  données  toutes  les  combinaisons  simples  de  n  élé- 
ments p  à  p^  placer  ces  combinaisons  les  unes  à  ht  suite  des 
autres  sur  une  même  ligne,  de  telle  façon  que  deux  combinai- 


'')  Intermédiaire  des  Mathématiciens,  t.  MI.  p.   îGj. 
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sons  consécutives  quelconques  ne  comprennent  jamais  plus  £^^ 

k  éléments  communs; 

II.  Le  nombre  N  des  combinaisons  simples,  p  àp,  de  n  él^^" 
ments  étant  divisible  par  h,  distribuer  ces  fi  combinaisons  en  ' 
groupes  pareils,  c'est-à-dire  en  h  groupes  contenant  tous  ^^* 
même  nombre  de  combinaisons  et  formés  tous  de  la  méi^^^ 
manière  à  l'aide  des  n  éléments  considérés. 

En  marne  temps  que  l'oi^anisalion  des  Assauts  complets  coii=^    ' 

.  dutt  à  la  considération  de  ces  problèmes,  il  est  bien  évident  qu'ell     -* 

touche  à  une  question  très  générale  aussi,  qui  se  présente  souvenv    ' 

dans  l'armée,  la  marine  et  surtout  l'industrie  :  la  question  s!  ïmpor"* 

tante  de  la  formation  des  équipes  et  de  leur  roulement. 


BR105CHI  (Frwcesco).  —  Opbbb  hatheiiatiche  pcbbuutb  m  coba  sn 
CoMiTATo  PBB  LE  Onoraxze  A  Fhakceko  Bbioschi  (  G.  jétcoli,  E,  BelUvmi, 
C.  Colombo,  L.  Cremrma,  C.  Negri,  C.  SckiaparelU).  Tomo  Primo  CM 
Rctralto  di  F.  Briosehi,  in-j-,  Xa-ji6  p.  3JilaD,  U.  Hoepli,  1901. 

Immédiatement  après  la  mort  de  F.  Briosehi,  l'éminent  fonda- 
teur et  professeur  de  Tlnstitut  technique  de  Milan,  de  nombreux 
élèves,  amis  et  admirateurs  de  ce  grand  géomètre  italien,  consti- 
tuèrent un  Comité  chargé  de  recueillir  des  souscriptions  pour 
boDorer  dignement  sa  mémoire. 

Les  sommes  nécessaires  aj^nt  été  rapidement  recnetllies,  les 
souscripteurs  confièrent  à  un  Comité  le  soin  de  les  emplojer  de  la 
manière  la  plus  propre  à  perpétuer  le  souvenir  de  F.  Brioscbï. 

Ce  Comité  décida  d'cmplover  une  partie  de  la  somme  dtspo- 
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el  ressemblant  portrait  de  Brioschi,  qui  est  offert  aujourd'hui  au 
public  savant. 

Le  Comité  avait  délégué  à  MM.  Beltrami  et  Cremona  le  soin  de 
recueilb'r  les  Dorobreux  écrits  que  Brioschi  avait  donnés  dans  les 
différenls  recueils  scientifiques,  de  les  classer,  de  procéder  à  leur 
revision  en  faisant  appel  au  concours  des  amis  et  des  élèves  de 
Brioschi.  C'est  ainsi  qu'ont  été  préparés  les  deux  premiers  vo- 
lumes avec  le  concours  de  MM.  Cerruti,  Bianchi,  Gapelli,  Ger- 
baldi,  I^ria,  Pascal,  Pittarelli,  Reina  et  Tonelli.  M.  Gerbaldi  s'est 
de  plus  chargé  de  la  seconde  et  définitive  revision  de  l'ensemble. 

Après  la  mort  prématurée  de  Beltrami,  le  Comité  a  fait  appel, 
pour  le  remplacer,  aux  professeurs  V.  Cerruti  et  Pascal,  qui 
auront,  avec  M.  Gerbaldi,  à  surveiller  et  à  préparer  le  reste  de  la 
publication. 

On  le  voit,  le  Comité  a  pris  toutes  les  mesures  nécessaires  pour 
remplir  dignement  la  mission  qui  lui  était  confiée  et  pour  élever  à 
la  mémoire  de  Brioschi  un  monument  vraiment  digne  de  ses 
travaux.  11  nous  reste  maintenant  à  faire  connaître  à  nos  lecteurs 
quel  a  été  le  plan  adopté  pour  la  publication  actuelle  dont  la 
disposition  typographique  fera  vraiment  honneur  à  l'éditeur  mila- 
nais, M.  Hoepli. 

On  aurait  pu  classer  les  Mémoires  si  nombreux  de  Brioschi,  soit 
par  ordre  chronologique,  soit  par  ordre  de  matières.  Le  Comité  a 
préféré  adopter  une  méthode  toute  différente  et  rapprocher  tous 
les  Mémoires  publiés  dans  le  même  Recueil;  en  commençant  par 
ceux  qui  sont  les  plus  nombreux  et  qui  ont  été  publiés  dans  les 
Annales  de  Tortolini,  et  ensuite  dans  \e^AnnaliAe  Milan  qui  en 
furent  la  continuation.  A  la  fin  de  la  publication  seulement,  seront 
données  les  classifications  des  Mémoires,  soit  par  ordre  chronolo- 
gique,  soit  par  ordre  de  matières,  en  même  temps  qu'une  élude 
sur  la  vie  scientifique  de  l'auteur. 

1^  premier  Volume,  que  nous  avons  sous  les  yeux,  ne  comprend 
pas  moins  de  54  Mémoires  se  rapportant  aux  sujets  les  plus  variés, 
iious  n'avons  pas  besoin  Ae  dire  que  leur  réunion  intéressera 
vivement  les  géomètres  el  que  leur  lecture  off'rira  le  plus  vif 
luléret.  Ce^  Mémoires  touchent  à  toutes  les  questions  véritable- 
ment importantes.  Les  uns  se  rapportent  à  l'Analyse  infinitési- 
male, à  la  théorie  des  équations   différentielles  et  aux   dérivées 
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partielles,  à  la  théorie  des  séries,  à  celle  des  ïnlégnies  défini^^s 
mais  les  plus  nombreux  traitent  de  différentes  questions  de  G^Sc 
mélrie  infinitésimale,  de  la  théorie  des  déterminanU,  où  Briosc^fc 
a  laissé  une  Irace  si  féconde,  de  la  Mécanique  analytique,  etc.  ^  J 
verra  réunis  avec  plaisir  les  écrits  où  Brioschi,  après  Lagrang^  < 
Bertrand,  est  revenu  sur  l'importante  théorie  des  courbes  taa^bo 
chrones  el  surtout  ses  importants  Mémoires  sur  la  théorie  c:3« 
formes  algébriques  et  sur  la  résolution  de  l'équation  du  ciaqoiè^^si 
degré.  L'étude  de  tous  ces  travaux  sera  éminemment  faite  pc^^u 
donner  aux  jeunes  géomètres  ta  souplesse  et  l'agililé,  la  variété  cl 
connaissances  qui  sont  indispensables  dans  les  recherches.  C'^es 
avec  grand  plaisir  que  nous  avons  revu  au  passage  tant  d'écc~-aLi 
excellents  dont  l'apparition  avait  été  accueillie  avec  faveur  c' 
avait  suscité,  soit  en  Italie,  soit  ailleurs,  de  nombreuses  études. 
Leur  réunion  sous  une  forme  attrayante  renouvellera  leur  effet  e' 
leur  influence,  de  sorte  que  le  Comité,  en  même  temps  qu'il  autr^ 
rendu  à  Brioschi  un  hommage  mérité,  aura  trouvé  moyen  d^ 
rendre  un  incontesté  service  aux  éludes  qui  ont  été  la  prëocea--^ 
pation  de  toute  la  vie  du  grand  géomètre  italien. 

G.  D. 


BUHL  (ADOLPue.).  —  Sua  lbs  éqcations  diffbkbntiblles  bimoltaxkis  n 
L\  FoaMB  m\  DÉaivÉBS  PAariELLES  adjoints.  Paris,  Naud,  1901;  a-f 
de  61  p. 

Le  Travail  de  M.  Bithl  est  relatif  à  l'étude  des  deux  propositions 
suivantes  : 


I.  Etant  donné  un  système  d'équations  différentielles  simuU 
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laquelle  est  une  intégrale  du  système  considéré,  si  ^  en  est  une. 

II.  A  tout  système  que  l'on  sait  intégrer,  tel  que 

dx\        dxi  dxa 

correspond  une  infinité  d'autres  systèmes  de  même  forme,  tels 
que  si  $  est  une  intégrale  de  l'un  deux  la  forme  linéaire 
aux  dérivées  partielles 


àx\             dxf 

"'^^''  âx^ 

enest  une  autre. 

La  première  de  ces  propositions  comprend  comme  cas  particu- 
lier le  célèbre  théorème  de  Poisson  qui,  comme  on  le  sait,  donne 
une  troisième  intégrale  d'un  système  spécial  d'équations  diflTéren- 
lielles,  appelé  système  canonique  dès  qu'on  en  connaît  deux. 

L'auteur  envisage  un  système  non  plus  canonique,  mais  quel- 
conque d'équations  simultanées,  et  arrive  à  donner  un  énoncé 
simple  du  théorème  de  Poisson,  énoncé  s'appliquant  à  un  sys- 
tème quelconque.  Le  théorème  de  Poisson  s'applique  uniquement 
aux  équations  canoniques.  Pour  l'appliquer  à  un  système  quel- 
conque, il  fallait  ramener  ce  système  à  la  forme  canonique.  La 
possibilité  de  cette  transformation  a  été  déjà  indiquée  par  Liou- 
ville  dans  une  Note  du  Journal  de  Afa  thé  ma  tiques.  Mais  cette 
transformation  a  paru  à  M.  Bùhl  peu  avantageuse  en  ce  qu'elle 
consiste  à  introduire  des  variables  parasites. 

Dans  un  premier  Chapitre,   M.  Biihl  s'occupe   des  fonctions 

adjointes  et  de  la  forme  adjointe  d'un  système  d'équations  dilTé- 

reotielles.  Il  a  étudié  en  outre  cette  forme  adjointe  et  en  a  indiqué 

les  principales  propriétés  fondamentales.  L'auteur  établit  ensuite 

la  réciprocité  entre  les  fonctions  adjointes.  En  d'autres  termes, 

si  Y|,  Yj,  . . . ,  Y„  sont  les  fonctions  adjointes  du  système 

dxi        dx^  dxn 

X—  ^  "y      '~~  •  •  •  —  "y      ' 

Xi,  Xj,  . . . ,  Xn  sont  aussi  les  fonctions  adjointes  du  système 


dx\       dx\  dx 

—  =  —         -^ 


n 
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Il  fait  en  particulier,  pour  l'éclaircissement  de  ta  ihéoiie,  one 
application  numérique  au  système  d'équations 

dx     _     dy     _     ds 
y  —  '  ~  t-x~  x—y' 

Enlîn,  dans  un  dernier  Chapitre,  M.  Biilil  étudie  les  équation* 
canoniques,  en  les  considérant  comme  des  cas  particuliers  des 
équations  générales  qu'il  a  étudiées  précédemment.  11  retrouve 
ainsi  les  principales  propriétés  de  ces  équations  particulières. 

En  résumé,  pour  appliquer  le  théorème  de  Poisson  à  un  s^rstème 
quelconque  d'équations  dilTérenti elles,  deux  mojeos  se  présen- 
laiect  à  l'esprit  :  celui  de  ramener  le  système  considéré  1  un 
système  d'équations  canoniques,  ou  celui  de  modifier  l'énoncé  du 
théorème  de  Poisson  pour  le  rendre  applicable  à  un  système 
quelconque. 

C'est  cette  dernière  voie  qu'a  suivie  M.  Bîihi;  la  première,  peut- 
être  moins  avantageuse,  avait  été  déjà  signalée  par  M.  Liouvîlle. 

E.  E. 


MÉLANGES. 


NÉCAHIQDE. 
HOTE  SUR  LA  TENSION  DE  U  TIGE  D'UN  PENDULE  SPEfiRIQUE; 


SAINT-GERMAIN. 


MÉLANGES.  99 

algébriquement  une  double  condition  pour  les  hauteurs  des  deux 
parallèles  entre  lesquels  oscille  le  pendule. 

Soit  M  un  point  pesant,  relié  au  point  fixe  O  par  une  tige 
rigide,  de  longueur  /  et  de  masse  négligeable  :  si  on  lui  donne 
un  mouvement  initial  quelconque,  il  se  meut  sur  une  sphère  et, 
quand  il  est  à  la  cote  z  au-dessous  du  plan  horizontal  mené  par  O, 

sa  vitesse  est  de  la  forme  ^2g{z  —  a),  la  tension  N  de  la  tige  OM 
étant  m^ j • 

Il  s'agit  de  voir  dans  quels  cas  la  valeur  —  de  5  qui  annule 

l'expression  de  N  est  parmi  celles  que  peut  atteindre  la  cote  du 
point  M.  On  sait  que  cette  cote  oscille  entre  les  deux  plus  grandes 
racines  a,  ^,  d'un  polynôme  de  la  forme 

o(z)  a  toujours  trois  racines  réelles  a,  p,  y,  satisfaisant  aux  con- 
ditions suivantes  (Voir,  par  exemple,  M.  Appell,  Mécanique^ 
1. 1,  p.  486)  : 

V  =  — T^:^'         />»>?>-/>  Y,     a>o,     a-+-p>o. 

Pour  que  N  s'annule,  il  faut  qu'on  ai  ta q->>o,  ^ ^<o. 

Si  je  remarque  que  a  est  égal  à  la  somme  des  racines  a,  p,  y,  j'ai 

la  première  inégalité  est  visiblement  toujours  satisfaite  :  consi- 
dérons la  seconde.  Nous  savons  que  la  vitesse  w  au  point  le  plus 

haut  de  la  trajectoire,  où  z=  p,  est  y/2 ^(^  —  a);  on  en  conclut 


f-T-P-|('-S)  =  - 


nous  verrons  bientôt  que  P  doit  être  <o;  cela  étant,  Tinéga- 
lîlé  «v*-f-^p<;o  revient  précisément  à  celle  que  donne  Halphen 
à  la  fin  de  ses  calculs. 
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Mais  Dous  pouvons  aussi  écrire 

P        3    -'  3(a4-P)  • 

pour  que  cette  diOîêrence  soit  négative,  il  faut  que  ^  soit  compris 
entre  les  racines  du  numérateur  considéré  comme  aa  trinôme 
en  p,  savoir 

Il  faut  d'abord  que  p'  el  ^'  soient  réelles,  '^  -j^;  H  doit  des- 
cendre au-dessous  du  parallèle  de  cote  — ^i  dont  le  rajon,  7*  eit 
vu  du  centre  sous  l'angle  de  t  g"  38' 16',  4-  Cette  condition  remplie, 
P'  el  P'  seront  négatives  et  nous  avons  dit  que  P  doit  être  compria 
entre  elles.  Lorsque  p  atteint  ces  limites,  a  est  respectivement 
égal  à  -  p'  ou  à  -  ^''  :  comme  d'ailleurs  ^  est  >o,a  étant  exprimé 
en  fonction  de  1  et  de  p,  on  voit  que,  pour  les  valeurs  ïnteroié- 
diaires  de  p,  a  sera  compris  entre  -^  et  — ^  •  Quand  a  crott  de  —j~ 


Wi 


à  ;,  ?'  décroît  de  —  ^  à  —  /,  ?■  croit  de  —  iïî  S  «éro.  Pour 
X  ^  /,  cas  du  pendule  simple,  a  doit  être  compris  entre  zéro 

et -3;. 

On  peut  dire  enfin  que  la  condition  ?(-9")l>o  suffit  pour 
que  N  passe  par  zéro,  étant  donné  que  ^  —  y,  égal  à  — — ^"~.I  > 
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POUCAULT  (M.)  —  La  Psvciiopiiysiqub.  Thèso  pour  le  doctorat  es  lettres, 
présentée  devant  la  Faculté  des  Lettres  de  l'Université  de  Paris.  Un  vol. 
in-8";49i  p.  Paris.  F.  Alcan,  1901. 

La  Psychophysique,   conçue   comme   une  science  exacte  de 
Vâme  et  du  corps,  a  donné  de  grandes  espérances  a  son  fonda- 
teur, et  peut-être   à    quelques  autres    personnes.   En   resle-t-il 
quelque  chose,  aujourd'hui?  C'est  ce  qu'il  n'est  pas  très  facile 
de  décider,  après  la  lecture  du  consciencieux  travail  que  M.  Fou- 
cault vient  de  consacrer  à  l'histoire  de  celte  curieuse  tentative.  Il 
n'en  reste  peut-être  rien,  au   point  de  vue  philosophique,  et  il 
semble  que  ce  soit  là  l'opinion  des  philosophes;  mais  M.  Fou- 
cault ne  s'est  pas  borné  à  raconter  les  faits,  à  résumer  les  Mémoires 
el  les  conclusions,  telles  quelles,  de  leurs  auteurs,  il  a  voulu  être 
vraiment  l'historien  de  cet  essai  de  science,  et  comprendre  quelle 
réalité  pouvaient  atteindre  les  expériences  et  les  mesures  que  l'on 
avait  faites.  D'après  lui,  cette  réalité  n'est  nullement  Vintensité 
de  la  sensation,  pour  la  bonne  raison  que  cette  intensité  n'existe 
pas  :  la  plupart  des  recherches  psychophysiques  se  rapportent  aux 
erreurs  d'observation,  et  ce  dernier  jugement  est  bien,  en  efTet, 
la  conclusion  qui  semble  se  dégager  de  l'histoire  que  M.  Fou- 
cault a  retracée  avec  une   parfaite  conscience  et  un  grand  luxe 
d^inrormations ;  on  lui  saura  d'autant  plus  gré  de  ces  informa- 
lions  qu'il  faut  plus  de  vertu   pour  aller  les   chercher  ailleurs 
que  dans  son  travail:  en  fait,  ce  sont  les  erreurs  d'observation  qui 
se  trouvent,  d'ordinaire,  avoir  été  étudiées  par  les  psychophysi- 
cfens.  Ceux-ci  ne  s'en  sont  pas  toujours  doutés  et  semblent,  tout 
au  contraire,  s'être  figuré  parfois  que  les  physiciens  et  les  astro- 
nomes, qui  se  sont  toujours  préoccupés  et  se  préoccu  peron  t  toujours 
des  erreurs  d'observation,  avaient,  en  étudiant  ces  erreurs,  fait  de 
la  Psychophysique  sans  le  savoir,  si  bien  que,  d'après  Fcchner,  le 
problème  fondamental   de   la    Psychophysique   aurait  été   résolu 
avant  que  d'être  posé.  Mais  peu  importe  ceux  qui  ont  su,  ou  n^ont 
pas  su,  ce  qu'ils  faisaient.  L'étude  des  erreurs  d'observation  n'en 
ffui(.  des  Sciences  malhem.^  2'  scrie,  t.  \\V.  (Juillcl  lyoï.)  q 
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c.-it  |ins  moins  cnpilalc,  et  il  csl  pciit-ètrc  bon  qu'elle  soit  cnlrc 

I)risc  et  re|ir  se  |)iir  des  esprits  divers  a^aiit  des  habitudes  difle 

renies,  par  des  bomincs  de  science,  rompus  au  maniemect  ies^^^ 
instnnucnls  de  précision  coiiinie  à  l'interprétation  des  tableaux  . — — 
numériques,  par  des  ])Sycliologiies  familiers  avec  les  analjscs-^^^^ 
subtiles,  par  des  pliysiologistes  aussi  qui  connaissent  à  fond  les^^^^ 
organes  des  sens  et  milnie,  s'il  s'en  trouve  après  Helmboltz,  pai—  —  ~ 
des  gens  qui  possèdent  toutes  ces  qualités,  et  d'autres  encore.  C'est=^^KI 

une  simple  truisme  que  de  dire  que  le  progrés  des  sciences  pbjf " 

si(|ucs   csl  lié   aux    résultats    d'une  étude    qui    peut   fournir   les-^^^^ 
moyens    de    diminuer    nu    d'éliminer   quelque    peu    les    erreurs      — 

d'observaliou.  L'imperfection  de  nos  sens  et  des  insirumenis  de  

mesure   ii  joué   un   rôle  utile  <Iaus   la    constitution    des    science!^   — — 

plivsiijues  en  ubiigeani  les  savants  à  porter  uniquement  leur  alten- 

tion  sur  la  partie  lu  plus  grosse  des  |)bénumèues,  et,  pour  ainsi 
diri',  sur  le  proniicr  terme  des  séries  qui  les  représentent  :  aîiisL 
II  pu  naître  et  se  conrirnier  cette  croyance  dans  la  simplicité  dci^ 
lois  naturelles  <]ui  a  soutenu  pendant  longtemjis  l'en ihousi asm e 
des  travailleurs.  Aujounriiui  les  sciences  sont  assez  avancées,  In. 
valeur  tliéoriquo  et  pratique  de  leurs  résultats  est  assez  éprouvée 
pour  ijue  les  travailleurs  puissent  abandonner  cette  croyance 
naïve  :  la  foi  dans  le  délermiuismc  des  pbénomènes  qu'ils  étudient 
leur  suflil  ;  mais  ù  mesure  qu'ils  veulent  jiénétrer  plus  avant  dans 
ces  |)liénom('nes,  ils  diiivonl  inventer  des  procédés  de  mesure  de 
plus  en  plus  précis  :  si  le  mouvement  qu'a  créé  Fecbncr  ne  s'arrile 
pas  et  peniu'l  <ptel<pie  jour  d'obtenir  cctle  précision  désirée,  peut- 
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Daniel  Bernoiilii,  Laplace  et  Poîsson.  Laplace  veut  que  l'on  dis- 
tingue, dans  le  bien  espéré,  la  valeur  relative  de  la  valeur  absolue  : 
«  celles-ci,  dit-il,  est  indépendante  des  motifs  qui  la  font  désirer, 
su  lieu  que  la  première  croît  avec  ces  motifs. 

»  On  ne  peut  espérer  de  rrgle  générale  pour  apprécier  cette 
Taleur  relative;  cependant  il  est  naturel  de  supposer  la  valeur 
relative  d'une  somme  infiniment  petite  en  raison  directe  de  sa 
^'alenr  absolue,  en  raison  inverse  du  bien  total  de  la  personne 
intéressée.  En  effet,  il  est  clair  qu'un  franc  a  très  peu  de  prix 
pour  celui  qui  en  possède  un  grand  nombre  et  que  la  manière  la 
plus  naturelle  d*estimer  sa  valeur  relative  est  de  la  supposer  en 

raison  inverse  de  ce  nombre  »,  et  plus  loin  « mais  l'avantage 

moral  que  peut  procurer  une  somme  espérée  dépend  d'une  infinité 
de  circonstances  propres  à  chaque  individu  et  qu'il  est  impossible 
d'évaluer.  La  seule  considération  générale  que  Ton  puisse  employer 
à  cet  égard  est  que,  plus  on  est  riche,  moins  une  somme  très 
petite  peut  être  avantageuse,  toutes  choses  égales  d'ailleurs.  Ainsi, 
la  supposition  la  plus  naturelle  que  l'on  puisse  faire  est  celle  d'un 
avantage  moral  réciproque  au  bien  de  la  personne  intéressée.  C'est 
&  cela  que  se  réduit  le  principe  de  Daniel  Bernoulli,  principe  qui, 
comme  on  vient  de  le  voir,  fait  coïncider  les  résultats  du  calcul 
avec  les  indications  du  sens  commun,  et  qui  donne  le  mojen 
d'apprécier  avec  quelque  exactitude  ces  indications  toujours 
\'agues  ( * )  ». 

On  voit  combien  les  paroles  de  Laplace  étaient  prudentes  : 
assurément,  il  n'était  pas  dupe  de  la  relation 

X  =  ^  log^ 

entre  lai  fott  une  physique  x  et  Va  fortune  morale  y  ^  qu'il  déduit 
des  principes  précédents.  La  loi  de  Fechner,  qui  relierait  l'inten- 
sité de  la  sensation^  à  l'excitation  x^  a  la  même  forme;  mais  ceux 
qai,  pour  donner  plus  d'autorité  à  cette  loi,  veulent  la  placer  sous 
l'invocation  de  Laplace,  ne  feraient  pas  mal  de  rappeler  la  réserve 
du  grand  géomètre,  et  de  s'en  pénétrer. 
On  trouvera,  dans  le  livre  de  M.  Foucault,  d'intéressants  driails 

(')  CEuvrtt,  l.  VU,  p.  190  el  \\\). 
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sur  les  (lillcrcnts  travaux  dont  les  conclusions  se  rapprochent  plus 

OH  moins  de  la  loi  célùhic  que  F.rnest  Ilenriclt  Weber  a  formulée 

d'une  façon  ptx'cise,   et  sur  laquelle  je   voudrais    m'arrêter  un 

instant. 

Si  l'on  observe  une  quantité  A  qui  varie  très  pen  à  partir  d'nne 
valeur  fixe  a,  nn  ne  s'aperçoit  d'aucun  cKangement  quand  les  varia- 
lions  sont  trt'S  pcliies;  le  cliangemcnt  n'est  apprécié  qu'à  partir 
d'un  minimum  de  variation  de  la  quantité  observée  :  ce  minimum 
percrpt ible  <iéfieni\  de  a,  ei  l'on  peut  ainsi  le  représenter  par  o{a); 
que  ce  ntinimum  perceptible  soil  assez  difficile  à  déterminer,  c'est 
ce  donl  personne  ne  doutera,  cl  ce  que  les  expériences  décrites 
par  M.  Foucault  montrent  clairement.  Il  paraît  toutefois  qu'on  par- 
vient, dans  un  grand  nombre  de  cas,  à  le  mesurer  avec  une  exac- 
titude siitifisunlc.  Les  psjclioplivsicîcns,  Fecliner,  Wundt,  et  bien 
d'autres,  ont  imaginé  et  réalisé  pour  cela  un  très  grand  nombre 
d'expériences,  dont  quelques-unes  sont  fort  ingénieuses.  La  loi  de 
Wcber  consiste  en  ce  que  le  rapport  ^ — ■  est  constant.  Les  expé- 
riences moulrent  que  cette  loi  n'est  qu'approchée.  Qu'il  en  soît 
ainsi,  c'est  ce  ([ni  ne  penl  «.-tonner  personne;  la  façon  approxima- 
tive dont  elle  se  véiilic,  entre  certaines  limites,  n'en  reste  pas 
moins  très  intéressante. 

Fn  dehors  <lu  défaut  de  précision  avec  laquelle  peut  être 
obtenu  le  numérateur  du  rapport  -^ — ,  la  forme  même  de  la  loi 
de  Weber   et  la  gi'iiOralité  avec  laquelle    on   prétend    l'énoncer 
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certains  cas,  il  y  a  àes  modes  de  mesure  qui  s'imposent  naturelle- 
ment, en  quelque  sorte.  S'il  a  à  mesurer  une  longueur,  un  physi- 
cien prendra,  par  exemple,  une  règle  divisée  en  millimètres;  il  ne 
lui  viendra  pas  à  l'esprit  de  prendre  une  règle  où  seraient  marqués, 
à  la  place  des  nombres  de  millimètres,  les  logarithmes  de  ces 
nombres;  mais  chacun  sait  que,  pour  bien  des  quantités,  la  gra- 
duation est  arbitraire,  et  les  raisons  plus  ou  moins  profondes  qu'il 
y  a  pour  adopter  une  graduation  plutôt  qu'une  autre  ne  sont 
point  en  cause  ici.  Ce  qui  importe  essentiellement,  c'est  de  faire 
correspondre  toujours  le  même  nombre  à  la  même  quantité,  et 
toujours  un  plus  grand  nombre  à  une  quantité  plus  grande.  Les 
nombres  que  l'on  fait  ainsi  correspondre  aux  divers  étals  de  la 
grandeur  ne  sont  pas,  à  proprement  parler,  des  mesures  de  ces 
états,  comme  dans  le  cas  des  longueurs,  mais  des  signes,  au 
moyen  desquels  on  marque  et  Ton  reconnaît  ces  états.  Si  la  loi 
de  Weber  reste  à  peu  près  vraie,  entre  certaines  limites,  pour  des 
phénomènes  d'ordre  très  différent,  cela  tient  sans  doute  à  ce  que, 
sous  des  conditions  mathématiques  bien  connues,  la  graduation 
adoptée  est  à  peu  près  indifférente  :  si  l'on  reste  entre  des  lin)ites 
où  les  différences  entre  les  nombres  marqués  sur  la  première 
échelle  sont  proportionnelles  aux  différences  entre  les  nombres 
correspondants  marqués  sur  la  seconde  échelle,  il  peut  être  indif- 
férent d'adopter  une  échelle  ou  une  autre.  Mais  si  c'est  grâce  à 
celte  raison  que  la  loi  de  Weber  reste  vraie,  son  caractère  appa- 
raît clairement  :  elle  ne  peut  être  qu'une  loi  grossièrement 
approchée;  au  reste,  en  consultant  les  nombreux  Tableaux  con- 
tenus dans  le  Livre  de  M.  Foucault,  on  reconnaîtra  que,  sur  ce 
point,  pour  parler  comme  Laplace,  les  résultats  de  l'expérience 
coïncident  avec  les  indications  du  sens  commun. 

Ces  indications,  que  j'ai  essayé  de  développer,  supposent  que 

dans  le  rapport qui  figure  dans  la  loi  de  Weber,  le  dénomina- 
teur a  est  une  de  ces  dilTércnces,  dont  il  vient  d'élre  question,  et 
qui  pourraient  être  remplacées  sans  inconvénient  par  des  diffé- 
rences |)roportionnelles.  Dans  un  passage  de  son  IJvre,  lorsqu'il 
parle  de  la  clarté  des  perceptions  différentielles  (p.  293), 
M.  Foucault  regarde  effectivement  comme  une  différence  le  dénc- 
ininateur  du  rapport  :  mais  il  ne  paraît  pas  que  beaucoup  de  ceux 


i(>C  l'RE.MlÈRË  PARTIE. 

(]ui  ont  élixlié  la  loi  de  Wcbcr  se  soienl  préoccupés  de  ce  point  : 
uii  est  le  zéro,  l'orijjine  .de.,U- grandeur  \,  mesurée  par, le  nombre  « 
f|iii  ligure  dans  le  rapport?-^?  J'en  tends  bien  que,  pour  certaines 
grandeurs,  les  longueurs  par  exemple,  il  y  a  un  zéro  Daturel', 
mais  l'on  sait  assez  cjit'il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  Les  ps^cho- 
])li}'stcicns  appellent  hiibilucllement  cette  grandeur  A,  que  l'on 
veut  mesurer,  Vcxcitalion;  a  est  la  mesure  de  l'excitation.  Cette 
terminologie  est  assez  fAcliense,  et  l'on  ne  voit  guère,  à  A'rai  dire, 
en  (jnoi  une  longueur  de  lo"""  est  plus  excitante  qu'une  longueur 
de  :"(""";  quoi  qu'il  en  soit,  c'est  peut-être  l'emploi  de  ce  terme, 
dont  je  ne  craindrai  pas  de  me  servir  dans  la  suite,  qui  a  empêché 
les  psychoplijsiciens  de  se  poser  celte  question  ;  où  est  le  léro  de 
l'cxcitalior)?  la  réponse  sous-entendue  triait  trop  claire  :  l'excita- 
lion  est  nulle  (|unnd  uoiis  ne  percevons  rien,  dans  le  silence  s'il 
s'agit  de  son,  dans  l'obscurité  s'il  s'agit  de  lumij:re;  il  j  aurait  à 
iliie  sur  celte  rrponse  (pic  je  prèle  bénévolement  à  des  gens  qui 
n'y  ont  peul-èire  pas  pensé,;  car,  enfin,  s'il  sagit,  par  exemple,  de 
la  baulcnr  di^s  sons.  >-  aitra;t-il  deux  zéros,  là  où  nous  commen- 
i;i>us  de  ppivevoir  les  sons,  et  là  où  nous  cessons  de  les  entendre, 
grâce  à  leur  iicuilé?  Mais  laissons  ces  cas  singuliers;  même  s'il  v  a 
une  nrisine  naturelle,  ce  n'est  peut-être  pas  à  partir  de  cette  ori- 
;;ini'  qu'il  ronvient  de  compter  les  excitations,  et  il  semble  que 
Li  loi  de  \\  cber,  en  rudmellani,  donne  un  renseignement  sur  la 


'  de  l\>] 


t  d'adopter.  Si  le  rapport  2JL  reste 
Ile  en  un'nie  temps  que  st;  d'uù  il 
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des    recherches  sur  le   maximum  de  la  sensibililë   qu*a  relatées 
M.  JFoucauh,  c'est  ce  que  je  me  garderais  bien  d'affirmer. 

i^iioi  qu'il  en  soit,  c'est  de  cette  loi  de'Weber,  regardée  comme 
g^énérale,  que  Fechner  est  parti;  il  en  a  transformé  l'expression 
g^râce  à  une  hypothèse,  ou  à  une  affirmation,  que  je  n'ai  jamais  pu 
regarder  que  comme  une  pure  définition  :  cette  affirmation,  c'est 
que  le  minimum  perceptible  o(a)  correspond  à  des  accroissements 
égaux  de  l'intensité  de  la  sensation.  <(  La  différence  de  sensation, 
dii-iJ,  reste  égale  quand  le  rapport  des  excitations  reste  égal  »,  et 
ailleurs  «  Une  différence  entre  deux  excitations,  différence  que 
Fon  peut  regarder  comme  une  addirion  positive  ou  négative  à 
Fune  ou  à  l'autre  des  excitations,  est  toujours  sentie  comme  égale- 
ment grande,  ou  bien  donne  la  même  différence  de  sensation:,  le 
même  accroissement  de  sensation,  si  son  rapport  aux  excitations 
entre  lesquelles  elle  existe  reste  constant,  de  quelque  façon  que  sa 
grandeur  absolue  se  modifie  (').  »  Si  ces  affirmations  avaient  un 
sens  précis,   et  si  elles  étaient  vraies,  il  est  bien  évident  que  le 
nombre  qui  mesure  l'intensité  de  la  sensation  serait  proportionnel 
au    logarithme  du  nombre  qui  mesure  l'intensité  de  l'excitation; 
mais  les  mots  dijférence  et  accroissement  de  la  sensation  n'ont 
pas  de  signification  claire  :  en  tous  cas  ils  n'ont  pas  par  eux-mêmes 
de   signification  mathématique;  sans  doute  nous  parlons  bien  de 
la  difTérence  entre  une  sensation  et  une  autre  sensation,  comme 
nous  parlons   de  la  différence  entre  une  vache  et   un  ruisseau; 
celle  différence-là  n'a  rien  à  faire  avec  la  soustraction;  de  même 
pour  l'accroissement,  il  n'est  nullement  conçu  comme  résultant 
d'une  addition.   Ces  mots  ne  peuvent  prendre  une  signification 
mathématique  qu'en  introduisant  des  délinitions.  C'est  la  façon 
même  dont   Fechner   déduit   sa   loi   logarithmique  de  la  loi  de 
Weber  qui  peut  nous  renseigner  sur  le  sens  de  ces  définitions.  Je 
modifierai  quelque  peu,  d'ailleurs,  la  forme  de  cette  déduction, 
mais  avec  le  seul  désir,  si  je  Tai  bien  comprise,  de   mettre  en 
inmière  les  conventions  qu'elle  implique. 

Admettant  qu'à  chacune  des  sensations  qui  correspondent  aux 

diverses  valeurs   a   de   l'excitation    A   corresponde   un    nombre 

r  ^/"(^t),  ce  nombre  devra  rester  le  même  tant  que  A  reste  com- 

<')  EUmente  der  PsyckophysUi,  p.  i34,  citation  de  M.  Foucault. 
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pris  entre  a,  ei  a  +  ^(a),  puisque,  alors,  la  scnsalion  reste  la 
même;  il  devra  changer  quand  A  atteint  n  +  tf^et),  et  deviendra 
afors  fi'î=/[a  +  ç{a)]-  Fecliner  admet  que  la  difTéreDce 

P'-P=/[«^-9{«)]-/C») 

est  indé[)CntlBnte  de  x;  il  est  clait  que  c'est  là  une  condition, 
imposée  arbitrairement,  et  par  définition,  à  ce  qu'il  appellera 
Vinlensilé  ^  de  la  sensation  :  celte  définition  semble  avoir  été 
justifiée  par  la  vue  suivunie  :  la  diUéreuce  (an  sens  vague)  entre 
les  sensations  qui  correspondent  aux  excitations  a  et  x  +  f  (a)  est 
éj-alement  sentie,  quel  que  soit  a;  les  mots  également  sentie 
veulent  dire,  en  admettant,  bien  entendu,  la  loi  du  seuil,  que  l'on 
ne  s'upcrroit  d'aucune  difTérence  (au  sens  vague),  que  la  sensation 
reste  la  même,  tant  que  l'cxciialion  variant  l'i  partir  de  at,  on  n'a 
pas  atteint  la  v.ilcur  a  +  o(x),  et  au  contraire,  qu'on  ii'aperçoil 
de  quelque  chose,  que  la  sensation  change,  dès  que  l'on  atteint 
celte  valeur,  et  cela  quel  que  soit  a.  :  en  remplaçant  alors  la  diOTé- 
rcnce  (au  sens  vii^ue)  par  une  dilTérence  arithmétique,  et  les  mois, 
vafjues  aussi,  également  sentie  par  le  signe  =,  on  parvient  à 
l'énoncé  matliéinattque  qui  précède.  Qui  ne  voit  là  des  conven- 
tions arbitraires?  Les  convenlions  sont  libres,  et  si  Fecliner  s'était 
borné  à  dire  (pie  les  siennes  élaienl  les  plus  simples  de  toutes,  et 
mémo  ualurelles,  il  n'v  aiirnil  eu  qu'à  ju^ier  In  valeur  des  conclu- 
sions qu'il  en  aurait  tirées;  tuais  il  v  a  ipielque  exagération  à  les 
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lensîlé  de  la  sensation  par  la  formule  précédenle  (*)  et  à  justifier 
cette  définition  par  quelques  considérations  que  le  lecteur  ne 
regardera  peut-être  pas  comme  dénuées  de  toute  valeur,  bien 
qu'il  s'y  mêle  quelques  confusions  de  mots.  Le  caractère  de  la  loi 
de  Fechner  apparaît  nettement  dans  une  application  que  Ton 
en  fait  en  Astronomie;  j'emprunte  au  Cours  d* Astronomie  de 
M.  Baillaud  (^)  les  quelques  lignes  qui  suivent.  Il  s'agit  de 
Véchelle  des  grandeurs  des  étoiles  : 

«  L'échelle  des  grandeurs,  depuis  l'invention  des  télescopes, 
a  été  prolongée  successivement  par  d'habiles  observateurs  qui, 
dans  notre  siècle,  se  sont  accordés  mieux  que  l'on  ne  pourrait  le 
cTo'm  a  priori.  Il  est  à.  signaler  cependant  que  la  plupart  des 
étoiles  de  6*  grandeur  du  Catalogue  de  Lalandc  sont  notées  à 
la  j*  grandeur  par  Piazzi.  Les  mesures  photomélriques  faites 
depuis  un  petit  nombre  d'années  par  des  méthodes  très  diverses 
ont  donné  des  résultats  peu  difierents  de  ceux  qu'avait  obtenus 
Argelander  à  Bonn  par  l'estimation  directe. 
»  On  pourrait  aujourd'hui  adopter  la  définition  suivante  : 

»  La  différence  AM  des  grandeurs  de  deux  étoiles  d^ éclats  A 
et  B  est 

»  Celte  règle,  proposée  par  Pogson,  indique  que  les  grandeurs 
croissent  en  progression  géométrique.  La  différence  d'une  gran- 
deur correspond  à  un  rapport  d'éclats  égal  à  10®'^  ou  sensible- 
ment 2,5.  » 

11  n'est  pas  douteux  que  cette  définition ,  arbitraire  si  l'on 
▼eut,  est  justifiée,  dans  une  certaine  mesure,  par  le  classement 
des  étoiles  en  étoiles  de  première,  seconde,  troisième,  etc.,  gran- 
deurs, et  par  ce  fait  que  la  série  des  grandeurs,  qui  constitue 
nne  progression  arithmétique,  correspond,  au  moins  grossière- 
ment, à  une  progression  géométrique  d'intensités  lumineuses, 
mesurées  par  la  photométrie.  Ce  dernier  fait  était,  pour  Fechner, 
lin  argument  essentiel  en  faveur  de  sa  théorie,  pour  les  besoins 


(')  ^«vue Scientifique,  2«  série,  t.  VIII,  p.  877;  1875. 
(')  Seconde  Parlie,  p.  /|8'|. 
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<ln  la<]iiel)c  il  n'a  sAretnent  pas  été  inventé.  Il  n'esl  vrai  sans 
tloittt!  (|nc  grossièrement,  et  encore  convient-il  d'ajouter  que 
VccliU,  pour  ce  qui  est  des  étoiles,  dont  les  rayons  lumineux. 
Hoiit  trt'S  (lilTi-rcmment  constitués,  n'est  pas  une  quantité  bien 
ilélinifî.  Si  celle  notion  de  Viciai  élait  précise,  la  délinîtion  de 
l'ngson,  qui  ne  dilTèrc  pas  de  celle  de  Fecliner,  transformerait 
rn  loi  précise  nn  fait  grossier.  Qu'y  a-t-il  dans  ce  fait?  Mais,  aussi 
l)lon,  y  n-l-il  quelque  chose,  autre  qu'une  règle  mnémonique, 
(Iniis  In  loi  de  Bode  sur  les  distances  des  planètes  au  Soleil? 

Kii  rcslniit  dans  le  classement  des  étoiles  en  diverses  grandeurs, 
on  peut  s'niniiser  à  clicrclier  des  lois  analogues  à  celle  que 
l'VrliniT  prisait  si  haut,  comme  apportant  à  ses  vues  une  éclatante 
l'onlirinalion.  Kn  reprenant,  par  exemple,  le  dénombrement  des 
^liliit,"!  ('toiles  de  la  Honnerdurchmusterung  qu'a  fait  Littrow, 
on  remurcjumi,  si  l'on  veiil,  que  les  nombres  d'étoiles  de  gran- 
deur au  moins  é^alo  à  In  seconde,  à  la  troisième,  à  la  quatrième,  etc., 
fiirnienl  griis>ièrenienl  une  progression  géométrique  de  raison  3, 5. 
\  eut-on  aller  plus  loin?  on  remarquera  que  3,5  ne  dilTére  pas 
l>e»ueoup  du  mindire  .'t.  i,  loquet,  d'après  M.  Baillaud  ('),  est,  à 
peu  près,  le  rapport  des  temps  de  pose  pliotographique  qui,  pour 
une  uxSue  étoile,  correspond  au  passage  d'une  étoile  à  l'autre.  Il 
>ei'nit  évidi-mmout  imprudent  de  tirer  des  conclusions  théoriques 
de  fitii«  aussi  jjmssiors, 

l'"e»-h»er  s'osi  cuivrt'  de  sa  loi  logarithmique,  cl  ce  breavag«  lui 
a  pnieinV  de>  i-i^vo»  liifarivs  et  qui.  sans  doute,  lui  paraissaient 
mbrass*'  l'homme  tout  «■niier,  | 
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élail  réellement  le  plus  lourd  :  on  pourrait  croire  que  cette  con- 
naissance exerçait  une  influence  sur  le  jugement;  mais  Fechner 
affirme  qu'il  n'en  était  rien.  «  On  s'en  tient,  déclare-t-il,  à  ce  que 
disent  les  sensations  comme  à  quelque  chose  d'objectif  (*)  ». 
Après  tout,  il  avait  peut-être  raison,  et  les  observations  qu'il 
faisait  sur  lui-même,  avec  une  si  parfaite  naïveté,  valaient  peut- 
être  mieux  que  les  réponses  arrachées  par  d'autres  savants  à  la 
complaisance  inconsciente  ou  malicieuse  de  leurs  aides  ou  de 
lexirs  sujets. 

En  parlant  de  la  loi  de  Fechner,  j'ai,  pour  me  conformer  à 
Fusage,  employé  les  mots  excitation,  sensation.  Mais  M.  Fou- 
cault observe  très  justement,  à  ce  qu'il  me  semble,  que,  dans  les 
expériences  que  l'on  a  faites  à  propos  de  cette  loi,  il  ne  s'agit  pas 
de  sensations  à  proprement  parler,  mais  bien  de  perceptions,  de 
jugements  portés,  non  sur  nos  propres  sensations,  mais  sur  la 
grandeur  d'objets  extérieurs.  S'il  en  est  ainsi,   tout  l'édifice  de 
Fechner  s'écroule,  car,  si  nous  ne  savons  guère  ce  qu'est  l'inten- 
sité d'une  sensation,  nous  ne  savons  pas  du  tout  ce  qu'est  l'inten- 
sité d'une  perception.  Dire  qu'un  jugement  est  plus  grand  qu'un 
aulre,  parce  que  nous  jugeons  qu'un  objet  est  plus  grand  qu'un 
autre,  serait  assurément  parler  d'une  façon  peu  raisonnable.  11 
peut  bien  entrer  dans  la   perception  des   éléments   mesurables 
(comme  la  durée),  et  M.  Foucault  en  énumère  un  assez  grand 
nombre,  dont  quelques-uns  sont  assez  mal  définis,  mais  le  juge- 
•nenl  lui-même  est  une  opération   trop  complexe  pour  que   le 
nombre  lui  soit  applicable.  Dans  cette  opération,  la  sensation  que 
nous  éprouvons,  et  son  intensité  (si  elle  en  a  une),  interviennent 
^ans  doute,  mais  mêlées  à  bien  d'autres  éléments,  en  particulier 
aux  images  que  nous  fournit  la  mémoire.  La  prétention  de  dégager, 
de  celte  opération  compliquée,  la  pure  sensation,  semble  insou- 
tenable. 

Si  même  cela  était  possible,  le  nombre  serait-il,  même  théori- 
quement, applicable  à  la  sensation?  En  d'autres  termes,  celle-ci 
a-l-elle  une  inlensité?  M.  Foucault  le  nie  absolument  (-).  Peut- 
être  convient-il  de  faire  sur  ce  point  quelques  réserves.  Sans  doute 

(])  ï-ourACLT,  p.  39. 

(*)  î^afjcs  aO-;;  ailleurs  (p.  i4'i)j  »'  csl  un  peu  moins  radical. 
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la  sensation  n'appartient  pas  à  cette  classe  tie  grandeurs  donl  on 
|)out  (lélinir  l'égalilé  et  l'addition,  et  auxquelles  l'idée  de  mesure 
est  directement  applicable  (■).  Rien  n'autorise  à  affirmer  qu'elle 
soit  homogcne  et  que,  lorsqu'elle  se  renforce,  quelque  chose  de 
pareil  à  ce  qu'elle  était  s'ajoute  à  elle.  Si,  en  changeant,  elle 
change  de  nature,  elle  ne  reste  guère  comparable  i  elle-même. 
Tout  cela  est  entendu.  Toutefois,  il  suffirait,  en  considérani  des 
sensations  d'une  certaine  espèce,  que,  de  deux  sensations  de  cette 
espèce,  l'une  pût  être  regardée  comme  égale,  inférieure  ou  supé- 
rieure à  l'aulre,  en  supposant  vérifiées  les  conditions  qu'implique 
l'usage  de  ces  mots,  pour  que  le  nombre  s'appliquât  à  ces  sensa- 
tions, pour  que  chacune  d'elles  pût  être  numéroléc,  spécifiée 
et  reconnue  par  son  nombre.  Il  ne  faut  jias  s'étonner  que  M.  Fou- 
cault n'ait  su  démontrer  ni  la  possibilité  théorique  ni  l'impossi- 
bilité d'une  correspondance  entre  la  sensation  et  le  nombre.  Au 
reste,  si  mèntc  la  possibilité  lliéorique  d'une  (elle  correspondance 
était  établie,  la  possibilité  d'une  Psychophysique  n'en  résulte- 
rait nullement  :  car  s'il  s'agit  d'une  sensation  à  peu  près  pure, 
à  laquelle  ne  se  mêle  aucune  perception  claire,  le  moyen  d'établir 
une  relation  entre  colle  sensation  et  l'excitation  apparaît  encore 
moins  que  le  nioven  de  graduer  la  sensation.  Il  ne  viendra  sans 
<loutc  à  personne  la  prétention  de  chercher  une  relation  numé- 
rique entre  riiilensité  d'un  mal  de  dents  et  la  nature  de  l'abcès 
qui  le  cause.  S'il  s'agit,  comme  dans  les  expériences  que  r«late 
.M.  Foucault,  de  sensations  qui  sont  masquées  par  les  perceptions 
correspondantes,  où  notre  attention  est  ii\ée  sur  le  dehors,  non 
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diflerence  entre  la  quantité  qui  est  l'objet  réel  de  la  perception  et 
ta  c|uantîté  qui  est  indiquée  comme  égale  à  la  première  :  c'est  à 
peu  près  la  même  chose  que  ce  que  Ton  appelle  d'habitude  erreur 
cT observation;  mais  quand  on  parle  d'observations,  on  entend 
habituellement  des  mesures  faites  avec  des  instruments  plus  ou 
moins  compliqués,  et  Terreur  dépend,  d'une  part  des  instruments, 
d'autre  part  de  nous-mêmes  et  de  nos  sens.  C'est  cette  dernière 
partie  de  l'erreur  que  l'auteur  entend  étudier,  et  l'introduction 
d'uD  mot  nouveau  n'est  pas  à  blâmer.  La  clarté  des  représentations 
est,  par  définition,  inversement  proportionnelle  à  l'erreur  de  re- 
connaissance qu'elles  nous  font  commettre.  Ainsi,  comme  je  le 
disais  en  commençant,  la  Psjchophjsique,  d'après  l'auteur,  abou- 
tirait à  une  théorie,  ou  au  moins  à  une  étude  des  erreurs. 

Sans  doute,  l'erreur  de  reconnaissance,  ainsi  définie,   est  un 

élément  phvsique,  susceptible  d*étre  étudié  et  mesuré.   11  reste 

fort  compliqué.  Il  dépend  de  réchelle  de  mesure.  Si  l'on  entend 

que  l'observateur  n'a  pas  cette  échelle  à  sa  disposition,  l'erreur 

de  reconnaissance  dépendra  de  la  mémoire  de  cet  observateur; 

s  H  Ta  sous  les  jeux,  sans  pouvoir  l'appliquer  à  la  quantité  (|u'il 

*'^wt  mesurer,  l'erreur  de  reconnaissance  dépendra  de  réloigne- 

'neni  de  l'objet  à  mesurer  et   de   rinstrurnent  de    mesure.   S'il 

applique  celui-ci  à  celui-là,  le  problème  change  encore. 

Quoi  qu'il  en  soir,  le  livre  de  M.  Foucault  constitue  un  effort 
'"^^Hloire  pour  débrouiller  une  matière  très  obscure.  11  vaut  non 
seulement  par  les  idées  propres  de  raulcur,  mais  encore  par  la 
"*^sse  de  renseignements  qu'il  contient.  S*il  nous  raconte  l'his- 
loire  d'une  chose  morte,  l'auteur  peut  se  dire  que  les  choses 
«nories  sont  l'objet  de  Thisloire  ;  si  la  Psjchophysiqiic,  en  se 
t-t^nsformant,  est  susceptible  de  revivre,  je  souhaite  que  M.  Fou- 
^^uli  V  contribue. 

J.  T. 


l'IlËMIÈKB  PAUTIE. 
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SUR  UN  CAS  DE  RËDDCTIBIUTÉ  DES  IMTeGRALBS  ABSUBUHBS; 
Par  m.  ).  DOLD.NIA.. 


1.  Je  me  propose  ici  <!e  donner  quelques  nouveaux  exemples 
de  la  réduclibilité  des  intégrales  abélienncs  aux  intégrales  ellip- 
tiques. Suivant  la  roétliodc,  exposée  ci-après,  on  peut  former  un 
grand  nombre  d'iuicgralcs  réductibles;  entre  autres,  entrera  dans 
celle  catégorie  le  cas  indiqué  par  Hermite  ('). 

Prenons  l'éqnaiion 


(') 


«■>-+-  3aJ!*-t-36:r-t-  c^y*, 


déliiiissanl  entre  X  et  j- une  dépendance  du  premier  genre.  Si  nous 
considérons  x  comme  une  fonction  de  y,  les  points  critiques 
seront  donnés  par  l'équation 

(a)  x»-t-ian-6  =  o, 

dont  nous  désignerons  les  racines  par  x, ,  Xt,  de  sorte  que 

ari-i-  3^1  =  — "2(1,        x,rt=  b. 

l'ar  conséquent,  l'équation  (i)  fournit  deux  nouvelles  équations 
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d'où 


=  /7^4-  (5a6--4a3— 2c)7»-i-(4a3c  — 3tt*^  -h  46'  — 5a6c). 


DiflerentiaQl  Téqualion  (i),  nous  avons 

3  a:'-+-2aa:-i-6 


*  /j7*-+- 3aj7*-h  36  a? -h  c 


=  rf^. 


Par  conséquent, 


/ 


dx 


v/(x»-h3aiF'-T-  3  6x-h  c)(a7*-+-  lax  -\-  ^b  ~-'ia^) 


H-  (5a6  —  4^' —  'i'C)y^-h  (\a^c  —  3  «'6-1-4  6' —  'jabc) 


Posant  ici 


a  =  o, 


nous  avons  le  cas  indiqué  par  Hermite 


(3) 


/ 


v/(ar»-h36 


dx  ^    r  dy 

X -i- c){x^ — 4^)       J     vV*  — 2C^*-h4  6* 


2.   Prenons  maintenant  Téquation 


(A) 


a?*  -H  2  a  07'  H-  4  6  a:  —  ^, 


déGnissant  entre  x  et^  une  dépendance  unicursale.  Si  nous  con- 
sidérons X  comme  une  fonction  de  y^  les  points  critiques  de 
Péquation  (4)  seront  donnés  par  l'équation 

(5)  ar'-h  aa? -f- 6  =  o, 

dont,  nous  désignerons  les  racines  par 

X\^       Xj,       Xi^ 

de  sorte  que 

ari -h  Xj -H  a?j  =  o,         XiXi-\- XxX^-^  x^x^^^  cty         X\XiX:i=^ — b. 

De  l'équation  (4)  nous  tirerons  trois  nouvelles  équations 


{X  —  XiY{x^-r-  IXxX  -r-  la  -\-Zx 

{x  —  Xj)^{x^-^7.xiX  -^  ia  -^'ix 
(x  —  Jrs)'(j:'-f-  ÎX3X  -h  ia  -^  3x 


)r=J-f-(3x 

)=7-h(3x 
)  ^y-^Cix 


2ax\)y 


-4-  •j.axl)y 


-xar]). 


Multipliant  ces  équations  et  remplaçant  tes  fonctions  sjrmétrlqv 
des  racines  par  les  coefRcients  de  l'équation  (5),  nous  obteno 


lofta-'-K  5a'3-'  +  i8(ifrn-aa'+^76' 


1-  (a'-i-  i8oi' J^  +  a«'6»-t-  «76». 
DifTércntiani  maintenant  l'équation  (4).  nous  trouvons 
a  X*  +  ax  +  l>)dx  =  ify. 


C'est  pourquoi 


dx 


J    /x*  +  4a2r*-no6ar»-i-  5a»j:'+ i8aix-)-2a»-t-a7é* 

Si  n  =  o,  nous  obtenons  un  exemple  intéressant  par  sa  sii 
plii;ilé 

Ici  la  ri'diiclioD  s'obtient  par  la  subslilnlion 
l'ar  conséqueni,  l'intégrale 


// 


ramène  à  une  intégrale  elliptique  si 
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STRDTT (John-William),  Baron  RAYLEIGH,  D.  Se,  F.R.S.,  Honorary  Fcllow 
ofTrinity  Collège  Cambridge,  Professor  of  nalural  Philosophy  in  Iho  Royal 
Institution.  —  Scientific  papers.  Vol.  II,  1881-1887,  Cambridge.  At  liie 
University  Press,  1 90 1 . 

Le  Tome  II  des  Travaux  Scientifiques  de  Lord  Bayleigh, 
qui  vient  de  paraître,  renferme  (en  698  pages  grand  in-4")  les 
Mémoires  publiés  par  TAuleur  de  1881  à, 1887. 

En  voici  la  brève  préface  : 

Plusieurs  des  Mémoires  de  ce  VolumCy  relatifs  aux  unités 
électriques,  ont  été  écrits  en  collaboration  avec  le  professeur 
Schuster  et  avec  Mrs  Sidgwick.  Il  est  peut-être  bon  de  rap- 
peler au  lecteur  qiCà  V époque  de  ces  recherches,  la  valeur  de 
l'ohm  était  incertaine  à  près  de  4  pour  100,  et  que  la  va- 
leur de  l'équivalent  électrochimique  de  ^argent,  générale- 
ment  adoptée  à  cette  époque,  différait  de  2  pour  100  de  la 
valeur  à  laquelle  nous  sommes  arrivés. 

Ce  que  Lord  Rajleigh  ne  dit  pas,  c'est  qu'après  ses  propres 
recherches,  Téquivalent  électrochimique  de  l'argent  se  trouvait 
connu  à  moins  de  i  pour  1000  près,  précision  vingt  fois  supé- 
rieure à  celle  qui  avait  été  obtenue  avant  lui. 

Ce  que  Lord  Rayleigh  ne  dit  pas  non  plus,  c'est  que  les  nombres 
qu'il  a  fournis  dans  ses  déterminations  de  l'ohm  sont,  peut-être, 
les  plus  dignes  de  confiance  que  nous  ayons.  En  tous  cas  ils  se 
tiennent  à  quelques  dix  millièmes  des  meilleurs  résultats  connus. 
Ainsi,  les  Travaux  de  Lord  Rayleigh  sur  les  unités  électriques 
sont  tout  à  fait  de  premier  ordre.  Leur  réimpression  constitue  le 
principal  intérêt  de  ce  Volume.  Ils  en  occupent  près  de  la  moitié; 
plus  de  la  moitié  même,  si  l'on  y  joint  une  douzaine  de  courts 
Mémoires  concernant  l'Électricité. 

En  dehors  de  deux  discours  inauguraux,  le  reste  de  l'Ouvrage 
se  rapporte  au  groupe  :  Hydrodynamique,  Optique,  Acoustique- 
vibrations;  la  plupart  des  Mémoires  sur  l'Acoustique  et  les  vibru- 

Butt,  de*  Sciences  mathém.j  1*  série,  t.  XXV.  (  AoiU  1901.)  10 
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tions  se  retrouvent  dans  la  deuxième  édition  de  la  Théorit 

son. 

Parmi  bien  d'autres  Mémoires  importants,  je  sîgoalerai  m 
ment  l'article  Optique  de  V Encyclopédie  Britannique,  trè»  : 
ressant  et  très  élevé,  sous  une  forme  tris  élâmenlaire.  On 
avec  intérêt  l'étude  sur  le  vol  plané  des  oiseaux  oh  l'Aoteur 
cule  que  si,  imitant  l'oiseau,  l'homme  voulait  se  soutenir  i 
l'air  par  la  rotation  d'une  hélice  qu'il  actionnerait  par  ses  pro 
forces,  il  devrait  être  muni  d'une  hélice  de  90"  de  diamètre. 

. .  .Quelle  belle  chose  que  la  slalistique!  Ce  Volume  reofi 
environ  1 5o  Mémoires  scientifiques.  Lord  Ray leigh  publiait  di 
en  moyenne,  un  Mémoire  scientifique  tous  les  dii-sept  jours. 

H.  A. 


H.  POINCaRË,  Membre  de  l'insiilut.  —  Couas  pb  Pbtsiqck  vathAmati 
Électricité  et  Optique.  —  La  lumière  et  les  théories  électrodynsmiq 
Leçons  professées  à  la  Sorbonno  en  1688,  iSgo  et  1899.  Deuxièiae  édJI 
revue  et  complétée  par  /.  Bloiulin  et  E.  A'éeuUéa.  Paris,  Georges  C 
et  C.  Naud,  éditeurs,  3,  rue  Racine,  1901. 

«  Ce  Livre  contient  le  résumé  des  leçons  que  j'ai  professéi 
la  Sorbonne  en  t888,  en  1890  et  en  1899,  dit  M.  Poincaré  d 
l'Averti ssemeo t.  Mes  cours  da  1888  et  de  1890  ont  déjà  éU 
bliés,  mais  l'édition  étant  épuisée,  je  ne  croîs  pas  inutile  de 
faire  réimprimer  avec  quelques  remaniements  et  modiCcalif 
J'en  ai  seulement  supprimé  ce  qui  se  rapportait  aux  expértei 
de  Hertz;  car  j'aî  eu  l'occasion  de  revenir  avec  bcaucou[] 
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J'j  compare  les  différentes  théories  relatives  à  l'éleclrodynamique 
des  corps  en  mouvement  et  dont  les  principales  sont  celles  de 
Hertz,  de  Lorentz  et  de  Larmor. 

»  Bien  qu'aucune  de  ces  théories  ne  me  semble  entièrement 
satisfaisante,  chacune  dalles  contient  sans  doute  une  part  de  vérité 
et  la  comparaison  peut  être  instructive. 

»  De  toutes,  celle  de  Lorentz  me  paraît  celle  qui  rend  le  mieux 
compte  des  faits. 

»  Depuis  que  l'impression  est  commencée^  sont  venues  les 
expériences  de  M.  Crémieu  qui,  peut-être,  modifieront  complè- 
tement nos  idées  sur  Félectrodynamique  des  corps  en  mouvement. 
Mais  elles  sont  encore  trop  récentes  pour  qu^une  théorie  nou- 
velle en  ait  pu  sortir.  Elles  seront  d'ailleurs  probablement  très 
discatées,  et  toute  tentative  pour  en  tirer  une  conclusion  quel- 
conque serait  prématurée.  » 

L'Ouvrage  nouveau  de  M.  Poincaré  comprend  donc  deux  Par- 
ties :  une  déjà  ancienne  (P*  et  IP  Partie)  représentée  par  ly  Cha- 
pitres (346  pages);  une  nouvelle  (IIP  et  IV*  Partie),  8  Chapitres 
et  un  Complément  (290  pages),  dans  laquelle  sont  discutées  d'une 
manière  originale  et  approfondie  les  théories  de  Hertz,  de  Lorentz 
et  de  Larmor.  C'est  seulement  de  cette  seconde  Partie  que  nous 
parlerons. 

La  théorie  de  Hertz  pour  l'électrodjnamique  des  corps  en 
'epos,  exposée  conformément  au  Mémoire  original  de  l'auteur, 
<l»n8  le  premier  Chapitre  (p.  345-363)  n'est  à  vrai  dire  qu'une 
forme  condensée  et  corrigée  de  la  théorie  de  Maxwell  ;  les  hjpo- 
uèses essentielles  sont  les  mêmes;  la  seule  différence  de  quelque 
importance  tient  à  ce  que  Hertz  laisse  systématiquement  de  côté 
^Qte  aimantation  permanente,  tandis  que  Maxwell  en  tenait 
eompte  ou  la  négligeait,  suivant  les  Chapitres,  d'où  pouvait 
'boiter  quelque  confusion. 

Pour  l'électrodynamique  des  corps  en  mouvement  (Chap.  II, 
p.  363-4^3),  M.  Poincaré  suit  de  beaucoup  moins  près  l'exposé 
de  Hertz  lui-même.  Dans  son  Mémoire,  très  bref,  Hertz  avertit 
soigneusement  son  lecteur  qu'il  développe  Thypothèse  physique, 
lion  la  plus  probable,  ces  mots  n'ayant  guère  de  sens  pour  lui, 
roais  la  plus  simple,  et  à  la  fin  de  son  Mémoire  il  revient  sur  le 
caractère  arbitraire  et  provisoire  de  son  hypothèse;  s'il  convient 
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donc  de  lui  conserver  le  nom  de  Herlz,  il  ne  faut  pas  ouLIier  que 
lui-même  y  aurait  probablement  fait  bien  des  retouches  s'il  etli 
vécu.  Les  hypothèses  esseuiielles  sont  : 

t°  Que  l'éiher  électromagnétique  et  la  matière  sont  invariable- 
ment liés,  et  ont  même  vitesse,  mêmes  déformations,  rigoureu> 
sèment; 

2°  Que  la  force  électrique  induite  dans  un  circuit  quelconque 
est  la  dérivée  du  flux  d'induction  magnétique  par  rapport  au  temps 
à  travers  ce  circuit;  et  que  le  travail  magnétique  le  long  d'un  cir- 
cuit fermé  est  égal  à  4tï  fois  le  courant  de  conduction,  augmenté 
du  flux  d'induction  électrique  à  travers  le  circuit;  celte  dernière 
hypothèse  est  à  peine  énoncée  par  Hertz,  qui  écrit  les  équations 
correspondantes  par  analogie  avec  celles  de  l'induction  électro- 
magnétique. 

Pour  un  corps  qui  se  déforme,  Hertz  a  développé  l'influence 
des  dilatations  et  des  glissements,  mais  il  a  supposé  que  les  rota- 
tions élémentaires  disparaissaient  d'elles-mêmes,  ce  qui  est  faux, 
comme  l'a  remarqué  M.  Heaviside.  Laissant  de  côté  toute  compli- 
cation de  ce  genre,  M.  l'oincaré  suppose  explicitement  dés  le 
début  de  ce  Chapitre  que  les  corps  étudiés  se  meuvent  comme 
des  solides,  sans  dilatations  ni  déformations. 

Après  avoir  établi  les  équations  dîflere miellés  d'une  manière 
un  peu  difl'érente  de  celle  de  Hertz,  M.  Poincaré  en  poursuit  la 
discussion  approfondie.  D'après  ces  équations  le  courant  total 
producteur  de  champ  magnétique  se  compose  du  courant  de  con- 
duction, du  courant  de  déplacement  de  Maxwell,  du  courant  de 
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nous  sommes  de  rinterprétalion  que  M.  Poincaré  pourra  nous  en 
donner. 

D'après  Fénoncé  même  qu'elles  traduisent,  les  équations  de 
Hertz  gardent  la  même  forme  dans  le  mouvement  absolu  et  dans 
le  moavemenè  relatif:  «  De  là,  dit  M.  Poincaré  (p.  SSg),  deux 
conséquences  :  Pune  heureuse,  l'autre  fâcheuse.  La  conséquence 
beureuse  c'est  que  les  équations  de  Hertz  sont  conformes  au 
principe  de  Pégalité  de  l'action  et  de  la  réaction;  la  conséquence 
fâcheuse,  c'est  que  ces  équations  ne  peuvent  pas  rendre  compte 
de  certains  phénomènes  optiques.  »...<(  Les  ondes  seront  en- 
t.rainées  totalement  dans  le  mouvement  de  la  matière.  »...  «  Les 
équations  de  Hertz  sont  impuissantes  à  expliquer  l'entraînement 
partiel  observé  par  Fizeau.  »  M.  Poincaré  donne  ensuite  un  aperçu 
du  sens  dans  lequel  il  faudrait  modifier  les  équations  de  Hertz 
pour  retrouver  le  phénomène  de  Fizeau. 

Quant  aux  actions  mécaniques  du  champ  électromagnétique, 
puisque,  dans  l'expression  de  l'énergie  de  l'unité  de  volume  dans 
les  équations  différentielles,  on  n'a  eu  à  introduire  que  la  force 
électrique  et  la  force  magnétique  en  un  point  de  l'espace,  c'est 
naturellement  de  la  force  électrique  totale,  et  de  la  force  magné- 
tique totale  (sans  distinction  d'origine  électrostatique,  ou  d'in- 
duction, par  variation  d'intensité  ou  par  mouvement,  etc.)  que 
dépendent  les  actions  mécaniques.  La  force  électrique,  qui  produit 
un  courant  induit  dans  un  circuit,  doit  aussi  agir  mécaniquement 
sur  un  petit  corps  électrisé;  etc.  Ceci  encore  n'est  pas  particulier 
à  la  théorie  de  Hertz,  mais  résulte  de  l'identité  que  tous  les  phy- 
siciens s'accordaient  à  admettre,  comme  fait  d'expérience,  entre 
les  forces  magnétiques  d'origines  diverses,  ainsi  qu'entre  les  forces 
électriques  d'origines  diverses;  exactement,  comme  il  y  a  identité 
de  nature  de  la  vitesse  d'un  point  d'un  liquide,  qu'elle  provienne 
d'an  mouvement  tourbillonnaire  ou  non.  C'est  cette  identité  phy- 
sique qui  semble  contredite  par  tout  l'ensemble  des  expériences 
de  M.  Crémieu. 

Revenons  au  Livre  de  M.  Poincaré  et  aux  autres  conséquences 
delà  symétrie  parfaite  des  équations  et  de  la  forme  de  l'énergie: 
OD  champ  électrique  variable  se  comporte  comme  un  courant,  il 
exerce  les  mêmes  actions  électriques;  il  subit  les  mêmes  ac- 
tions mécaniques;   un  diélectrique,  pendant   l'état   variable,    ei 
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IVther  lui-mécnc  subissent  des  actions  mécaniques  suivant  les 
lois  d'Ampère.  Ud  corps  magnélique,  dans  l'état  variable,  et 
l'élher  lui-même,  pendant  la  variation  du  champ  magnétique, 
subissent  de  la  part  d'un  champ  électrique  des  actions  corres- 
pondantes  aiu  forces  électromagnétiques  d'Ampère,  Toutes  ces 
actions  théoriques  dérivent  de  Vanité  de  la  force  électrique 
et  de  l'unité  de  la  force  magnétique  de  toute  origine.  Extrê- 
mement petites,  inabordables  à  l'expérience,  ces  forces  sont  pré- 
cisément nécessaires  pour  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction 
(matière  et  éther  compris). 

Ce  qui  distingue  essentiellement  la  théorie  de  Loreniz  de  celle  de 
HftFlz,  c'est  que  de  toutes  ces  forces  mécaniques  il  neconservequc 
celle  due  au  courant  de  convection;  il  supprime  les  fnn^cs  dues  aux 
variations  de  champ  électrique  ou  magnétique.  Par  opposition  à 
IViber  de  Hertz  qui  était  totalement  entraîné,  l'éllier  de  Lorentx 
est  absolument  immobile;  aucune  action  mécanique  ne  lui  est 
3p[>1i({iiée.  De  cette  dilTéreoce  essentielle  résulte,  comme  l'a 
montré  M.  Lienard,  el  comme  M.  l'oincaré  le  montre  avec  la  plus 
grande  précision,  que  dans  un  système  complet,  matière  el  élher, 
s'élendanl  à  l'infini,  le  mouvement  du  centre  de  gravité  n'est  pas 
nécessairement  rcctiligne  el  uniforme  ;  que  le  principe  de  l'égalité 
de  l'action  et  de  la  réaction  n'est  pas  rigoureusement  satisfait,  dès 
que  le  rayonnement  de  l'énergie  électrique  est  variable.  Si  inac- 
cessibles à  l'expérience  que  soient  les  diiTérences,  c'est  là  un 
résultat  tbéoriquc  qui  mérite  la  plus  grande  attention,  d'autant 
■  Lorci.t7- semble 
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sîon  plutôt  que  la  discussion  elle-même;  car  il  a  conclu,  un  peu 
vite,  à  l'absence  d'influence  apparente,  tandis  que  les  recherches 
de  M.  Lienard  ont  montré  que  la  compensation,  parfaite  en  élec» 
trostatique,  n'est  théoriquement  pas  complète  en  induction  (*); 
mais  d'ailleurs  la  différence  étant  hors  de  portée  de  l'expérience. 

Six  Chapitres  sont  consacrés  à  cette  théorie  et  à  sa  comparaison 
avec  les  autres,  celle  de  Hertz  en  particulier.  En  dehors  de  ceux 
relatifs  à  l'influence  du  mouvement  de  la  Terre,  il  faut  signaler 
particulièrement  le  Chapitre  V  sur  la  dispersion  optique  et  élec- 
trique et  surtout  le  Chapitre  VIII  sur  le  phénomène  de  Zecman, 
dont  M.  Poincaré  a  discuté  tous  les  détails. 

La  partie  la  plus  importante  et  la  plus  originale  de  tout  l'Ou- 
vrage est  la  quatrième  :  ^  propos  de  la  théorie  de  Larmor,  que 
M.  Poincaré  avait  déjà  publiée  dans  la  Lumière  électrique  (t.  LU). 
Nous  allons  ranal}'scr  en  détail.  Au  début,  M.  Poincaré  rappelle 
les  deux  principales  théories  élastiques  de  la  lumière,  celle  de 
Fresnel,  et  celle  de  Neumann,  l'énergie  potentielle  de  l'une  étant 
l'énergie  cinétique  de  Tautre,  l'élasticité  de  tous  les  milieux  iso- 
tropes étant  la  même  dans  l'une,  tandis  que  c'est  la  densité  qui 
est  uniforme  dans  l'autre.  Pour  toutes  deux  on  peut  remplacer 
l'énergie  potentielle  par  une  énergie  cinétique  cachée,  celle  des 
gyrostats  de  lord  Kelvin,  qui  est  mise  en  jeu  par  des  rotations  et 
non,  comme  l'élasticité  des  solides  ordinaires,  par  des  déforma- 
tions. Dans  un  milieu  continu  indéfini  comme  est  l'éther,  le 
caractère  un  peu  singulier  de  ce  genre  d'élasticité  disparaît,  car 
une  déformation  localisée  produit  nécessairement  autour  d'elle 
des  rotations,  et  réciproquement. 

Pour  passer  des  équations  optiques  pour  les  milieux  isotropes 
transparents,  aux  équations  électriques  complètes,  on  doit  ajouter 
un  terme  correspondant  à  la  conductibilité  des  métaux,  ce  qui 
fournira  un  premier  aperçu  de  leur  opacité  et  de  leurs  autres 
caractères  optiques,  comme  Ta  déjà  remarqué  Maxwell. 

Ce  qu'a  tenté  Larmor,  après  Maxwell,  c'est  de  rattacher  les 
deux  groupes  d'équations  à  un  pur  mécanisme;  c'est  aussi  ce  que 
M.  Poincaré  examine  avec  plus  de  généralité. 


(•)  Bîco   que  rcxpéricncc  type   proposcc  par  M.  Lienard  doive  donner  une 
cotupcQsatiou  parfaite. 
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Le  vecteur  de  Fresnel  est  la  force  électrique,  voilà  ce  qui  résulte 
avec  certitude  de  l'ensemble  des  expériences. 

Si  donc  le  vecteur  de  Fresnel  est  la  vitesse  de  l'éllier  (théorie 
de  Fresnel),  un  petit  corps  chargé  d'électricité  positive  esl  une 
source  permanente  d'éther;  uo  petit  corps  chargé  d'électncité 
négative  absorbe  constamment  de  l'éiher.  Dans  l'un,  la  densité  de 
l'éther diminue  constamment;  dans  l'aulie,  elle  augmente  coostam- 
ment.  A  ta  vérité,  dans  la  théorie  de  Fresnel,  où  l'élasticité  esl 
indépendante  de  la  densité,  oîi  la  compression  a  une  vitesse  de 
propagation  nulle,  la  même  bjpotlicse  était  déjà  comprise,  mais 
seulement  pour  des  mouvements  périodiques  d'amplitude  très 
petite.  Ce  qui  la  rend  singulière  en  électricité,  c'est  la  per- 
sistance des  mouvements  d'émission,  pendant  des  heures  au  moins, 
pour  des  corps  chargés  et  bien  isolés. 

Dans  la  théorie  optique  de  Lamé,  Neumann,  Mac  Cullagb,  la 
vitesse  de  l'éther  esl  le  vecteur  de  Neumann,  qui  correspond  à  la 
force  magnétique.  Adoptant  l'hypothèse  d'Ampère  sur  les  aimants, 
nous  en  concluons  que  l'éther  est  incompressible;  au  voisinage 
d'un  courant,  tout  l'éther  esl  en  circulation.  C'est  le  point  de  vite 
de  Larmor.  La  cliargc  électrique  d'un  conducteur  apparaît  ici 
comme  due  à  une  modification  profonde  dans  l'élasticité  du  milieu 
diélectrique,  pendant  l'échange  des  charges  :  modification  que 
M.  Poincaré  compare  à  celles  produites  par  la  trempe  dans  nos 
solides. 

La  résistance  électrique,  qui,  pour  la  théorie  de  Fresnel,  serait 
assimilable  à  celle  que  produit  un  corps  poreux,  pour  un  courant 
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Thomson,  il  montre  que  seule  la  ihéorîe  de  Herlz  satisfutL  aux 
deux  conditions  qui  semblent  nécessaires  :  être  compatible  avec 
le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  et  conforme  au 
principe  de  la  conservation  de  l'électricité  et  du  magnétisme.  Les 
conditions  qui  s'imposent  aux  termes  complémentaires  qu'on 
pourrait  songer  à  y  introduire  conduisent  en  efTet  à  des  valeurs 
nulles  de  ces  termes. 

Or,  la  théorie  de  Hertz  ne  donne  pas  l'entraînement  des  ondes 
lumineuses. 

Aucune  théorie  ne  peut  donc  satisfaire  aux  trois  conditions. 

En  présence  de  cette  difficulté  décourageante,  M.  Poincaré 
adopte  la  théorie  de  Lorenlz,  sans  dissimuler  les  difficultés  aux- 
quelles elle  donne  lieu  : 

«  Il  paraît  bien  difficile  d'admettre  que  le  principe  de  réaction 
sou  violé,  même  en  apparence,  et  qu'il  ne  soit  plus  vrai  si  Ton 
envisage  seulement  les  actions  subies  par  la  matière  pondérable 
et  si  on  laisse  de  côté  la  réaction  de  cette  matière  sur  Téther.  »... 

U  me  semble  qu'il  y  a  là  une  répugnance  excessive  à  admettre 
la  réalité  de  l'éther;  car  le  dernier  membre  de  phrase  ne  se  rap- 
porte plus  seulement  à  la  théorie  de  Lorenlz,  mais  à  toutes  les 
théories  électromagnétiques  qui  localisent  de  l'énergie  dans 
léther.  De  même  un  peu  plus  loin  : 

«  L'expérience  a  révélé  une  foule  de  faits  qui  peuvent  se 
résumer  dans  la  formule  suivante  :  il  est  impossible  de  rendre 
manifeste  le  mouvement  absolu  de  la  matière  ou  mieux  le  mouve- 
ment relatif  de  la  matière  pondérable  par  rapport  à  Téther  :  tout 
ce  qu'on  peut  mettre  en  évidence  c'est  le  mouvement  de  la  matière 
pondérable  par  rapport  à  la  matière  pondérable. 

»  L'impossibilité  de  mettre  en  évidence  un  mouvement  relatif 
de  la  matière  par  rapport  à  l'éther,  et  Tëgalilé  qui  a  sans  doute 
lieu  entre  l'action  et  la  réaction,  sans  tenir  compte  de  l'action  de 
la  matière  sur  l'éther,  sont  deux  faits  dont  la  connexilé  semble 
évidente. 

*  Peut-être  les  deux  lacunes  seront-elles  comblées  en  même 
Icaps.  » 

Après  celte  digression.  M,  Poincaré  revient  à  l'examen  des 
hypothèses  mécaniques.  Deux  sphères  puisantes  de  même  phase 
defijerknes,  dans  un  liquide,  donnent  au  liquide  des  vitesses  qui 
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correspondent  cxaclcmenl  aux  forces  électriques  de  deux  corp=;  ^^^» 
charges;  mais  elles  s'attirent.  Deux  anneaux  de  fumée  de  Lorc^^  ~" 
Kelvin  donnent  au  milieu  environnant  des  vitesses  qui  coires— ^^^*' 
pondent  exactement  aux  forces  électromagnétiques  de  deux  cou——  -^•' 
rants,  mais  leurs  actions  mutuelles  apparentes  sont  inverses.  D'où"""^  " 
provient  cette  opposition  de  signe  entre  les  actions  apparentes  ""  ^^ 
alors  que  le  champ  est  exactement  représenté?  M.  Poincaré  monlr^^^  ^ 
qu'on  retrouve  les  signes  électriques  quand  on  suppose  pour  le^^=-  "^^ 
sphircs  puisantes  que  le  changement  de  dislance  des  sphères  n^^^^'    ^ 

change  pas  l'amplitude  du  moment  vibratoire  des  sphi^res  pul— 

suiile.-',  taudis  que  Bjerknes  canservnit  l'amplitude  des  vitesses—  —  "' 
luvrrst'mcnt,  pour  les  anneaux,  Lord  Kelvin  supposait  couslan^^^* 
le  moment  de  rotation  de  chaque  anneau;  on  retrouve  les  signeas— *'  '  *" 
en  supposiint  que  c'est  la  vitesse  qui  se  conserve- 
Les  moments  AonV  il  est  question  ici  sont  ceux  des  équations d^s^  "^^ 
I.a^run);o  (y  les  ooarilniuK'cs,  q'  les  vitesses,  T  la  force  vive;  1^  — 
moment  /)  osl  lYY  '.  t)q'). 

iVv»l  donc  lo  moment  <le  vibration  qui  donne  une  image  de  \m. 
fluufje  ('h'clrique  (, encore  imparfaite  tk  cause  de  la  nécessité  du 
svnchriuti.snit-^;  c'est  la  vitesse  de  rotation  lourbîltonnaire  qui 
tinnue  une  iniujie  de  rinieiisité  «les  courants  électriques. 

IV»  aprt^s  que  M.  l'oîncaré  eut  publié  cette  discussion  dans  la 
l.iimi^ri'  électrit}ue,  M.  I^irmor  a  donné  à  sa  théorie  une  forme 
dt'-liuilive  qu'il  a  exposée  dans  son  Li  vre. fMer  (I  ne/ jl/(irfffr(igoi), 
qui  se  ni|.|.r»>elie  lu 


nippi 


de  celle  de  l^irentz  mais  dont  le  lan- 

L'élhcr  (^vroslj tique  de  l^rd  Kelvin  rragil 
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nique  déterminée  est  une  cause  grave  de  trouble,  qui  peut  se 
résumer  en  deux  mots;  les  trois  groupes  de  variables  indépen- 
dantes: force  magnétique,  force  électrique,  vitesse  de  Téther, 
sont  réduits  à  deux,  par  {^assimilation  de  la  force  magnétique  à  la 
vitesse  de  Télher.  A  vrai  dire,  Lorentz,  en  immobilisant  Téther, 
Herlz,  en  le  liant  aux  corps  matériels,  réduisent  aussi  à  deux  les 
groupes  de  variables  indépendantes;  mais  ils  nous  laissent  libres 
de  faire  des  essais  un  peu  différents  sans  abandonner  complètement 
leur  point  de  vue. 

Cest  par  Texposé  de  ces  difficultés  de  la  forme  définitive  de  la 
théorie  de  Larmor  que  se  termine  le  Livre  de  M.  Poincaré. 

Il  D^n  est  aucun  où  soient  exposées  plus  de  théories  intéres- 
santes, 011  elles  soient  comparées  et  scrutées  avec  plus  de  péné- 
tration; aucun,  en  somme,  qui  donne  plus  à  réfléchir  au  physicien- 
géomètre  désireux  d'embrasser  dans  une  même  théorie  cohérente 
un  vaste  ensemble  de  phénomènes.  Marcel  Brillouin. 


BSTANAVE  (Eugène).  —  Coxtribution  a  l'étude  de  l'équilibre  élastique 

t>*CKB  PLAQUE   RECTANGULAIRE  MINCE  DONT  DEUX   BORDS   OPPOSÉS    AU    MOINS 

SONT  APPUYÉS  SUR  UN  CADRE.  (Tlièso  de  Doctorat).  ln-4'  de  72  pages.  Paris, 
Gauthier- Villars,  1900. 

Dans  ce  Travail,  l'Auteur  examine  avec  les  ressources  de  l'Ana- 

Ijseledéplacement  d'un  point  quelconque  du  feuillet  moyen  d'une 

plaqne  rectangulaire  mince  dont  deux  bords  opposés  au  moins  sont 

^appuyés  simplement  sur  un  cadre  fixe,  les  deux  autres  pouvant 

^Ire  individuellement  ou  simultanément  libres,  appuyés  ou  encas- 
trés. 

be  problème  d'élasticité  d'une  plaque  rectangulaire  mince  de 
coniexiure  homogène  et  isotrope,  qui  est  sollicitée  par  des  forces 
normales  au  feuillet  moyen,  a  été  traité  par  Navier  en  1820  dans 
I  hypothèse  où  les  quatre  bords  de  la  plaque  sont  appuyés  sur  un 
^dre  fixe.  Navier  a  exprimé  dans  ce  cas  le  déplacement  d'un  point 
*|ttclconque  du  feuillet  moyen  à  l'aide  d'un  développement  eu 
«crie  double. 
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M.  Maurice  Lévy  a  montré  récemment  que  l'fto  pouvait  ado p^tCg 
pour  l'expression  de  ce  développement,  un  développement  ta 
série  simple  et  ceci  dans  le  cas  où  la  plaque  n'a  plus  nécessaîreV*"" 
ses  quatre  bords,  mais  seulement  deui  bords  opposés  appuyés^  '^' 
deux  autres  étant  libres,  appuyés  ou  encastrés. 

Le  premier  Chapitre  du  travail  de  M.  Estanave  est  consacré  ^  " 
démonstration  de  l'identité  du  développement  en  série  doiiltiff  '^^ 
Navîer,  el  du  développement  en  série  simple  dans  le  cas  où  I  ^^ 
tient  compte  des  conditions  d'appui  des  quatre  bords. 

Dans  les  Chapitres  suivants,  l'Auteur  traite,  par  le  dével^^P". 
pemeni  en  série  simple,  les  six  problèmes  d'équilibre  d'élaslic?  ' 
auxquels  donnent  lieu  les  diverses  combinaisons  des  condition»     ^ 
contour.  Ces  six  problèmes  sonlrelalifs  aux  canoii  la  plaque  a  r 

1°  4  bords  appuyés  (problème  de  Navier); 

2"  3  bords  appuyés,  le  quatrième  libre  (cas  de  Vannes); 

3"  3  bords  appuyés,  le  quatrième  encastré; 

4"  2  bords  appuyés,  a  bords  opposes  libres; 

5"  2  bords  appuyés,  a  bords  opposés  encastrés; 

6"  2  bords  appuyés,  1  bord  libre,  1  bord  encastré. 

En  particulier  dans  le  cas  examiné  par  Navier,  qui  est  un  de  ce?^^ 
six  problèmes,  le  seul  qui  avait  déjà  été  étudié,  M.  Estanave  a  conm  ""^^ 
paré  les  rcsuluts  donnés  par  les  deux  développements  en  séries,  et  ^  '^ 
montré  que  le  développement  en  série  simple  donne  un  résultat  plu  ^ 
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la  vérificatioD  expérimentale  a  une  importance  toute  particulière, 
kI  car  elle  montre  Fexactitude  des  conditions  au  contour  déduites 
w       par  Kirchhoflf  du  calcul  des  variations. 

Après  avoir  examiné  ces  six  problèmes,  dont  un  seul,  le  problème 

de  Navier,  avait  été  traité,  M.  Estanave  résume  dans  un  Tableau 

les  résultats  relatifs  à  une  plaque  carrée. 

Déplacement 

du  centre  du  milieu 

Conditions  au  contour.  de  la  plaque.  du  bord  libre. 

î  bords  appuyés,  2  bords  opposes  encastrés iJ^xi  ^>  ^^^  " 

5 Iwrds  appuyés,  1  bord  encastré ,      0,212  » 


4 
^ 'wrds  appuyés T^ii**'^'** 

* "Ords  appuyés,  i  bord  encastré,  i  bord  libre..      7-^— ;0,43o  ,    .0,825 

^«•ds  appuyés,  i  bord  libre |^^^ 0,60a         '   ^^,0,9^5 

•■ds  appuyés,  2  bords  libres *^^ 0,994  'g^^,  1,110 

lians  ces  formules,  p  désigne  la  charge  que  supporte  la  plaque 
P^r  unité  d'aire,  a  la  longueur  du  côté  de  la  plaque  et  E  le  coeffi- 
cient d'élasticité  de  traction  de  la  matière  constitutive.  Enfin  I  est 

^S^l  à  —  9  e  désignant  l'épaisseur  de  la  plaque. 

Oe  Tableau  permet  de  comparer  les  valeurs  des  déplacements 

^^  centre  et  des  milieux  des  bords  libres  d'une  plaque  carrée  sou- 

iXiiseàune  charge  uniforme  dont  les  conditions  au  contour  sont 

différentes,  et  montre  que,  pour  une  même  plaque  carrée,  la  valeur 

^es  déplacements  du  centre  va  en  croissant  avec  le  degré  de  liberté 

^«  la  plaque. 

Dans  une  deuxième  Partie,  l'auteur  donne  quelques  aperçus  sur 

certaines  séries  trigonométriques  et  indique  les  services  que  pour- 

l         tût  rendre,  au  point  de  vue  de  la  sommation  de  ces  séries,  l'iden- 

1        tÀté  qu'il  a   démontrée  dans  le  premier  Chapitre   de   son  Mé- 

B        moire. 

H  Ces  séries  offrent  une  certaine  variété,  car  les  coefficients  ren- 

B        lermentune  fonction  arbitraire  qui  est  la  charge  supportée  par  la 
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plaque.  Il  examine  le  cas  où  cette  charge  est  constante  ou  reprS 
sentée  par  une  fonction  entière  des  coordonnées  du  point  et  indiqiM 
les  séries  obtenues.  Il  parvient  à  vérifier  l'exactitude  des  résulUM 
en  sommant  directement  ces  séries.  E.  E. 


DAVIDOGLOU  (Antoink),  Élève  étranger  de  l'École  Normale  sap4rieure. 

Sun  l'équatio?)  dbs  vibhatiom  transversales  des  vebges  AuSTlUCIfcs —  "^ 
Paris,  Gauthier-Villars,  1900;  iii-j,  de  86  pages. 

Ce  Travail  est  consacré  à  l'élude  de  l'équation  des  vibration 
transversales  des  verges  élastiques  non  homogènes.  Il  conlien 
l'élude  d'une  équation  du  quatrième  ordre,  étude  faite  k  l'aide  d^cJ^"  '^ 
la   mélhoilc   des  approximations  successives.   Cette  méthode  s^^^—* 
présente   d'ailleurs   assez  naturellement   quand   on  envisage  le^^**^' 
intt'gmios   comme  fonctions   d'un    certain   paramètre.  C'est  er^^*^ 
appliquant  celte  mélliodc  aux  équations  du  second  ordre  qu^?  "" 
M.  PicunI  a  obtenu  des  résultats  très  importants  et  d'une  grande       ~ 
simplirilé. 

M.  Davidoglou  considôro  l'équation  linéaire 

»  «'''■       i 


(x^  est  unp  fonction  positive  dans  un  intervalle  (a,  b).  Il 
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5>l  b  quel  que  soit  /  et  que  Ton  ait  de  plus  w{Xj  o)=f(x).  La 
difficulté  de  la  question  revient  à  établir  la  possibilité  du  déve- 
^ppement  def{x)  sous  la  forme 


!=< 


AT)^^KiYi{xu 


i=l 


€S  fonctions  Y/(x)  étant  les  intégrales  particulières  correspon- 
liant  aux  diverses  valeurs  de  k. 

M.  Davidoglou  examine  aussi  le  cas  où  la  verge  élastique  est 
Bppujée  en  a  et  encastrée  en  6.  Ces  nouvelles  conditions  limites 
sotrainent  des  différences  assez  sensibles  au  point  de  vue  ana- 
Ijtiqae. 

Eofin,  dans  une  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  Fauteur  étudie 
Dti  développement  asymptolique  des  intégrales  de  l'équation  (i) 
L|ii*il  écrit 


dx^ 


=  ^*^?(^)r» 


o(x)  étant  une  fonction  qui  par  hypothèse  admet  des  dérivées 

de  tout  ordre. 

E.  E. 


GODEFROT  (Maurice),  Bibliothécaire  do  la  Faculté  des  Sciencos  de  Mar- 
leille.  —  Li  ponction  gamma.  Théorie,  histoire,  bibliographie.  (Thèse  do 
Doctorat  de  TUniversité  de  Paris.)  Un  volumo  grand  in-S*",  94  pages.  Pari^, 
Gauthier-Villars ,  1 90 1 . 

Ce  travail,  comme  son  titre  l'indique,  a  pour  objet  une  mono- 
Sophie  à  la  fois  théorique,  historique  et  bibliographique  de  la 
fonction  gamma.  On  sait  quel  intérêt  s'attache  à  cette  transcen- 
dante; les  plus  grands  géomètres  depuis  Euler  et  Legendre  jusqu'à 
Wcierstrass  et  Hermite  s'en  sont  occupés,  et  Ton  peut  dire  que  son 
htsioire  est  intimement  liée  à  celle  de  l'Analyse  mathématique,  car 
chaque  progrès  réalisé  dans  la  théorie  des  intégrales  définies  et 
^*Ds  la  théorie  générale  des  fonctions  a  eu  ses  applications  à  la 
fonction  gamma. 
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L'aiilciir  donne  d'abord  l'historique  dëlaillé  des  recherches  rela^r~ 
tives  ù  la  fonction  gamma  dont  il  fait  remonter  l'orîg;ine  à  Walli  ^ 
et  à  Stirling,  puis  îl  expose  la  théorie  d'une  manière  élémeouir» " 
grâce  à  l'emploi  exclusif  de  la  méthode  des  séries.  Il  prend,  en  effet  ^ 
pour  définiLion  de  r(^)  celle  adoptée  par  Gauss  et  en  dédui  * 
toutes  les  propriétés  de  celle  transcendante.  Les  foDCtîons  P  (x^ 

et  Q{x)  de  Pr^m,  la  fonction  de  Binei  ra(x),  pois  les  dem  pre 

migres  dérivées  de  iogr(3;)  qui  sont  désignées  par  *(x)  el  'V{t'2, 
sont  successivement  étudiées  d'une  façon  Très  complète.  Un  cba—    ~ 
pitre  est  consacré  aux  développements  en.  séries  entières  et  1^^- 
cncorc  des  simplifications  sont  apportées  aux  procédés  ordinaires^  — 
L'Ouvrage  se  termine  par  un  exposé  substantiel  des  a  p  pi  icatioobhi^ 
de  la  fonction  gamma  au  calcul  de  la  limite  de  produits  inGoïs  oi^^' 
de  séries  dont  le  terme  général  est  une  fonction  rationnelle  dt^^ 
l'indice  et  à  la  résoluiion  de  certaines  équations  fonctionnelle»- 
dans  lesquelles  entre  une  fonction  rationnelle  de  la  variable;  à  cell^ 
derni^^re  question,  M.  Godcfroy  rattache  la  résolution  de  l'équa- 
tion de  Lindbagcn  cl  celle  des  équations  de  Crelle,  point  de  départ 
de  la  théorie  des  facultés  analvliques.  E.  E. 


PASCAL  (E.)-  —  Repertobiih  nen  uijubre»  MjItheh*tii  fDEFiKiTiOKCK, 
FoRMEx,  THEonEUE,  [.iTEDATua).  AiTom^iKiiTE  ueitscbb  Acsgik  naitu 
EiNER  NKi KS  ItKARBKiTiNo  DES  Ohiginals  von  a.  Schbpp.  I.  Thkil  :  mm 
I.  Icii'zie.  Teulinor, 
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GUSTAVE  ROBIN.  —  Œuvres  scientifiques  réunies  et  publiées  sous  les 
AijspicES  DU  Ministère  db  l'Instruction  publique,  par  Louis  RafTy 
i^F^kfsique  mathématique),  Gauthier-Villars ;  1899. 

Oe  fut    une    nature    singulièrement    originale    que  celle  de 

Gustave  Robin.  M.  Raffj  a  dit,  sur  la  tombe  de  son  ami,  quelle 

Piailla  hauteur  de  son  caractère,  et  avec  quel  désintéressement 

il    aimait  et  cultivait  la   science.   La  mémoire  de  Robin  restera 

toujours  chère   à  ceux  qui  l'ont  approché  et  auxquels  il  a  bien 

voulu  se  livrer  un  peu.  Ce  sera,  pour  ma  part,  un  des  meilleurs 

souvenirs  de  ma  carrière,  que  de  l'avoir  eu  pour  auditeur  pendant 

oîen  des   années.  Quoique   la  Physique  générale  et  la   Chimie 

g'énërale  fissent  surtout  depuis  dix  ans  l'objet  de  ses  méditations, 

Kol>in  ne  voulait  pas  rester  étranger  au  mouvement  mathéma- 

ti<|iie  contemporain,    et   ce   n'est  pas  sans   émotion   que  je  me 

■^appelle  aujourd'hui  nos  longues  conversations  mathématiques; 

sur    les  sujets  qui  lui  étaient  le  moins  familiers,  il  voyait  rapide- 

''lent  les  points  essentiels,  et  sa  critique  toujours  pénétrante  se 

plaisait  à  mettre  chaque  chose  à  sa  place.  Doué  comme  il  l'était, 

et  Avec  son  énorme  puissance  de  travail,  Robin  aurait  pu  acquérir 

'^pidement  une  grande  notoriété  scientifique,  mais  il  n'en  avait 

auouD  souci,  et,  comme  l'a  dit  M.  RafTy,  «  il  s'attacha  toujours  à 

■  aire  l'ombre  sur  ses  découvertes  avec  le  même  zèle  que  d'autres 

mettent  à  faire  valoir  les  leurs  ». 

I-«es  Mémoires  publiés  par  Robin  sont  peu  nombreux,  mais  il  a 

■aissé  des  manuscrits  étendus,  et  il  faut  aussi  comprendre  dans 

son  Œuvre  une  partie  des  cours  qu'il  a  professés  à  la  Sorbonne 

sur  la  Thermodynamique  et  la  Chimie  physique.  M.  RafTy  s'est 

donné  la  pieuse  tâche  de  rassembler   les  travaux  de   son  ami. 

I         L«s  Œuvres  scientifiques  de  Robin  comprendront  trois  volumes, 

I  Le  premiei    fascicule    du   premier  volume  est    consacré   aux 

■        Techerches  de  Physique  mathématique.  Il  s'ouvre  par  le  Mémoire 

B        sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  des  conducteurs 

K       fermés  et  des  conducteurs  ouverts,  qui,  en  1886,  a  servi  de  thèse 

^       à  Robin.  Dans  cet  important  travail,  qui  apportait  des  vues  nou- 

Sftll.  des  Sciences  mat  hem.,  a*  série,  l.  XXV.   (Septembre  1901.)         11 
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velles  dans  une  question  restée  longtemps  staiionnaire,  l'An 
se  sert  sjstémaliqucmcnt,  au  lieu  de  l'équation  de  Laplace,  d' 
équation  fonctionnelle  à  deux  variables  indépendantes  seDlem 
qui  est  aujourd'hui  désignée  sous  le  nom  d'équation  de  fioi 
CeDc-ci  est  tout  d'abord  employée  dans  l'étude  de  la  dtslribu 
de  l'électricité  à  la  surface  d'un  sphéroïde  conducteur.  C'est 
tout  dans  le  cas  des  conducteurs  ouverts  que  Robin  obtient 
résultats  remarquables.  Après  avoir  montré  comment  la  reçbei 
de  la  répartition  de  la  charge  entre  (es  deux  faces  revient  i 
quadrature,  il  indique  une  réduction  importante  qui  ram 
l'équilibre  électrique  des  surfaces  conductrices  avec  un  coni 
multiple  à  celui  des  surfaces  à  contour  simple.  Il  emploie  If 
de  ces  procédés  d'eihaustion,  qui  jouent  aujourd'hui  ud  rAl 
important  dans  plusieurs  questions  d'Analyse,  et  dont  le  prei 
exemple  avait  Jadis  été  donné  par  Murphy  précisément  dans 
question  d'électricité.  Celle  réduction  permet  à  Robin  de  tra 
le  problème  de  la  distribution  électrique  d'une  sphère  percée  d' 
vertures  circulaires  en  nombre  quelconque,  et  en  particulier 
une  zone,  en  prenant  pour  point  de  départ  la  solution  donnée 
Thomson  pour  l'équilibre  électrique  de  la  calotte  spbérique. 
beau  résultat  de  Rubin  restera  à  cdté  de  celui  de  l'illustre  ph 
cicn  anglais. 

Bokin  a  fait  usage  de  son  équation  fonctionnelle  pour  obl 
la  distribution  de  l'élcclrici'lé  sur  une  surface  Fermée  coovexi 
couche  électrique  étant  en  équilibre,  soit  d'elle-même,  soit  ! 
l'action  de  charges  extérieures  fixesj  il  suppose  d'ailleurs  éta 
la  possibilité   de   l'équilibre.    Plusieurs  géomètres   sont    de| 
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sur  V Explosion  au  sein  des  liquides.  Le  Mémoire  dëvc- 

1o|>|>«  a  été  retrouvé  dans  ses  papiers;  il  débute  par  un  principe 

génc^ral  de    la   théorie   des    percussions,  corrélatif   de    celui  de 

HâinîUon  dans  la  dynamique  des  forces  ordinaires,  et  comprenant 

comme  cas  particulier  un  théorème  jadis  énoncé  par  Thomson  et 

Tait.  Ce  principe  est  extrêmement  fécond,  et  Robin  en  fait  de 

tx^s    intéressantes  applications,  en  particulier  aux  explosions  dans 

un     liquide,  en  supposant  qu'une  sphère  très  petite  éclate  au  sein 

dtî     celui-ci  ;   le  cas  de  l'explosion   sous    un    corps   flottant   est 

long^ueraent  développé. 

On  trouvera  encore  dans  ce  volume  quelques  frag^ments  de 
nn oindre  étendue,  notamment  sur  la  théorie  du  replenisher  de 
T-  homsoD,  et  sur  une  expérience  de  Hertz.  Les  travaux  que  nous 
venons  de  parcourir  rapidement  témoignent  d'un  réel  esprit  d'in- 
'^'cniion  et  d'une  grande  fécondité  de  ressources  analytiques;  ils 
'ïionlrent  à  quelles  hauteurs  Robin  aurait  pu  atteindre  en  Malhé- 
'>"*aiîques  pures,  si  son  activité  ne  s'était  surtout  portée  sur  d'autres 
éludes. 

-A.U  moment  où  j'écris  ces  lignes,  je  reçois  le  second  fascicule 
"**  Tome  I,  consacré  à  la  ïhermodvnamique  générale.  Il  deman- 
"^**sfc  une  étude  très  approfondie,  et  c'est  surtout  aux  physiciens 
"**'i|  appartiendra  de  discuter  ce  qu'il  renferme  de  nouveau  et 
*^**iginal.  Je  veux  seulement  ici  faire  une  remarque  (|ui  m'est 
^'^'^^•^érée  par  la  lecture  de  Tlnlroduclion  et  de  la  Leçon  iiiauj^urale 


^    coeurs  de  Robin  en  189(5,  publiée  en  1898  dans  la  lici'ue  <(éné- 

^^^^  des  Sciences.  Robin,  frappé,  comme  beaucoup  d'autres,  des 

***îc:ultés  que  l'on   rencontre  quand   on    veut  préciser  la  notion 

^  ^X.  plication  mécanique  des  phénomènes  naturels,  et  des  bi/.arre- 


*    que  présentent  maintes  théories  mécanicjues,  insiste  vif;oureu- 

^•^cnlsurTétrangeté  qu'il  v  a  à  expliquer  le  connu  par  rincoiinu^ 

^  '^'îsible  par  l'invisible,  et  à  imaginer,  par  exemple,  comme  il  le 

*^  >  un  élher  que  nul  œil  humain  ne  verra  jamais.  I-.a  Science,  pour 

^*>    doit  résolument  abandonner  toutes  ces  hypothèses  et  toutes 

^^   entités,  pour  s'orienter  dans  la  voie  (|ue  lui  trace  la  Thermo- 

y^^amique  générale  convenablement  organisée.  Je  ne  puis  à  c<'t 

^S^rd  être  d'un  avis  aussi  exclusif.  Toutes  les  accusations  contre 

*^  niécanisme  sont  certes  justifiées,  si  l'on  prend  le  mot  d'expficU' 

*ton  dans  le  g^ns  où  il  a  été  longlem|)S  entendu,  mais  elles  perdent 
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de  leurs  forces  si  l'on  ne  cherche  dans  aoeexplicatioir  qu'une  image-ss 
plus  ou  moins  grossière,  mais  utile  et  féconde,  sans  avoir  la  pi^"** 
tcntion  d'atteindre  la  réalité.  La  Science  peut  suivre  à  la  fois  d<^£ 

voies  diverses,  et  la  multiplicité  des  points  de  vue  est  non  seuU. 

ment  légitime,  mais  indispensable.  Le  désir  impérieux  de  chercher-^ 
des  explications  mécaniques  a  été  un  stimulant  d'une  très  grand  M 
fécondité,  et  rien  ne  prouve  que  celle-ci  soit  épuisée.  Bien  a^  -■ 
contraire:  nous  voyons  en  Chimie  physique  naître  des  théoric^^ 
audacieuses  extrêmement  fécondes,  dont  la  discussion  quelquefoi^c 
passionnée  donne  à  certaines  parties  de  la  Chimie  et  de  la  Phyaiqu  ^k 
une  vie  intense,  et,  récemment  encore,  les  hypothèses  de  Lorenl-^^ 
sur  les  électrons  ne  le  conduisaient-elles  pas  à  prévoir  dans  nm~ 
cas  simple  le  phénomène  découvert  ensuite  par  Zeemann?  Ce  n'e^^ 
qu'en  suivant  à  leur  heure  des  tendances  différentes,  quelquefoi  -^ 
opposées,  que  les  Sciences  progressent;  Il  ne  faut  pas  mutile-^ 
l'esprit  humain  dans  la  lâche  immense  qui  s'ouvre  devant  lui.  C'es^ 
dans  les  parties,  déjà  bien  constituées,  comme  la  Statique  gêné 

raie  des  équilibres  physiques  et  chimiques,  qu'une  exposition  peu 

être  faite  d'une  manière  systématique,  et,  sans  aucun  doutfr~ 
l'effort  vigoureusement  poursuivi  par  Robin  marquera  dans  l'his- 
toire de  la  Science;  dans  les  parties  encore  inexplorées,  l'espnX 
souffle  où  il  peut.  Lmilb  Picird. 


^UPETIT  (A.)'  —  Essu  sur  h  Thèorir  grnrralr  dk  la  mohnaib.  ■  toL 
iD-8°;  397  p.  Paris,  Guillaumin  et  C;  1901. 

L'Auteur,    dans   l'Introduction    de   son    Ouvrage,    caractérise 
;un)me  il  s 
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po  i  Bis  la  théorie  rationnelle  était  faite;  il  n^y  avait  qu'à  reprendre 
cJ^^  éléments  dès  maintenant  acquis.  Nôtre  effort  personnel  a 
su  V*  tout  porté  sur  la  difficulté  essentielle  que  recèle  toute  inter- 
pK*^lation  malhématique  des  sensations  ou  des  besoins  humains  : 
^^  «Jéfînition  d'une  unité.  L'obstacle  était  sérieux.  Dans  ses  plus 
■*^ci«nts  travaux,  M.  V.  Parelo  n'a  cru  pouvoir  mieux  faire  que  de 
■^     tourner.  Nous  avons  tenté  de  l'aborder  de  front. 

»  L'élude  expérimentale  de  la  monnaie  —  encore  qu'aucune 
*^^î  n'ait  été,  peut-être,  consacrée  |)ar  une  adhésion  unanime  — 
^^  ^  depuis  longtemps  constituée  dans  ses  parties  essentielles.  Pour 
**^«*ionler  dès  phénomènes  à  leurs  connexions  générales  et  néces- 
^^*K^s,  nous  n'avons  eu  qu'à  résumer  d'excellenres  études  des- 
^■**  ptives,  à  accorder  aux  procédés  statistiques  de  mesure  la  place 
^•Jii  leur  revient,  à  tenter  enfin  d'obtenir,  par  l'emploi  des  pro- 
és  graphiques,  une  expression  plus  saisissante  des  mouvements 
«irels  de  la  circulation  monétaire. ...  » 


'ÏA'NCOCK  (Harris),  Professeur  à  rUniversito  de  Cincinnati  (Étals-Unis).  — 

^lÊMOIRB  SUR  LES  SYSTÈMES  IIODULAIRKS  DE  KrONECKER.  In-4°  ^6  I  l5  pagCS. 

ris,  Gauthier-Villars,  1901.  (Thèse  de  Doctorat  de  rUniversité  de  Paris.) 


l-iC  Mémoire  de  M.  Hancock  comprend  deux  parties  :  la  première, 

T^  i  occupe  cinquanle-cinq  pages,  est  consacrée  à  la  partie  purement 

i^B sftiorique.  L'auteur  signale  les  points  communs  à  la  théorie  de 

*^^<lekind  et  à  celle  de  Kronecker,  qui  sont  dus  à  ce  qu'il  j  a  de 

^^tnmun  aux  domaines  de  rationalité  d'où  ces  théories  tirent  leur 

®**igine.  C'esl  pour  cela  que,  après  avoir  donné  un  histori(|ue  de  la 

^*^^orie  des  nombres  algébriques,  il  examine  brièvement  quelques- 

**^s  des  points  essentiels  des  domaines  algébriques  de  rationalité 

^^  cherchant  surtout  à  mettre  en  évidence  les  propriétés  caracté- 

nsliques  qui  sont  communes  à  la  fois  aux  modules  et  aux  idéaux 

"^Dedekind,  d'une  part,  et  aux  systèmes  modulaires  de  Kronecker, 

"*  l'autre.  Il  peut  ainsi  étendre  beaucoup  de  théorèmes  sur  les 

"modules  et  les  idéaux  à  la  théorie  des  systèmes  modulaires. 

La  seconde   partie  est  personnelle  à   M.  Hancock.  Dans  ses 
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reclierchcs,  il  considère  des  polynômes  dont  les  coefficients  sont- 
des  entiers  d'iin  corps  algébrique.  Il  traite  de  la  réduction  des  sys- 
tèmes de  moiliilcs  à  des  formes  simples.  Dans  cette  réduction  les- 
idéaux  de  Dcdekind  jouent,  comme  on  pouvait  le  prévoir,  un  râle 
important. 

L'auteur  insiste  sur  l'importante  notion  des  systèmes  modulaires 
premiers  qui,  dans  cette  Arithmétique  généralisée,  sonl  les  ana- 
logues des  nombres  premiers  de  l'Arilbmétique  éiémealaire  et 
indique  des  congruences  intéressantes  rappelant  les  théorèmes  de 
Fermai  cl  de  Wilson. 

Les  principaux  Chapitres  de  cette  deuxième  Partie  traitent 
des  systèmes  modulaires  de  première  espèce, 

Ht'duction  du  système  modulaire  de  seconde  espèce  lorsque  la 
seconde  puissance  ou  des  puissances  plus  hautes  de  l'idéal  pre- 
mier p  entrent  comme  éléments. 

Réduction  des  systèmes  modulaires  de  troisième  espèce  dans 
lesquels  la  seconde  puissance  ou  une  puissance  plus  élevée  de  la 
fonction  inéduclible  g{x){moâip)  entre  comme  élément. 

E.  E. 


MICHEL  (Cil.),  Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Donai 
(Tlièso  de  Doctorat,  Faciillâ  des  Sciences  do  Paria,  1901).  —  Sur  les 
APPLicATiriNs  uEoMtTRiQiËS  uu  TMÉoRÉUE  u'Abel.  ln-4"  de  54  pages.  Paris, 
Gauttucr-Villars,  igoi. 


fécond  pour  la  Géométrie 
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l>ricque$.  Le  théorème  d^Abel  est  obtenu  parcelle  voie  sous  une 
forme  un  peu  plus  générale  que  celle  qu^on  lui  donne  ordinaire- 
ment, en  considérant,  non  plus  une  seule  courbe  fixe,  mais  un 
s  V  s;  t.cme  de  deux  courbes  fixes  coupées  par  une  courbe  variable. 
Ax-^c  deux  intégrales  abéliennes  de  même  espèce  attachées  respec- 
tî%'^ment  à  chacune  de  ces  courbes.  En  parlicularisanl  ensuite 
l^u  w:ke  des  courbes  fixes  on  obtient  immédiatement  le  théorème  rc- 
l»l.if  aux  intégrales  de  troisième  et  de  seconde  espèce,  sous  une 
fot-^ne  qui  met  en  évidence  la  signification  géométrique  des  divers 
<^lt>  tnents  figurant  dans  les  formules. 

dcmonslratioQ    générale    suppose   esscutiellement    que    la 
rbe  sécante  variable  ne  passe  pas  constamment  par  un  point 


^■ragulier  commun  aux  deux  intégrales.  L'auteur  montre  ensuite 


rmiment  on  peut,  dans  certains  cas,  lever  rindétermination  en  res- 
Ix^^ignant  la  variation  de  la  courbe  sécante  autour  du  point  singu- 
li^»*.  Ceci  permet  d'étendre  les  énoncés  qui  traduisent  géométri- 
cfu  ciment  le  théorème  d'Abel,  à  certains  cas  spéciaux  où  ces 
^•^oncés  paraissent  au  premier  abord  devenir  illusoires.  Ce  point 
<^c> séduit  à  des  discussions  assez  délicates. 

XJans  une  autre  partie,  M.  Michel  fait  des  applications  aux  arcs 
dtîas  courbes  de  direction,  aux  angles,  aux  distances,  aux  courbes 
unicursales  et  aux  courbes  gauches. 

I.I  signale,  une  suite  de  théorèmes  relatifs  à  Toricntation  de  cer- 
tains systèmes  de  droites,  dont   quelques-uns    avaient   déjà   été 
tnonc^s  par  Laguerre  et  par  M.  Humbert.  E.  E. 
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■*-XcïiiLOp'û)lE  fier  ninthcmatischen  Wissenschnften  mit  Linschiuss 
'"'*<•'*  Anwrmlungen.  Ilerausjjc^jj.  von  IL  liurklianlt  u.  \V.  F.  Mcyer. 
'•  thi.  :  Heine  Mathcmatik,  t  \h\.  :  Anafjsis.  KjmH;;.  voii  IL  liurkliiirdt. 
—  **•  •!.  Ilcfl.  Gr.  in-8".  Lci|>7.i^^  Tcubiier.  7  m.  5(>  pf. 

■-IISEX  (IL-B.).  —  l'Sinicifuni^  in  die  In/initesinial-Iicchnun^  (^iJiiïc- 
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renlial-  u.  Integral-Rechnung).  Zum  Selbstunterricht.  8*  édit.  gr.  ia-8*, 

iv-383  p-  avec  5j  fig.  Leipiig,  Brandstetler.  8  m. 

RoL-ciiÉ  (E.)  et  DE  Combe  KO  (IE8E  (C.)-  —  Traité  de  Géométrie,  7*  édit. 
In-a°,  Lx-iaia  p.  avec  (11;.  Paris,  Gauihier-VilUr».  1;  fr. 

Sbhiiet(J.-A.)'  —  Court  lU  eateul  différentiel  et  inlé frai,  i'édil.^yai. 
iii-8',  xiri-Ci;  p.  et  xiii-goj  p.  Paris,  Gauthier-Villars.  i5  fr. 

Drcde(P-).  —  Lehrbueh  der  Optik.  gr.  in-S*,  xiv-498  p.  avec  110  fig. 
Leiptig,  Hirael.  lom.;  relié.  11  m.  30  pf. 

Colson(R.).  —  Traité  élémentaire  d'électricité  avec  le»  prù%cipalet 
applicalioni.  V  éHit.  In-iS"  Jésus,  vi-aTa  p.  avec  fig.  Paris,  Gauthier-Vil- 
lars. 3  fr.  75  c. 


Beutband  (J.)  e 
édit.  ln-8",  39.1  p 


GaucbtCH.).  —  Traité  ttAlgibre.  a'  Partie.   Noo». 
Paris,  Hachette.  S  îr. 


Zeitichrift  f.  Geichichte  d.  mat/ienuzi. 
Wisiensc ha/te n.  Herausgeg.  von  G.  EneslrGm.  3.  Folge.  I.  Bd.  4  Uefte, 
gr.  in-S"  (I.  u.  a.  Hefl),  agG  p.  avec  t  Heliograv.,  3  portraits  et  38  flg. 
Leipzig,  Teubncr.  ao  m. 

BniJcKXEi)  (M.).  —  Vielecke  and  Vieljtacke.  Theùrie  u.  Geichiehte, 
gr.  in-8',  viii-3a7  p.  avec  13  planches  et  de  Dombrcusea  figures.  Leîpsig, 


Fedoiow  (E.-V.). 
Gr.  in-4".  1*4  p.  av 


-  Regulâre  Plan-  u 
i3  planches.  MQnchei 


ttaumtkeilttng.  (Sonderdr.). 


HiGKX  (J-G.).  —  Synopsit  der  hôheren  Mathematii.  3.  Bd.  Differen- 
tial-  u.  Integralrechnunff.  (  In  6  Lrga.)  i.  Lrgn.  Gr.  în-j°,  p-  i-fij.  Berlin, 

iktt»ESBEKKUT  der deultehen  \îalhemaliker-Vereinigmtg,  Ileransgeg. 
'  n  Aurtra<:e  des  Vorstandcs  von  G.  Hauck  u.  A.  Gaumer.  8.  Bd.  i,  Heft. 
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PEANO  (G.),  professeur  à  FUniversité  de  Turin.  —  Formulaire  de  mathé- 
matiques. Introduction  (1894);  t.  I  (iBgS);  t.  U,  n""  i  (1897);  n"  2  (1898); 
n°  3  (1899);  t.  m  (1901).  Turin,  Bocca  et  Clausen.    - 

Il  est  bien  tard  pour  rendre  compte  d'un  Ouvrage  dont  la  pre- 
mière édition  a  paru  en  iSgS;  et  pourtant,  il  n'est  pas  trop  tard, 
puisque  la  troisième  édition  vient  de  paraître  cette  année,  et 
(jumelle  nous  permet  d'apprécier  plus  complètement  cette  œuvre 
originale,  monument  de  patience  et  d'érudition,  qui  est  d'ailleurs 
«  toujours  en  construction  ».  On  sait  qu'elle  consiste  à  réunir  toutes 
les  vérités  mathématiques  connues,  en  les  classant  d'abord  dans 
Tordre  des  matières  (c'est-à-dire  des  notions  qui  y  figurent),  puis 
dans  l'ordre  où  elles  se  déduisent  les  unes  des  autres,  accompa- 
gnées (au  moins  les  principales)  de  leur  démonstration.  Pour  y 
parvenir,  les  auteurs  emploient  un  système  de  pasigraphie  ou 
mieux  à^idéographie  inventé  par  M.  G.  Peano  en  1888  (*),  ap- 
pliqué d*abord  par  lui  à  l'Arithmétique  et  à  la  Géométrie (^),  puis 
développé  et  perfectionné  par  lui  et  ses  collaborateurs  ('). 

Avant  d'analyser  le  A^or/?i«/a/r^  lui-même,  nous  devons  étudier 
la  langue  dans  laquelle  il  est  écrit,  et  dont  les  principes  forment 
d^ailleurs  la  première  Partie  de  ce  Formulaire  (*). 

I. 

Les  idées  fondamentales  du  Calcul  logique  sont  celles  d'indi- 
vidu et  de  classe  (').  La  première  relation  à  considérer  est  doue 


(•)  Calcolo  geometrico  seconda  /'Ausdchnungslehre  di  H,  Grassmann,  prc- 
cedulo  dalle  operattoni  délia  Logtca  deduttiva.  Torino,  Boccu,  1888. 

(  ^  )  ArUhmetices  principia,  nova  methodo  exposita  ;  /  Principii  di  Geometria, 
iagicantenie  esposti,  Tortno,  Bocca,  i88g. 

<>)  Dans  la  Bévue  de  Mathématiques  {Bivista  di  Matematica),  publiée  de- 
puis 1891.  Le  Tome  YII  a  coiiiineocé  en  1900. 

(•)  Nous  avons  étudié  la  Logique  mathématique  de  M.  Pcano  à  un  point  de 
vue  cxclosiTcnient  logique  dans  la  Ucvue  de  Métaphysique  et  de  Morale  de  sep- 
tembre 1899(1.  ^^''  P*  fi'<>-^'i'J)-  Ici,  au  contraire,  nous  nous  attacherons  surtout 
aux  applications  mathématiques  de  cette  Logique,  et  aux  parties  mathématiques 
du  Formulaire, 

(»)  L'idée  logique  de  classe  (dont  le  symbole  est  K  ou  CIs)  coïncide  exacte- 

Buli.  des  Sciences  mathém.^  a*  série,  t.  \\V.  (Octobre  i<)(>i.)  u 
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celle  de  l'individu  »  la  classe  à  laquelle  il  apparlieni  :  elle  se  re- 
présente par  le  symbole  e  ('),  qui  se  lil  ;  est  un. 
Ainsi,  soii  a  le  symbole  d'une  classe,  on  écrira  : 


pour  dire  que  .r  e 


".  J-.  :  E 


pour  dire  que  x.  r,  z  sont  des  «  (■). 

La  Logique  éludic  deux  rclalions  fundameniales  entre  les  classes  : 
la  contenance  ou  inclusion,  et  Végaiicé.  Une  classe  a  est  con- 
tenue dans  une  classe  b,  si  tout  a  est  un  b,  et  l'on  écrira  alors 

Une  classe  a  est  égale  à  une  classe  b,  si  tout  a  est  un  b,  et  si  in- 
vcrsemenL  tout  b  est  un  a\  et  l'on  écrit  alors  : 


On  voit  immédiatement  que  l'e 
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signifie  : 

Quel  que  soit  x,  de  p  on  déduit  q,  ou  la  vérité  de p  entraîne 
celle  de  q; 

ou  enfin  : 

Si  p  est  vraie,  q  est  vraie. 

L'égal!  lé 

P'=x*q 

équivaut  aux  deux  inclusions  inverses  réunies 

Elle  signifie  que,  quel  que  soit  x,  les  deux  propositions  p  et  q 
se  déduisent  réciproquement  Vune  de  Vautre  ('). 

Voici  maintenant  comment  on  passe  de  l'un  à  l'autre  sens  de 
ces  notations.  La  proposition  catégorique  (entre  classes)  : 

Tout  a  est  b  : 

équivaut  à  la  proposition  hypothétique  (entre  propositions)  : 

c'est-à-dire  : 

Si  X  est  un  a,  x  est  un  b; 

et  cette  équivalence  peut  s'écrire  : 

Inversement,  si  Ton  désigne  par  (x  ^ p)  la  classe  des  x  qui  véri- 


(*)  On  les  appelle  alors  équivalentes;  mais  cela  ne  veut  pas  dire  qu'elles  soient 
synonymes;  car  une  telle  équivalence  a  lieu  entre  une  proposition  quelconque 
et  ce  qu'on  appelle  sa  condition  nécessaire  et  suffisante. 

(*)  Notons  à  ce  propos  que  M.  Peano  remplace  fort  avantageusement  les  parcn- 
théi^es  par  des  points  (suivant  un  usage  inspiré  de  Leibniz)-  On  doit  grouper 
d^abord  les  formules  séparées  par  un  point,  puis  celles  séparées  par  deux  points, 
et  ainsi  de  suite.  La  copule  principale  d'une  formule  est  le  signe  qui  est  encadré  du 
plus  graod  nombre  de  points  (par  exemple,  le  signe  =  dans  la  formule  ci-dessus). 
Il  va  sans  dire  que  le  point  n'est  plus  employé  comme  signe  de  multiplication. 
ni  les  deux   points  comme  signe  de  divisiim. 


lU  pni-:.MiËiti;  pautib. 

fient  la  proposition  p  {'),  la   proposition   liypothéliqiie   (entre 
[iro  positions) 

PO' 7 

équivaut  à  la  proposition  catégorique  (entre  classes) 

c'esl-à-dîrc  : 

Les  X  qui  vérifient  p  font  partie  des  x  qui  vérifient  g, 
et  celte  éfpiivalencc  s'écrira 

/>39.=  :xtp.-:).xiq. 

Nous  connaissons  les  trois  relations  ou  copules  fondamen taira 
(In  Calcul  logique  (s,  3,  =)-  Il  reste  à  définir  les  trois  opérations 
de  ce  Calcul. 

Les  deux  premières  sont  l'addition  et  la  mulliplicalion 
logiques. 

La  somme  logique  de  deux  classes  a  el  b  {a^b)  est  l'en- 
semble des  individus  contenus  dans  chacune  de  ces  classes  (dans 
l'une  ou  dans  l'autre)  (^).  Le  produit  logique  de  deux  classes  a 
et  6  (n  '^  b)  est  l'ensemhlc  des  individus  contenus  à  la  fois  dans 
les  deux  (dans  l'une  et  dans  l'autre)  ('). 

La  somme  logique  de  deux  propositions  est  leur  alternative, 
c'est-à-dire  raflirmation  que  l'une  ou  rautre(au  moins)  est  vraie. 
]^  produit  logique  de  deux  propositions  est  leur  position  simul- 
liT/H-ci^),  cV'Sl-ii-(iirc  l'aHir 
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Quel  est  le  rapport  entre  ces  deux  sens  des  opérations  logiques? 
Il  est  très  simple,  et  s'exprime  par  les  équivalences  suivantes 

X t a  w  b.  =  .x  ta*\j ,x  t  b. 

Dire  que  x  est  un  «aou  b  »,  c'est  dire  que,  ou  bien  x  est  un  a, 
ou  bien  x  est  un  b, 

X  td  r\  b,-=.Xt(l,r\,Xtbm 

Dire  que  x  est  un  ai  a  et  b  n,  c'est  dire  que  x  est  un  a  et  (en 
wnéme  temps)  x  est  un  b  {*). 

Ces  deux  équivalences  peuvent  servir  à  définir  le  sens  de  cha- 
cune de  ces  opérations  pour  les  classes,  quand  on  Ta  défini  pour 
les  propositions,  ou  vice  versa,  par  exemple  au  moyen  des  for- 
mules suivantes 

av-r  b»=^.X3{xta.yj  .X  i  b), 
a  r\  b.=^,X2{xta.r\,xzb)j 

que  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  traduire  verbalement. 

La  troisième  opération  logique  est  la  négation.  Si  a  est  une 
classe,  -a  désigne  la  classe  des  non-a.  Si  p  est  une  proposition, 
^p  désigne  la  négation  de  /?  (la  proposition  contradictoire). 

La  liaison  entre  les  deux  sens  de  la  négation  sY'tublit  par  Téqui- 
valence  suivante 

Dire  que  x  est  un  non-a,  c*est  dire  que  x  n'est  pas  un  a. 

Cette  équivalence  peut  servir  à  définir  Tun  des  deux  sens  de  la 
négation  en  fonction  de  Tautre  :  par  exemple,  la  négation  d^une 
classe  au  mojen  de  la  négation  d^ine  proposition 

-a  =  a:3-(ar  £  a). 

La  classe  non- a  est  r ensemble  des  individus  x  qui  ne  sont 
pas  des  a  (*). 


(')  Dans  la  pratique,  le  signe  de  la  inultiplicatinn  logique  se  sous-entend, 
comme  celui  de  la  multiplication  arithmétique  ou  algébrique,  et  Ton  écrit  sim- 
plenient 

x%  ab.  =  .x  e  a.x  e  b. 

(')  Dans  la  pratique,  la  négation  d'uuc  proposition  s'exprime  en   mettant  le 


t4fi  PREUIËRK  PARTIE. 

On  défînil  encore  une  classe  particulière,  la  classe  nulle  oa 

séro  logique  {\)  par  la  formule  suivante 

^  =  a:i(o«Cls.3B.»ia). 

Zéro  est  ta  classe  x  telle  que,  si  a  est  une  classe,  x  est  con- 
tenue dans  a; 

ou  plus  simplemeul  : 

Zéro  est  la  classe  contenue  dans  une  classe  quelconque  {dans 
toutes  les  classes). 

De  cette  définition  formelle  on  déduit,  par  des  considérotioDS 
trop  longues  à  exposer  ici,  que  zéro  est  la  classe  qui  De  contient 
aucun  individu,  la  classe  vide  ou  nulle  ('). 

L'idée  ei  le  symbole  du  zéro  sont  indispensables  ea  Logique 
pure,  mais  à  peu  près  inutiles  en  Logique  roalbématique.  Ils  y 
sont  remplacés  par  le  symbole  3,  qui  se  déCnil  formellement 
comme  suit 

;.|  a  s'énonce  :  il  y  a  des  a. 
On  a  par  suite 

-aa.  =  .a  =  A. 

ce  qui  s'énonce  :  il  n'y  a  pas  de  a. 

Enfin,  il  est  souvent  utile,  en  Mathématiques,  de  considérer  un 
individu  comme  formant  à  lui  seul  une  classe;  c'est  à  cela  que  sert 
le  signe  i  ('),  qu'on  peut  lire  égal  à.  La  notation  tx  désigne  la 
classe  qui  comprend  le  seul  individu  x.  On  a  par  définition 
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t  jr  est  l'ensemble  des  y  qui  sont  égaux  à  x.  En  renversant  celle 
relation,  on  trouve 

Ainsi   le   signe  d^égalité  logique  =   se  trouve  décomposé  en 
deux  :  e  (est  un)  et  i  {égal  à). 

Le  symbole  i,  inverse  du  précédent,  se  définil  comme  suit  : 

La  classe  a  est  «  égal  à  x  )>,  c'est-à-dire  comprend  le  seul 
individu  x.  Inversement,  x  est  le  seul  individu  de  ta  classe  a; 

plus  brièvement, 
X  est  le  a. 

Tel  est  le  sens  du  nouveau  symbole;  il  Iransforme,  au  rebours, 
une  classe  en  un  individu  (*). 

Ce   sont  là  les  définitions   fondameiilales  du  Calcul  logique. 
Voici  maintenant  les  principes  ou  propositions  premières  sur 


(*)  Voici  un  exemple  qui  expliquera  ces  nolalions  : 

Tout  nombre  premier  non  égal  à  2  est  un  nombre  impair  et  s'écrit 

Np  -  123  2N  -T-  I. 

Cette  formule  deTienl,  par  des  transtormalions  de  Calcul  logique, 

XiNp.x-=  a.3.j782N-Hi. 

Si  X  est  un  nombre  premier  non  égal  à  a,  x  est  un  nombre  impair, 

X  t  Np.3.jC£  2N-+-i.^.vC   -  2. 

Si  X  est  un  nombre  premier,  il  est  impair  ou  égal  à  2, 

Np-(2N  -f-  l)'J  -.2, 

Tout  nombre  premier  pair  est  égal  à  2, 

2  =  -,  Np-(iN  -hï); 

3  est  te  seul  nombre  premier  pair. 
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lesquels  il  repose  et  qui  en  constituent  les  règles  ('): 

Principe  d 'identité  : 

«DO- 
Principe  du  syllogisme  : 

aOfc.ftyr.o.aQC. 
Principe  de  simpli/icntion  : 

Principe  de  composition  : 

aQb.a:)c.:).a'^bc. 
Principe  de  contraposition  : 

d'où  l'oD  déduit  immédiatement  celte  autre  forme 

Principe  de  transposition  : 

Principe  de  contradiction  : 

a-a  =  X- 
Principc  du  milieu  exclu  : 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  i49 

buiwes  de  ces  deux  opérations  Tune  par  rapport  à  Tau  Ire  (  '  )  : 

a(b  \^  c)  =  ab  \j  aCy        a\j  bc  ={a  w  c)(b  \u  c), 

enfin  la  loi  de  tautologie  : 

aa  =  a,        a  v-'  a  =  a, 

et  la  loi  d'absorption  : 

a(a\^b)=a,        a\jab  =  a. 

Il  y  a  un  dernier  principe  qui  ne  s^appliquequ^aux  propositions. 
Soient  a,  6,  c  des  propositions;  on  a  l'équivalence  (^) 

a^.ô  3  c.  =  ,ab  3c. 

Quand  on  passe  du  premier  membre  au  second^  on  importe 
riijpothèse  a  dans  l'inlerence  (b'jc)  dont  elle  est  la  condition; 
quand  on  passe  du  second  membre  au  premier,  on  exporte  Thy- 
pothèse  a  de  l'inférence  complexe  (ab'jc).  C'est  ce  qu'on  peut 
appeler  le  principe  d'exportation  et  dUmportation. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  le  Calcul  logique  de 
M.  Peano,  qui  occupe  d'ailleurs  relativement  peu  de  place  dans 
son  formulaire  ('),  et  nous  allons  en  étudier  l'application  aux 
Mathématiques.  Il  convient  toutefois  de  remarquer  que  certaines 
théories  mathématiques  modernes  (notamment  la  théorie  des 
ensembles)  ne  sont  que  des  branches  du  Calcul  logique,  et  gagne- 
raient à  être  exprimées  par  le  symbolisme  correspondant. 

II. 

Le  Formulaire  comprend,  outre  la  Logique  :  l'Arithmétique  et 
la  Théorie  des  nombres  (deuxième  Partie),  la  Théorie  des  fonc- 
tions analytiques  (troisième  Partie),  la  Théorie  des  nombres  com- 
plexes (quatrième  Partie)  et  la  Théorie  des  vecteurs  (cinquième 
Partie). 


C)  Cela  introduit  dans  le  Calcul  logique  une  symétrie  et  une  réciprocité  qui 
ne  se  trouvent  pas  dans  le  Calcul  algébrique. 

C)  Cette  équivalence  n'est  valable  que  pour  des  propositions  à  sens  constant, 
«i  par  suite  toujours  vraies  ou  toujours  fausses. 

(')  If  serait  intéressant  de  Je  comparer  à  V Algèbre  de  la  Logique,  de 
M.  Sclirôder,  dont  nous  avons  rendu  compte  ici  (mars  1900). 
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Ces  théories  sont  rangées  suivant  l'ordre  daos  lequel  oa  intro- 
duit des  concepts  et  par  suite  des  sjroboles  Douveaux,  de  sorte 
que  chaque  paragraphe  est  désigne  par  le  symbole  qui  s'y  trouYe 
introduit.  Par  là,  il  est  manifeste  que  les  propontioos  antérieures 
sont  indépendantes  des  suivantes,  et  que  les  propositions  où 
figure  un  symbole  dépendent  uoiqnement  de  celles  qui  définissent 
ce  symbole. 

M.  Peano  distingue  plusieurs  espèces  de  définitions  malhëma- 
tiques  :  i"  les  définitions  nominales,  qui  consistent  &  égaler  le 
nouveau  svmbole  à  définir  à  une  formale  composée  de  symboles 
déjà  connus  ou  définis;  a"  les  définitions  par  postulats,  qui  con- 
sistent à  définir  un  système  de  symboles  nouveaux  par  un  système 
de  postulats  qui  établissent  entre  eux  des  relations  fomielles; 
3°  les  définitions  par  abstraction,  qui  consistent  à  dire  dons 
qnels  cas  telle  idée  abstraite  sera  considérée  comme  égale  ou  pln- 
lùt  identique  à  elle-même.  Celte  dernière  forme  de  définitions  est- 
fréquente  en  Mathématiques  pures  ou  appliquées:  souvent  on  ne 
définit  pas  telle  espèce  de  grandeurs,  mais  simplement  régalilé 
de  deux  grandeur^  de  celte  espèce  (')  (exejn/>/e4.*  direction  de, 
longueur  de,  aire  de,  niasse  de,  température  de,  etc.). 

Le  fait  que  telle  idée  est  ou  n*est  pas  définissable  nominale- 
ment dépend  essentiellement  de  l'ordre  dans  lequel  on  range  les 
idées  pour  les  introduire  successivement  (*).  Quand  une  idée 
n'est  pas  définissable  nominalement,  on  l'appelle  idée  primi- 
lite,  ei  on  la  définit  par  postulats  ou  par  abstraction. 

Une  théorie  déductive  quelconque  repose  donc  sur  un  sys- 
tème d'idées  primitives  et  sur  un  sysième  de  propositions  pre- 
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faadra  donner  aux  symboles  non  définis  un  sens  tel  qu^'ls  véri- 
fient les  propositions  premières.  Une  même  théorie  déductive 
formelle  peut  d'ailleurs  recevoir  plusieurs  interprétations  diffé- 
renles;  on  en  a  des  exemples  en  Géométrie  (principe  de  dualité) 
et  en  Physique. 

M.  Padoa  a  formulé  avec  rigueur  les  conditions  auxquelles  un 
système  de  propositions  premières  est  irréductible,  et  auxquelles 
iiii  système  de  symboles  non  définis  est  irréductible  par  rapport 
à  un  système  de  propositions  premières  donné  : 

Pour  qu^un  système  de  propositions  premières  soit  irréduc- 
tible, il  faut  et  il  suffit  qu^on  puisse  trouver,  pour  chacune 
d'elles,  une  interprétation  des  symboles  non  définis  qui  ne  la 
vérifie  pas,  tout  en  vérifiant  toutes  les  autres.  Pour  qu'un 
sysième  de  symboles  non  définis  soit  irréductible  par  rapport 
au  système  des  propositions  premières,  il  faut  et  il  suffit  quon 
puisse  trouver,  pour  chacun  de  ces  symboles,  une  interpréta- 
tion  du  système  des  symboles  non  définis  qui  vérifie  le  sys^ 
Zèïïïïte  des  propositions  premières,  et  qui  continue  à  le  vérifier 
si  l'on  change  convenablement  le  sens  du  seul  symbole  consi- 
déré{'). 

Toute  l'Arithmétique  repose  sur  trois  idées  primitives  :  nomb^re 
entier  (positif  ou  nul),  zéro  et  le  suivant  d*un  nombre  entier, 
représentées  respectivement  par  les  symboles  non  définis 

No,    o,     a  -+-, 

et  sur  cinq  propositions  primitives  qui  sont  : 

1  ®  2^éro  est  un  nombre  : 

os  No; 

a**  JLe  suivant  d'un  nombre  est  un  nombre  : 

at  No.3..7  -h  eNq; 

3**  Si,  s  étant  une  classe,  o  appartient  à  cette  classe,  et  si. 


(  •  )  Voir  le  Mémoire  de  M.  Padoa  daos  la  Bibliothèque  du  Congrès  interna- 
iional  de  Philosophie^  l.  III.  Paris,  A.  Colin;  1901. 


i5a  PHEMIËnË  PAltTIE. 

toutes  tes  fois  qu'un  nombre  appartient  à  cette  classe,  son 
suivant  fui  appartient  aussi,  tous  les  nombres  appartiennent 
à  celle  classe.  C'est  le  principe  de  l'induction  complète  : 


4°  Deux  nombres  suivis  du  même  nombre  sont  égaux  .- 


5°  Le  suivant  d'un  nombre  quelconque  n'est  jamais  o  : 

On  peul  (trouver  l'indépendance  absolue  de  ces  cinq  propoù- 
lîons  primitives,  et  l'irréductibilité  du  système  des  idées  primi- 
tives par  rapport  à  ce  système  de  proposilious.  Celui-ci  suffit 
pour  démontrer  toutes  les  propriétés  des  DOmbres  eoliers  (c'est- 
à-dire  de  l'ensemble  Ng);  mais  il  y  a  une  infiailé  d'ensembles 
dilTérents  qui  vérifient  ce  système  de  propositions  :  par  exemple, 
elles  sont  encore  vérifiées,  ainsi  que  toutes  leurs  conséqueDces,  si 
l'on  remplace  o  par  i  et  No  par  N,  (ensemble  des  nombres  eatien 
posilifii  non  nuls). 

L'idée  de  nombre  entier  se  trouve  ainsi  définie  par  postulats. 
M.  Burali-Fortt  en  a  donné  une  déflnilîon  nominale  fondée  sur 
l'iJée  de  grandeur  homogène  (').  Enfin  il  y  a  aussi  une  défini- 
tion de  l'idée  de  nombre  par  abstraction,  qui  se  fonnule  comme 
suit  : 

CE,  b  ECls.QiNuma  =  Num6.  =  .g(£fa)  rcp, 

c'est-à-dire 
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P^tbîI  préférable  à  l'autre,  non  seulement  en  raison  de  sa  géné- 

^"lé,  mais  aussi  parce  qu'elle  répond  mieux  à  l'idée  habituelle 

^u  nombre  cardinal,  et  surtout  parce  qu'elle  est  indépendante 

de  Vidée  d'ordre,  qui  intervient  sans  raison  dans  l'autre  (par  la 

notion  du  suivant  d'un  nombre).  11  nous  semble,  notamment,  que 

dans  Vidée  de  somme  (-H)  il  y  a  celle  de  V addition  de  deux 

nombres  cardinaux,  de  deux  collections  d'unités  réunies  en  une 

seule,  ei  non  pas  celle  d'une  énumération  successive  des  nombres 

eux-mêmes  rangés  dans  la  série  naturelle. 

Les  nombres  entiers  négatifs  sont  définis  à  propos  de  la  sous- 
traction, et  les  nombres  rationnels  à  propos  de  la  division,  comme 
symboles  opératoires.  —  a  est  un  symbole  d'opération  qui,  appli- 
qué à  on  nombre  supérieur  à  a^  donne  un  nombre.  La  fraction  b/a 
est  le  symbole  de  l'opération  complexe  (x  b/a)  (*).  Bien  que 
cette  marche  soit  logiquement  irréprochable,  nous  continuons  à 
préférer  la  méthode  indiquée  par  M.  J.  Tannery,  surtout  pour  les 
nombres  négatifs;  car  il  y  a  un  intérêt  (même  pédagogique)  à 
prévenir  toute  confusion  entre  le  signe  d'opération  —  qui  unit 
deux  nombres  pour  en  former  un  troisième,  et  le  signe  qualifi- 
eaxM — ,  qui  caractérise  le  nombre  négatif  isolé,  ou  qui,  appliqué 
â  un  nombre,  le  transforme  en  son  symétrique  ('-). 

Liies  nombres  irrationnels  sont  déOnis  au  moyen  de  la  notion  de 
limite  supérieure,   qui  est  elle-même  définie  par  abstraction  : 
c*esl*à-dire  que,  étant  donnés  deux  ensembles  de  nombres  u  et  (', 
on  définit  les  trois  relations 

l'a  =  IV,        rM>rp,         l'a  <  IV, 

enire  leurs  limites  supérieures.  Cela  posé,  on  définit  les  nombres 
réels  comme  limites  supérieures  (ou  inférieures)  d'ensembles  de 
nombres  rationnels  ('). 

La  théorie  des  limites  est  traitée  avec  beaucoup  de  soin,  et  les 
divers  sens  du   mot   limite   sont   définis  avec  précision.   Ltant 


(  I)  Cooforinément  aux  idées  bien  connues  de  M.  Méray. 

(»)  Cf-  Padè,  Premières  Leçons  d'Algèbre  élémentaire,  et  Padoa,  Mémoire 

cité,  fin. 

/»)  Cf.  Bévue  de  Mathématiques,  l.  VI,  p.  laG-i'io,  où  sont  exposées  el  dis- 
cutées les  diverses  méthodes  employées  pour  dé(inir  les  nombres  irrationnels. 
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donnée  une  classe  u  de  nombres  réels,  la  classe-limite  \u  esl 
l'ensemble  des  nombres  x  tels  que  I»  limite  inférieure  des  modules 
des  dilTérences  enlre  x  ei  les  nombres  de  la  classe  u  soit  nulle. 

XJensembte  dérivé  ou  est  l'ensemble  des  nombres  tels  que  la 
limite  inférieure  des  modules  des  dilTéreDces  entre  x  et  les 
nombres  u  non  égaux  à  x  soit  nulle. 

La  limite  généralisée  \u  esl  la  classe-limite  Xu  augmeotéc 
de  +  00  ou  de  —  x,  lorsqu'ils  sont  la  limite  supérieure  ou  infé- 

Élant  donnée  une  suite  infinie  x  (fonction  du  nombre  enlier  n), 
considérons  l'ensemble  des  valeurs  de  j;  à  partir  d'uu  certain 
indice  m,  cl  Tonnons  sa  limite  généralisée  A„.  Si  un  nombre  a 
apivarticnt  toujours  à  cette  classe,  quel  que  soit  le  nombre  m,  il 
fait  partie  de  la  classe-limite  Lmx. 

Cette  notion  est  empruntée  à  Caucby,  qui  considérait,  par 
exemple,  lim(sin-l  comme  susceptible  de  toutes  les  valeurs 
réelles  comprises  entre  —  i  et  -l-  i  (  '  ). 

Enfin  l'on  déRnii  lu  valeur-limite  comme  suit 


lin 


Si  ta  CLASSE-LIMITE  d'une  suite  se  réduit  à  un  seul  nombre, 
ce  nombre  est  ta  va  leur -limite  de  x  (lim  j;). 

D'après  celte  définition,  limx  peut  être,  ou  un  nombi'e  réel, 

ou  H-so,  ou  —  =o. 

Sur  ces  dclinitions  reposent,  comme  on  sait,  toute  la   théorie 


COMPTES  HKNDUS  ET  ANALYSES.  ij5 

plexe  (o,  o,  ...,  o),  le  symétrique  ( — x)  d'un  nombre  com- 
plexe {x)y  enfin  le  produit  d'un  nombre  complexe  par  un  nombre 
réel. 

A  cette  théorie  sont  rattachées  celle  des  déterminants  (*)  et 
celle  des  substitutions  linéaires.  (Les  uns  et  les  autres  sont  repré- 
sentés par  leurs  matrices,  c'est-à-dire  par  l'ensemble  de  n- 
nombres  réels.)  Une  substitution  est  un  complexe  d'ordre  fi  fonc- 
tion linéaire  d'un  complexe  d'ordre  n  ;  et  une  fonction  est  linéaire, 
si  la  fonction  d'une  somme  est  la  somme  des  fonctions  des  élé- 
ments, ou  si 

/(x  -h  y)  =/.r  -+-/7. 

La  théorie  des  substitutions  sert  de  base  à  la  théorie  des 
nombres  imaginaires.  L'unité  imaginaire  /  est  définie  comme  la 
substitution  représentée  par  la  matrice 

0  — I 

1  o 

Les  nombres  imaginaires  (x  -h  iy)  se  présentent  alors  comme 
des  substitutions  des  nombres  complexes  d'ordre  2  ;  ils  ne  doivent 
pas  être  confondus  avec  ceux-ci  :  on  multiplie  les  substitutions, 
et  non  les  nombres  complexes.  Un  nombre  imaginaire  correspond 
à  un  couple  de  nombres  réels,  mais  ne  coïncide  pas  avec  lui. 
M.  Peano  évite  par  là  d'introduire  les  imaginaires  par  des  conven- 
tions arbitraires,  ou,  qui  pis  est,  de  les  présenter  comme  solutions 
impossibles  des  équations  algébriques,  méthode  logiquement 
vicieuse  contre  laquelle  Gauss  protestait  déjà  [^).  Cette  concep- 
tion des  imaginaires  est  surtout  commode  pour  leur  interprétation 
et  leur  application  géométriques  ('). 

On  sait  comment  l'introduction  des  imaginaires  permetd'achcver 
et  de  généraliser  l'Algèbre  et  l'Analyse,  de  définir  analjtiqueraent 
les  fonctions  trigonométriques,  le  nombre  tz  et  les  nombres  de 
Bernoulli. 


(*)  Que  M.  Peano  fait  avec  raison  rcriionler  à  Leibniz  (1678).  Voir  Leibniz, 
MaUÂemaiisehe  Schriften^  t.  VII,  p.  5. 

(»)  Œuvres,  t.  IIÎ,  p.  6;  1799. 

('^  CFëométriquemenl,  un  nombre  imaginaire  est  une  similitude  :  multiplier 
aae  ù%UTe  par  un  nombre  imaginaire,  c'est  la  transformer  en  une  figure  seni- 
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Toutes  les  ihéorîcs  qui  précèdent  apparliennent  &  l'Ana^V 
pure.  Mais  le  Formulaire  va  plus  loin,  et  entreprend  de  rédi_^ 
la  Géométrie  en  formules.  Des  travaux  récents  ont  montré  qts. 
peut  réduire  les  idées  primitives  de  la  Géométrie  à  trois  :  le  ^oc  - 
le  segment  et  la  congruence  (ou  le  mouvement)  et  même  à  d^^ 
(en  définissant  le  segment)  (').  On  obtient  ainsi  divers  sysièr~ac 
hypothêtico-déductifs  qui  correspondent  à  la  Géométrie  i»  ■ 
jective  et  à  U  Géométrie  métrique.  Dans  le  Formulaire,  o«^ 
adopté  l'Analyse  des  vecteurs,  qui  conduit  à  un  Calcul  géoiV=> 
trique  analogue  à  celui  de  Grassmann  (*). 

Les  idées  primitives  de  ce  Calcul  sont  celles  de  point  et  de  i^^ 
leur.  Celle-ci  est  définie  formellement  comme  dilTérence  de  d^  * 
points  («  —  b),  mais  elle  n'est  définie  réellement  que  par  abstr^ 
tion,  uu  moyen  de  la  rclalion  primitive 


qui  constitue  régalilé  do  deux  vecteurs. 

Elle  est  caractérisée  par  les  propositions  primitives  suivantes 


auxquelles  il  faut  encore  joindre  celle-ci 
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rences  géomélTÎqiies  analogues  aux  équidifférences  numériques 
(algébriques). 

On  définit  le  vecteur  o  comme  la  valeur  constante  du  vec-* 
teur  {a  —  a),  quel  que  soit  le  point  a.  On  en  déduit  que 

a^^h,^:^,a  —  6  =  0. 

On  définit  ensuite  le  sjrmétrique  ( —  u)  d'un  vecteur  (e/);  puis 
le  produit  d^un  vecteur  par  un  nombre  réel,  qui  est  un  autre 
vecteur;  enfin  le  produit  intérieur  de  deux  vecteurs,  qui  est  un 
nombre  réel.  Interprété  mécaniquement,  ce  produit  (w  X  t')  est 
égal  an  travail  d'une  force  représentée  par  le  vecteur  u  quand 
son  point  d'application  se  déplace  suivant  le  vecteur  v.  Cette  mul- 
tiplication est  commulative  et  distributive.  Elle  donne  lieu,  par 
exemple,  à  des  identités  comme  les  suivantes,  qui  expriment  des 
théorèmes  de  Géométrie  : 

(m  -f-  t>)*-h  (W  —1')*=  2(W*-+-  P»), 

Dans  un  parallélogramme,  la  somme  des  carrés  des  diago- 
nales est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  quatre  côtés; 

(m  -+-  P-+-  w)*-4-  (a-4-i'  —  iv)*-h(w-f-ii'  —  p)'-h(i'-H  w  —  a)* 
=  4(ii*-+-i^»-f- iv«), 

Dans  un  parallélépipède  y  la  somme  des  carrés  des  quatre 
diagonales  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  douze  arêtes. 

Comme  on  le  voit  par  ces  exemples,  la  multiplication  des  vec- 
teurs introduit  en  Géométrie  l'élément  métrique,  11  suffit  de 
joindre  aux  principes  généraux  Taxiome  ou  postulat  des  trois 
dimensions  pour  retrouver  toute  la  Géométrie  ordinaire.  On  peut 
définir  la  droite,  le  plan  et  les  autres  figures  élémentaires;  puis 
les  procédés  de  transformation  appelés  translation,  symétrie, 
homoihétie  et  rotation.  Une  rotation  (un  verseur)  est  une  sub- 
stitution qui,  à  deux  vecteurjs-unités  perpendiculaires  a  et  b,  fait 
correspondre  les  vecteurs  b  et  —  a.  On  voit  aussitôt  Tanalogie 
d'un  verseur  avec  l'unité  imaginaire  i,  et  le  lien  entre  ce  Calcul 
géométrique  et  le  Calcul  des  quaternions. 

On  peut  encore  définir  dans  ce  Calcul  ja  tangente  à  une  courbe 
en  un  point,  puis  le  point  osculateur,  la  normale  principale  et  la 

£utt,  de»  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X\V.  (Octobre  1901.)  i3 
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courbure,  enfin  la  longueur  d'un  arc  de  courbe.  En  généni,  vu  * 
poiot  mobile,  fonction  du  temps,  a  des  dérivées  successives  qnî 
sont  des  vecteurs  :  sa  dérivée  première  est  sa  vitesse,  sa  dériva  le- 
coude  est  son  accélération.  Dès  lors  on  peut  définir  tous  les  con- 
cepts de  la  Mécanique  par  des  formules  du  Calcul  géométrique. 
On  voit  par  Jà  quel  vaste  champ  d'applications  s'ouvre  au  Calcul 
géométrique  et  plus  généralement  à  la  Logique  mathématique  (,'). 


Tel  est,  eu  raccourci,  le  contenu  de  cet  Ouvrage.  Ce  conlena 
suffirait,  à  lui  seul,  à  le  rendre  utile  et  précieux  :  car  il  résame 
en  deux  cents  pages  des  théories  qui  remplissent  des  Traités  en- 
tiers et  de  gros  Manuels.  Grâce  à  la  notation  symbolique,  chaque 
théorème  est  écrit  en  une  ligne,  deux  au  plus,  et  il  est  formulé 
en  entier,  avec  toutes  les  conditions  qui  limitent  son  domaine  de 
validité,  ce  qui,  comme  on  sait,  est  extrêmement  important,  et  ce 
qu'on  est  souvent  tenté  d'oublier.  Cela  tient  à  ce  que  les  formules 
algébriques  des  théorèmes  ne  constituent  presque  toujours  qu'une 
partie  de  la  proposition  (la  thèse),  dont  le  reste  (les  hypothèses) 
est  énoncé  plus  ou  moins  explicitement  en  langage  ordinaire  (*). 
Au  contraire,  les  formules  de  M.  Peano  sont  complètes,  et  cha- 
cune d'elles  détermine  exactement  le  sens  et  la  portée  du  théorème 
correspondant.  Le  Formulaire  peut  donc  servir  de  manuel  ou  de 
répertoire.  Il  est  en  outre  extrêmement  instructif  par  les  rensei- 
gnements historiques  et  bibliographiques,  souvent  rares  et  curiem, 
contenus  dans  les  notes  :  par  exemple,  sur  la  numération  (J  33), 
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oat  an  instrument  d'analyse  logique,  de  déduction  et  de  vérifi- 
lion.  D'abord,  en  n'employant  que  des  symboles  d'un  sens  fixe 
^t  bien  défini,  on  évite  toutes  les  équivoques  du  langage,  ainsi  que 
K.es  implications  tacites  ou  fausses  auxquelles  donnent  lieu  les 
associations  habituelles  d'idées  et  de  mots.  De  plus,  et  par  suite, 
^>n  assure  la  rigueur  des  raisonnements  en  les  réduisant  à  des 
opérations  et  transformations  algébriques,  quasi  mécaniques, 
effectuées  suivant  certaines  règles  invariables  et  purement  for- 
snelles.  Par  là,  on  est  certain  de  n'introduire  dans  les  concepts 
siucun  élément  étranger  à  leur  définition,  et  dans  les  déductions 
aucune  pétition  de  principe,  aucun  postulat  subreptice.  Enfin,  on 
.sait  exactement  de  quelles  propositions  dépend  la  démonstration 
^et  partant  la  vérité  formelle)  de  tel  théorème,  et,  en  dernière 
^oaljse,  de  quelles  propositions  premières  assumées  à  titre  d'hy- 
jpothèses.  On  aboutit  ainsi  à  faire  le  dénombrement  exact  et 
complet,  d'une  part,  des  concepts  primitifs  et  indéfinissables; 
d'autre  part,  des  propositions  premières,  indémontrables.  Ainsi 
s'accomplit,  grâce  à  ce  symbolisme  formel,  la  reconstruction  et  la 
Yefonle  logique  du  système  des  vérités  mathématiques. 

On  voit  quelle  est  l'importance  philosophique  d'un  tel  Travail. 
On  ne  peut  mieux  l'apprécier  qu'en  constatant  qu'il  réalise,  dans  le 
<iomaîne  spécial  des  Mathématiques,  le  double  projet  que  Leibniz 
a  rêvé  toute  sa  vie  d'exécuter,  à  savoir  :  la  constitution  d'une  Ca- 
ractéristique unii'erselle,  d'une  sorte  d'Algèbre  logique,  qui  eût 
permis  de  remplacer  tous  les  raisonnements  par  des  calculs;  et 
l'élaboration  d'une  Encyclopédie  démonstrative,  où  toutes  les 
vérités  connues  eussent  été  rangées  dans  Tordre  de  leur  enchaîne- 
ment déductif,  précisément  grâce  à  l'instrument  logique  fourni 
par  la  Caractéristique.  C'est  d'ailleurs  la  meilleure,  sinon  la  seule 
forme  à  donner  à  une  Encyclopédie,  si  l'on  veut  qu'elle,  ait  uuc 
autre  valeur  que  celle  d'un  mémento  de  baccalauréat.  11  faut 
donc  souhaiter  que  M.  Pcano  et  ses  dévoués  collaborateurs  puissent 
continuer  et  achever  leur  œuvre  gigantesque,  et  qu'ils  trouvent 
chez  leurs  collègues  de  tous  pays  le  concours  nécessaire  pour  la 
perfectionner  encore  et  la  mener  à  bonne  fin. 

L.   COUTURAT. 
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BURILËANU  (N.).  Ueulenant  dans  l'Artillerie  royale  roumaiM.  —  Hkthoiii 
Dg  BALisTiQtB  BXTBRiEUBB.  (Thèse  de  Doctorat.)  I11-8*  de  5i  pages.  Paris, 
Gaulhier-Villars,  1901. 


M.  BuriUanu  s'est  proposé  dans  ce  Travail  de  donner,  aux  for- 
mules des  problèmes  de  Balistique,  une  forme  nouvelle,  en  suivant 
une  marche  différente  de  celle  qui  a  été  suivie  jusqu'ici  par  divers 
auteurs,  notamment  par  le  colonel  italien  Siacci.  Il  a  tout  d'abord 
cherché  à  résoudre  par  les  mêmes  moyens  les  deux  problèmes  da 
mouvement  des  projectiles  sphériques  et  des  projectiles  ogivaux. 
Pour  cela  il  détermiae  analjtiquement  les  valeurs  de  la  résistance 
de  t'air  et  ramène  son  expression  assez  compliquée  à  un  pol^ome 
composé  de  deux  termes  pour  le  cas  des  vitesses  inférieures  à  3oo" 
et  de  trois  termes  pour  les  vitesses  supérieures  allant  jusqu'à  iooo~; 
l'auteur  arrive  dans  ces  conditions,  par  de  simples  quadratures, 
à  une  expression  analytique  de  la  résistance.  Les  valeurs  corres- 
pondantes des  autres  fonctions  balistiques  s'en  déduisent,  et  l'on 
peut  dresser  des  Tables  à  l'aide  desquelles  le  problème  du  mouve- 
ment des  projectiles  sphériques  se  résoudra  par  les  mêmes  for- 
mules que  celui  du  mouvement  des  projectiles  ogivaux. 

En  ce  qui  concerne  la  loi  de  la  vitesse,  il  a  essayé  de  la  déduire 
de  la  formule  connue  relativement  à  l'écoulement  adiabatique  des 
gaz.  Le  résultat,  grâce  à  une  approximation,  ne  diffère  pas,  du  reste, 
de  celui   qui  est  habituellement  pris   comme   point  de  départ. 
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^DRÊ  (Ch.)*  *—  Traite  d'Astronomie  stellaire.  Tome  I  :  Étoiles  simples, 
1^;  Tome  II  :  Étoiles  doubles  et  multiples.  Amas  stellaires,  tgoo. 
Paris,  Gaathier-Viilars. 

Ce  livre  vient  combler  une  véritable  lacune  :  c^esl  le  premier 
eiposé  systématique  des  travaux  efTectués,  depuis  William  lier- 
schel,  sur  le  nombre,  la  distribution,  les  distances,  les  dimensions, 
les  masses  et  les  mouvements  réels  de  ces  soleils  si  désespérément 
éloignés  que  nous  appelons  les  étoiles.  Une  telle  coordination, 
que  nul  ne  pouvait  faire  avec  plus  d'autorité  que  M.  Gh.  André, 
était  d'autant  plus  nécessaire  qu'on  s'habitue  un  peu  trop  à  re- 
garder les  étoiles  comme  appartenant  désormais  exclusivement  aux 
astropfajsiciens,  photographes  et  spectroscopistes.  M.  André  nous 
-exposera  les  méthodes  et  les  résultats  de  la  Physique  stellaire  dans 
son  troisième  Volume,  mais  les  deux  premiers,  seuls  parus,  sont 
consacrés  aux  méthodes  purement  astronomiques  d'observation  et 
de  calcul. 

La  simple  statistique  fournit  des  renseignements  précieux  :  ce 
sont  les  célèbres  jaugeages  de  W.  Herschel  qui  l'ont  conduit  à 
^rter  ce  qu'on  i^owvrdiXidi'p^^eXeTV Astronomie galactocentrique,  à 
ûémontrer  en  particulier  que  notre  Soleil  et  toutes  les  étoiles  vi- 
sibles à  l'œil  nu  sont  profondément  plongés  à  l'intérieur  de  la  Voie 
lactée,  dont  ils  forment  vraisemblablement  un  petit  amas  local, 
bes  calculs  de  moyennes,  par  exemple  la  détermination  de  la  paral- 
laxe moyenne  ou  du  mouvement  propre  moyen  des  étoiles  d'une 
certaine  classe  de  grandeur,  la  comparaison  des  relations  qu'on  peut 
établir  entre  ces  moyennes  expérimentales  et  de  celles  qui  résul- 
teraient de  diverses  hypothèses  simples,  peuvent  seuls,  dans  l'état 
actuel  de  nos  connaissances,  nous  donner  une  idée  approchée  de 
\b^  distribution  des  vingt  ou  trente  millions  d'étoiles  composant 
c^t immense  amas.  La  Dynamique  interstellaire,  qui  permettra  de 
coordonner  leurs  mouvements  propres,  est  encore  à   peu  près 
inabordable.  En  revanche,  l'étude  des  mouvements  des  systèmes 
^Cellaires  newtoniens  doubles  et  multiples,  découverts  par  W.  Her- 
5chel,  a  déjà  offert  aux  mathématiciens  une  très  grande  variété  de 
problèmes  intéressants,  exigeant  des  méthodes  nouvelles  :  tout  le 
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deuxième  Volume,  qui  leur  est  consacré,  constitue  une  des  parties 

les  plus  originales  de  la  Mécanique  céleste. 

Les  premiers  Chapitres,  que  nous  nous  bornerons  à  mentionner 
ici,  traitent  de  ia  théorie  de  la  diffraction  dans  les  lunettes,  de 
l'historique  des  catalogues  stellaircs  ;  les  suivants  sont  consacrés  à 
l'évaluation  directe  des  grandeurs  stellaires  :  les  mesures  d'éclats 
par  la  Photométrie  et  la  Photographie  ne  seront  décrites  que  dans 
le  troisième  Volume.  Il  est  vrai  que  la  méthode  d'estime  directe, 
dontW.  Herschel  a,  le  premier,  indiqué  les  principes,  peut  atteiodre 
une  précision  tout  A  fait  remarquable,  supérieure  même  à  celle  des 
photomètres  (<).  Cependant,  il  j  a  peut-être  un  inconvénient  à 
suivre  l'ordre  historique,  en  ce  qui  concerne  l'échelle  normale  des 
(grandeurs  :  les  écarts  entre  les  échelles  de  Lalande,  de  Bessel,  de 
W.  StruvG  cl  d'Argelander  sont  tels  qu'il  faut  des  Tables  de  con- 
cnnlnncc  entre  les  divers  catalogues.  Bien  que  la  concordance  ac- 
lucll(<  soit  prci^qnc  parfaite,  en  particulier  entre  les  plus  importants 
culalo);iifs  mndorne»,  ceux  dWrgvlander  et  Schûafeld,  d'une  part, 
ctni\  do  Thomo  d'uuiro  p»rl,  pour  lesquels  les  écarts  systématiques 
no  dt'pnssoni  pas  o*',i,  il  v  aurait  intérêt  à  regarder  la  grandeur 
commodolînie  thôoriquemonl  par  la  formule  de  Pogson  :  la  classe 
do  gntndour  ,^'  vario  comme  le  logarithme  de  l'éclat  photooié- 
triquoK. 

Praliquomoul,  IWhollo  arliitraire  d'Ar^lander,  universellement 
aclo|iti>i;  nar  les  aslrononics,  coïncide  «tcc  l'cchclle  log; 
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ùeWe  de  l'éclat  à  réclal  lui-même.  Mais,  en  fait,  on  a  surtout  voulu 

conserver,  à  tout  prix,  pour  les  étoiles  visibles  à  l'œil  nu,  les 

six  classes  vénérables  de  YAlmageste  de  Ptolémée,  si  bien  qu'on 

Arrive,  dans  l'échelle  normale  actuelle,  à  cette  notation  incommode 

d attribuer  la  grandeur  — i,5o  à  Sirius,  la  grandeur  o  à  Wega. 

Une  échelle  d'éclats  photométriques  semblerait  préférable,  car  elle 

<i  exigerait  qu'une  seule  constante  arbitraire  :  Tunité  d'éclat.  Il 

semble  d'ailleurs  difficile  d'augmenter  la  précision  des  mesures 

Photographiques,  par  suite  des  difficultés  que  présente  la  compa- 

'^■soD  des  étoiles  diversement  colorées  :  la  définition  des  inten- 

^'^ës  photométriques  en  soulève  encore  davantage. 

•Les  idées  de  W.  Herschel,  en  ce  qui  concerne  la  distribution 
^elledes  étoiles,  l'étendue  et  la  forme  de  notre  nébuleuse  galac- 
^><f  ne,  ont  été  précisées  et  confirmées  surtout  par  W.  Struve(i827- 
i8^^).  Sa  loi  célèbre  de  condensation  stellaire  décroissante  à  me- 
sare  que  la  distance  au  plan  galactique  moyen  va  en  croissant,  rend 
suffisamment  compte  de  la  distribution  apparente  déduite  des  jau- 
geages de   Herschel   :   la  densité  stellaire  apparente,  par  unité 
d'aoglesolide,  décroît  régulièrement  quand  la  latitude  galactique  va 
en  croissant.  Cette  hypothèse  de  Struve  Ta  conduit  à  une  échelle 
des  distances  moyennes  des  étoiles  des  diverses  classes  de  gran- 
deur, où  la  distance  croît  sensiblement  dans  le  rapport  de  y/2,  en 
passant  d'une  classe  à  la  suivante. 

L'hypothèse  d'une  densité  stellaire  uniforme  dans  toutes  les  ré- 
gions de  la  nébuleuse  galactique  et  de  l'éclat  moyen  uniforme  de 
tontes  les  étoiles  a  conduit  C.  von  Liltrow  (1869)  à  une  notion 
approchée  des  dimensions  de  l'univers  stellaire  probablement  moins 
e^cte  que  celle  de  Struve.  Cependant  la  statistique  des  étoiles  de 
<liverses  grandeurs,  jusqu'à  la  10®  grandeur  tout  au  moins,  montre 
qne  le  nombre  des  étoiles  croît  sensiblement  en  progression 
géométrique,  quand  la  classe  croît  en  progression  arithmé- 
tique («). 

A  signaler   une  certaine  bis^rrerie  dans   l'ordre   adopté  par 


(')  La  raison  est  très  Toisine  de  4'  Par  exemple,  la  limite  de  visibilité  de  l'œil 
00  variant  de  la  grandeur  6,5  à  la  grandeur  7,0,  le  nombre  total  d'étoiles  visibles 
à  l'œil  na  passe  de  7000  i  14000,  en  chiffres  ronds,  suivant  la  limite  adoptée; 
il  esl  doublé  par  chaque  demi-classe  de  grandeur  ajoutée. 
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M.  André  :  Di^-pothèse  de  Lillrow  (1S69)  est  développée  U  pre- 
miére,  puis  celle  de  W.  Slruve  (1847);  enfia  vient  l'exposa  des 
travaux  de  W.  Herschcl  (1S03-17)  et  de  ses  conclusions  relatives 
à  la  Voie  lactée.  Un  tel  ordre  est  assurément  le  plus  bel  hommage 
i]u'on  puisse  rendre  au  fondaleur  de  l'Astronomie  stellaire,  mais 
peut-être  l'ordre  historique  eût-il  présenté  quelques  avanUges  : 
les  successeurs  de  Herschel  disposaient  nécessairement  de  plus  de 
données  expérimentales  que  lui. 

Les  (chapitres  suivants  nous  font  entrer  dans  le  domaine  de 
l'Astronomie  de  position  la  plus  minutieuse;  ils  traitent  de  la  déter- 
mination du  nioiivcmenl  propre  du  Soleil,  des  mouvements  propres 
et  des  parallaxes  stellaires.  I.a  mesure  de  ces  déplacements  angu- 
laires si  faibles  (toutes  les  parallaxes  annuelles  et  presque  tous  les 
mouvcmenls  propres  nnniicls  sont  inférieurs  à  une  seconde)  n'a 
été  rendue  possible  que  par  l'exlrtîme  perfeclionnement  des  instru- 
ments niodernfs  do  position  et  dos  méthodes  cbronographiques. 
Les  nieillfurs  observateurs  du  wu*  et  du  xvm'  siècle  avaient  été 
iuipuisMiuls  à  trouver  la  moindre  parallaxe  :  nous  en  connaissons 
a\('c  certitude  une  rinquaiitaiiie  à  quelques  cenlièmes  de  seconde 
pris,  l.fs  méthodes  diUt'rciitiflles  micrométriques,  indiquées  pour 
In  pn'mii^rt-  fois  par  W,  llersoliol,  ont  seules  pu  triompher  des 
diriîi-ullés  accumulées:  les  firandeurs  à  mesurer  sont  du  même  ordre 
quo  les  nombreuse^  correolinus  de  rofriiitinn,  de  nutatîon,  de  pré- 
lession  et  d'^berr^tliou  que  doivent  dabord  subir  les  observations, 
et  ne  se  dêj;a!;ent  que  comme  des  ern-iirs  n-sidueiles  \').  On  peut 
t-iter  par  exemple   les  déierminaliont   méridiennes   absolues    de 
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mesures  de  parallaxes  de  M.  Pritchard  à  Oxford  en  sont  un  bel 
exemple.  De  même  la  Carte  photographique  internationale  du 
Ciel  rendra  d*inappréciables  services  dans  les  recherches  ulté- 
rieures sur  les  mouvements  propres. 

Nos  connaissances  actuelles  sur  les  mouvements  propres  sont 
dues  surtout  à  W.  Struve  (i852),  H.  Màdier  (1857)  et  Arge- 
lander  (1869).  Il  semble  résulter  de  leur  statistique  que  le  mou- 
vement propre  moyen  des  étoiles  de  chaque  classe  de  grandeur 
varie  en  raison  inverse  de  leur  distance  moyenne,  ce  qui  indique- 
rait une  vitesse  absolue  identique  en  moyenne  dans  toutes  les 
régions  de  notre  amas  stellaire.  Et  même,  comme  les  éclats  intrin- 
sèques individuels  des  étoiles  sont  en  réalité  extrêmement  difTé- 
reols,  la  grandeur  du  mouvement  propre  d'une  étoile  particulière 
serait,  pour  l'évaluation  de  sa  distance  probable,  une  indication 
beaucoup  plus  sûre  que  sa  grandeur  stellaire. 

l^ans  l'hypothèse  de  la  distribution  moyenne  isotrope  des 
vitesses,  la  vitesse  radiale  moyenne  de  toutes  les  étoiles  d'une 
•nème classe,  déduite  des  mesures  spectroscopiques  par  la  méthode 
Doppler-Fizeau ,  devrait  être  égale  à  la  moyenne  des  vitesses  trans- 
versales absolues  des  mêmes  étoiles,  calculée  d'après  les  valeurs  de 
leurs  mouvements  propres  apparents  et  de  leurs  parallaxes.  On 
coosiate  qu'il  en  est  ainsi  sensiblement,  et  J.  Kleiber  a  déduit  de 
cette  relation  une  méthode  indirecte  pour  calculer  la  parallaxe 
moyenne  probable  d'une  classe  déterminée  d'étoiles.  Nous  avons 
^^^  cet  exemple  pour  montrer  le  genre  de  renseignements  que  le 
^Icul  des  moyennes  permet  de  déduire  des  données  de  la  statis- 
tique. 

Quant  au  mouvement  propre  du  Soleil,  si  sa  direction  esta  peu 
prts  bien  déterminée,  il  n'en  est  pas  de  même  de  sa  vitesse,  malgré 
0  innombrables  travaux.  Toutes  les  méthodes  de  détermination  des 
^^rdonnées  de  Vapex,  dont  les  plus  célèbres  sont  dues  à  W.  Her- 
«chcl  (1806),  Bessel  (1818),  Argelander  (i838)  et  Airy  (1860), 
^posent  sur  l'hypothèse  de  la  distribution  isotrope  des  vitesses 
^lles  et  donnent  la  vitesse  solaire  comme  résidu  de  leur  distribu- 
^on  apparente  anisotrope.   On  a  d'ailleurs  discuté  longuement 
•njpolhèse  contraire,  où  les  longitudes  galactocentriques  variè- 
rent systématiquement  du  l'ait  du  mouvement  orbital  des  étoiles. 
Mîtte  question  est  loin  d'être  résolue. 
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On  fi'aUendrail  à  trouver  exposée  à  la  suiie  la  seule  tentative  d^  1 
Dynamique  stellaire  qui  ail  été  faite  pour  coordonner  les  mouve-  ^ 
ments  propres  des  étoiles  :  celle  de  Màdier  (i  846-1 858).  M.  Andr»—^ 
l'a  rejetée  à  la  fin  du  deuxième  Volume  et  en  adopte  les  conclu  ^ 
sions.  En  partant  d'h}'pothèses  simples,  malheureusement  tro(  '■ 
simples,  telles  que  l'uniformité  de  densité  stellaire  et  l'identité  de^s 
masses  individuelles,  Mâdier  détermine  le  centre  dynamique  d>  fl 
l'amas  central  de  notre  Voie  lactée,  amas  qu'il  suppose  sphériqn»  ■ 
entouré  d'anneaux  a^ant  même  centre  de  gravité;  une  suite  d-  1 
raisonnements  un  peu  aventureux  le  conduit  à  placer  ce  cenliv  — 
dans  les  Pléiades  et  spécialement  près  A'' Alcyone,  ce  qui  sembi»  - 
d'une  précision  au  moins  exagérée.  Cependant  il  est  intércssao^K 
de  constater  que  la  distribution  apparente  des  mouvements  propres^ 
dans  des  zones  successives  a^ant  Alcyone  comme  p&le,  semblés 
confirmer  cette  h^potht-se. 

M.  André,  évaluant  par  un  procédé  ingénieux,  mais  bien  ïndf— 
reci,  la  distance  des  Pléiades  à  192  années  de  lumière  et  adoptant 
pour  la  viicsse  du  Soleil  la  valeur  de  ifi*"  par  seconde,  déduite 
par  Kempf  de  la  répartition  apparente  anîsotrope  des  vitesses 
radiales  stcllaires,  calcule  la  période  du  mouvement  orbital  du 
Soleil,  autour  à' Alcyone  :  il  trouve  23 000000 d'anDées.  Enfin,  la 
troisième  loi  de  Kepler  donnerait,  pour  la  masse  totale  intérieure 
à  la  sphère  avant  Alcyone  pour  centre  et  passant  par  le  Soleil, 
une  valeur  égale  à  3  000000  de  fois  la  masse  solaire,  nombre  bien 
supérieur  à  celui  des  étoiles  que  nous  pouvons  y  admettre  ;  comme 
nous  savons,  d'autre  part,  que  les  masses  individuelles  stellaire» 
dilTèrcnt  peu  de  celle  du  SotetI,  on  en  conclurait  qu*il  euste  na 
nombre  eonsidérableJ'éCoilesmassiveséleintes.  Ce  résultai  est  inté- 
ressant, mais  il  repose  sur  des  données  numériques  bien  incer- 
taines. 
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^ipses  parlielleS|  que  nous  allons  retrouver  dans  le  deuxième 
Volome,  eDtièrement  consacré  aux  systèmes  doubles  et  mul- 
tiples. 

Le  nombre  des  systèmes  binaires  télescopiques  aujourd'hui 
catalogues  est  considérable  :  il  atteignait  près  de  i4ooo  en  1898, 
en  prenant  32"^  comme  limite  supérieure  de  Técart  angulaire.  La 
découverte  du  mouvement  relatif  orbi lai  des  systèmes  binaires  est 
eoco^  l'œuvre  de  W.  Herschel.  Pour  la  première  fois,  la  loi  de 
Ncwlon  a  pu  être  étendue  à  tout  l'univers  stellaire.  Cette  décou- 
verte géniale  a  livré  à  la  Mécanique  céleste  un  nombre  considé- 
rable de  systèmes  pratiquement  isolés  au  point  de  vue  de  la 
gravitation,  car  les  distances  qui  séparent  leurs  composantes  sont 
rarement  supérieures  aux  dimensions  des  orbites  des  planètes  les 
plas éloignées  de  notre  système  solaire;  elles  sont  donc  d'un  ordre  de 
grandeur  10'  fois  moindre  que  les  distances  séparant  les  mondes 
itellaires  les  uns  des  autres. 

La  petitesse  de  l'écart  angulaire  des  deux  composantes,  qui 
l'est,  le  plus  souvent,  que  de  quelques  secondes,  rend  particuliè- 
rement minutieuses  les  mesures  différentielles  servant  à  déter- 
lûiner  les  orbites   apparentes.  De  plus,  les  périodes  sont  très 
longues  :  parmi  les  orbites  dont  les  éléments  ont  été  calculés  avec 
précision,  beaucoup  ne  sont  pas  encore  fermées  depuis  les  pre- 
mières observations  de  W.  Herschel  (1782)  :  on  est  donc  obligé 
d utiliser  des  mesures  effectuées  à  de  très  longs  intervalles,  et  les 
corrections  d'aberration,  et  surtout  de  précession  et  de  nutation, 
prennent,  ici  encore,  une  importance  énorme.  On  commence  par 
snbstituer  aux  positions  observées,  la  meilleure  ellipse  possible 
pusantdans  leur  voisinage.  Cette  interpolation  s'effectue  par  des 
procédés  bien  connus,  soit  graphiques  (J.  Herschel),  soit  analy- 
tiques (Glasenapp).   Un  grand  nombre  de  méthodes  permettent 
de  passer  de  cette  orbite  apparente  interpolée  à  l'orbite  réelle  : 
CD  connaît,  en  effet,  la  projection  de  son  foyer.  Les  cinq  éléments 
géométriques  à  déterminer  sont  l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite 
ior  le  plan  tangent  à  la  sphère  céleste,  l'angle  de  position  de  la 
droite  d*iotersection  des  deux  plans,  l'angle   de  position  de   la 
ligne  des  nœuds  dans  le  plan  de  l'orbite,  l'excentricité  et  la  lon- 
gueur du  grand  axe.  M.  André  expose  tout  au  long  les  méthodes 
graphiques  de  J.  Herschel  et  deZwicrs(i895)qui  sont  du  domaine 
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de  la  Géométrie  descripUve  élémentaire,  et  la  solulioa  anal^kici^B 
de  Kowalsky  (1873),  l'une  des  plus  employées.  Quant  anx  ^& 
meots   cinématiqiies,    moyen   mouvemeot  angulaire  annuel  ^^ 
période)  et  époque  du  passage  au  périastre,  les  solutions  les  p  M 
usitées  de  l'équation  de  Kepler,  basées  sur  des  développements   ^ 
séries  rapidement  convergentes,  sont  ici  inapplicables,  par  sihÏ 
de  la  grande  excenlricité  de  la  plupart  des  orbites  :  les  méthode 
graphiques,  telles  celles  de  M.  Radau,  sont  les  plus  commodes. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  suppose  a /'/'/on' l'orbite  jrelativ" 
apparente  représenlable  par  une  ellipse  décrite  suivant  ta  loi  de- 
aires.  C'est  elTecli veulent  le  cas  général,  au  moins  en  première 
approximation.  Dans  le  cas  contraire,  ou  attribuera  les  perturba" 
lions  à  la  présence  d'un  troisième  astre  de  masse  notable,  invisible  " 
à  nos  yeux. 

Quand  on  cunDaît  à  la  fois  la  parallaxe  et  les  éléments  de  l'or* 
bile  d'un  système  double,  la  troisième  loi  de  Kepler  donne  immé- 
diaiemenl  la  somme  des  masses,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour 
unité;  le  rapport  des  massos  ost  douaé  pur  le  rapport  inverse  des 
dimensions  liomoingues  des  ellipses  semblables  décrites  par  les 
deux  astres  autour  de  leur  centre  de  gravité  commun.  Il  est  très 
remarquable  que,  dans  tous  les  cas,  on  trouve  pour  les  masses 
individuelles  des  étoiles  des  valeurs  du  même  oidre  de  grandeur 
que  celle  du  Soleil.  Les  deux  masses  d'un  même  système  sont 
d'ailleurs,  en  général,  tout  à  fait  du  uièinc  ordre,  marne  lorsque 
les  éclats  sont  extrêmement  dill'crcnts  :  c'est  le  cas  de  l'éclatant 
Sil'iitS  de  masse  2,ao,   dont  le  compagnon  presque  obicur,  de 
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s^ttait  borné  à  discuter  Texpression  générale  de  la  vitesse  aréo- 

laire  apparente  résultant  de  Paltraction  d*une  étoile  perturbatrice 

invisible.  C'est  C.  Peters  (i85i)  qui  a  le  premier  donné  une 

métbode  de  calcul  de  Torbite  du  compagnon  obscur,  et  qui  Ta 

appliquée  à  Sirius,  en  utilisant  uniquement  les  variations  d'as* 

ceosion  droite*  Auwers  (1862)  a  repris  le  calcul  en  utilisant  aussi 

les  variations  de  déclinaison  ;  la  même  année,  les  frères  Clark,  de 

Boston,  découvraient  le  compagnon  de  Sirius.  L'orbite  réelle, 

noaintenant  déterminée  par  quarante  années  d'observations,  diffère 

^s  peu  de  celle  calculée  par  Auwers.  L'histoire  de  Procyon  est 

identique  :  son  compagnon,  dont  Torbite  avait  été  calculée  par 

Auwers  (1862)  et  par  L.  Struve  (1892),  a  été  découvert  en  1896 

par  Scbœberle  à  l'observatoire  Lick. 

Un  grand  nombre  de  systèmes  optiquement  doubles  sont  main- 
tenant regardés  comme  triples,  l'une  des  composantes  visibles 
Avant  un  compagnon  obscur,  et,  dans  quelques  cas,  les  éléments 
de  l'orbite  du  satellite  ont  pu  êlre  calculés.  Le  cas  Ae p  Ophiuchus 
t  soulevé  un  débat  d'un  grand  intérêt.  T.  See  (1898)  a  découvert 
le  premier  une  inégalité  périodique  par  rapport  à  l'orbite  moyenne 
calculée  par  Schur  (1894)  et  par  Doolittle  (1897),  ^^  d'après  lui, 
>€  satellite  obscur  aurait  une  période  égale  à  peu  près  à  la  moitié 
de  celle  du  système  double  visible.  Or,  l'emploi  des  méthodes  de 
Billet  de  H.  Poincaré  a  permis  à  Moulton  (1899)  de  démontrer 
qu  un  tel  système  triple  serait  instable.  Les  conclusions  de  See 
doivent  donc  n'être  acceptées  que  sous  toutes  réserves. 

Depuis  1890,  le  spectroscope  a  enrichi  l'Astronomie  d'une  nou- 
velle calégorie  d'étoiles  doubles,  trop  serrées  pour  être  séparées  au 
Wescope.  Les  premières  observations  de  cette  espèce,  effectuées  à 
«•rvard  sur  les  spectres  de  tj  Grande  Ourse  et  p  Cocher,  sont  dues 
•  Oiiss  Maury  et  à  C.  Pickering  (1890).  En  général,  le  mouvement 
'^Wf  orbital  sépare  périodiquement  deux  spectres  d'inégale  in^ 
^à\k\  les  mesures  spectrographiques  fournissent  alors  la  vitesse 
'^iale  relative.  Pour  d'autres  étoiles,  une  seule  composante  est 
lumineuse;  dans  ce  cas,  on  mesure  le  déplacement  périodique  des 
'•les  par  comparaison  avec  une  source  fixe,  comme  l'a  fait  C. 
Vogel  pour  Algol  (1889).  Les  méthodes  de  calcul  de  l'orbite,  à 
*wde  des  seules  données  spectroscopiques,  sont  dues  à  A.  Ram- 
*^**^  J.  Wilsing  et  Lehmann-Filhès.   Il  est  évident,  a  priori, 
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qu'elles  ne  peuvent  donner  toas  les  éléments  géométriqaes  :  ^^' 
donnent  l'excentricité,  l'angle  de  position  de  la  ligne  des  ^OB^^ 
et  la  projection  du  grand  axe  sur  la  ligne  de  visée,  mais  noc 
grand  axe  lui-même.  L'époque  du  passage  au  périastre  s'obli^*^ 
encore  par  une  solution  graphique  de  l'équation  de  Kepler.  Eofi^" 
la  somme  des  masses,  M  4-  M',  n'est  pas  non  plus  calculable  :  tf^"^ 
la  valeur  de  la  période,  on  déduit  seulement  la  valeur  i^^ 
(M  +  M')sin'i,  1  étant  l'inclinaison  inconnue  du  plan  de  l'orbite  ' 
par  rapport  au  plan  tangent  à  la  sphère  céleste. 

Dans  le  cas  précédent,  la  seule  donnée  expérimentale  est  la^ 
courbe  des  variations  de  la  vitesse  radiale  orbitale  avec  le  temps.   ' 
Nous   arrivons  maintenant  à  d'autres  étoiles  doubles  pour  les-  ' 
quelles  la  seule  donnée  est  la  courbe  des  variations  périodiques 
de  l'éclat  phoiomctrîque.  Ces  Chapitres,  qui  forment  une  grosse 
partie  du  deuxième  Volume,  constituent  un  très  remarquable  en- 
semble auquel  M.  André  a  apporté  une  contribution  personnelle 
des  plus  importantes.  On   divise  ces  étoiles  en    deux  groupes, 
suivant  que   la   variation   de   lumière   est  discontinue   ou  god- 


Pour  les  premières,  dont  le  t^pe  est  Algol  (p  Persée),  la 
période  est  divisible  en  quatre  phases,  une  première  d'éclat 
maximum  constant,  une  deuxième  d'éclat  variable  décroissant, 
une  autre,  1res  courte,  d'éclat  minimum  constant,  et  une  dernière 
d'éclat  variable  croissant.  La  théorie  qui  attribue  ces  variations  si 
parfaitement  régulières  à  l'occultation  partielle  de  l'une  des  com- 
posantes d'un  système  double  dont  le  plan  de  l'orbite  se  trouve 
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«uTAÎenxtoates  les  observations.  La  mélhode  de  Tisserand  permet 
le  calcul  direct  de  l'excentricité  et  du  périastre. 

U  est  impossible  de  donner  ici  une  idée  de  la  variété  des  pro- 
blèmes qui  se  présentent  suivant  les  différentes  formes  des  courbes 
de  lumière  :  la  discussion  montre  que  les  apparences  les  plus 
compliquées  peuvent  s^expliquer  par  Toccullation  réciproque  et 
matuelle  de  deux  étoiles  inégalement  brillantes.  A  signaler  une 
question  bien  intéressante,  Texplication  des  inégalités  périodiques 
que  présentent  les  périodes  d'un  grand  nombre  de  variables,  et 
Algol  en  particulier.  Deux  hypothèses,  tout  à  fait  différentes,  en 
rendent  compte  de  façon  également  satisfaisante  :  suivant  Chandler 
le  système  double  d^ Algol  f)arcourt  une  orbite  de  grandes  dimen- 
sions autour  d'une  étoile  obscure,  ce  qui  fait  avancer  ou  retarder 
alternativement  les  éclipses.  D'autre  part.  Tisserand  a  montré 
qu'un  très  faible  aplatissement  de  l'étoile  principale  (~^  pour 
Algol)  imprime  au  grand  axe  de  l'orbite  un  mouvement  angu- 
laire direct  et  uniforme  qui  produit  les  inégalités  périodiques 
observées. 

Cette  théorie  de  Tisserand  a  été  reprise  par  C.  Myers  dans  le 
^8  des  étoiles  du   tjpe  de  ^  LyrCj  à   variations  continues  de 
lomière,   qu'une    forte    ellip licite    peut    seule    expliquer.   Pour 
P^/re  (1896),  C-  Myers  a  fait  la  théorie  complète  de  l'occul- 
tation mutuelle  de  deux   ellipsoïdes  de   révolution   semblables, 
'J^Dtleur  équateur  dans  le  plan  de'  l'orbile.  Belopolsky  (1897)  ^ 
*"Culé  l'orbite  relative  de  ^  Lyre  d'après  les  mesures  de  vitesses 
'•diales  orbitales  :  ici  encore  les  deux  méthodes  spectroscopique 
^pkotomé trique  se  confirment  et  se  complètent  admirablement 
.l^oe  l'autre.   Le   calcul   des   masses   conduit   à  attribuer  à  ces 
étoiles  doubles,   d'ailleurs    extrêmement    serrées,    des    densités 
•^Ifémement  faibles.  M.  André  admet  que  ce  sont  des  couples 
^Uaires  en  formation,  plus  ou  moins  avancés  dans  la  segmenta- 
''oHj  suivant  la  forme  de  leur  courbe  de  lumière.  La  discussiou  de 
^t**^ diiTérenls  types  nous  entraînerait  trop  loin. 

*^  derniers    Chapitres,    relatifs    aux    beaux    groupes   serrés 

^pies,  quadruples,  etc.,  aux  amas  irréguliers  tels  que  les  Pléiades, 

^"^^  amas  télescopiques    et  globulaires,    sont  uniquement  des- 

^P^fs.  Rappelons   seulement  le   résultat   de   la   statistique   de 

•Struve  (1847)7  confirmé  par  celles  plus  récentes  de  CIcvcland 
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Ablte  (1867)  et  de  S.  Walers  (1894)  :  U  distrîbulioD  des  imai 
télcscopiques  résolubles,  eD  relation  directe  avec  la  latitude  galao* 
tique,  montre  que  ces  amas  font  partie  intégrante  de  la  Voie  laclëe, 
comme  les  étoiles  elles-mêmes.  Au  contraire,  It  dîstribation  des 
nébuleuses  non  résolubles  est  difTérenle  :  «Iles  doivent  être  regi^ 
dées,  en  général,  comme  étrangères  à  notre  Voie  lactée. 

Au  sujet  des  splendîdes  objets  télescopiques  désignés  sous  le~^ 
nom   d'amas   globulaires,   il   siiflira   d'indiquer  la   ili'fnnirrtr  ^ 
récente  de  BaJlev  (1IJ94)  à  Ariquipa,  qui  jette  un  jour  tout  dob^k: 
veau  sur  leur  constitution  :  certains  de  ces  amas  contiennent  nn^e::; 
proportion  considérable  de  variables   périodiques;  les  pérîod^to 
sont  très  courtes,  de  quelques  heures  parfais;   les  courbes  c^^ 
lumifVe,  à  variations  continues,  sont  en  général  d'allure  idc^^^ 
tique  pour  toutes  les  variables  d'un  même  amas.  Celte  découveiT     ■ 
révèle  une  solidarité  1res  remarquable  dans  l'orientation  des  pla^^B 
des  orbites  de  ces  systèmes  binaires,  car  il  est  impossible  de  ne  |^^*- 
attribuer  à  des  éclipses  la  parfaite  régularité  des  périodicités.  L-*^ 
tels  résultats,  encore  inexpliqués,  montrent  l'intérêt  que  peuveii' 
présenter  les  méthodes  d'observation  purement  physiques,  au  seul 
point  de  vue  de  la  Dynamique  des  svstëmes  stellaires. 

Nous  attendons  maintenant  le  troisième  Volume,  dont  la  Spe&- 
troscopiestellairc  occupera  sans  doute  une  grande  partie.  M.  Andri 
aura  droit  à  toute  la  reconnaissance  du  public  scientifique,  s'il 
nous  doDoe  le  Traité  d'Astrophysique  qui  nous  manque  encore. 
Mais,  il  l'a  déjà  méritée  par  son  magîsti'al  exposé  de  nos  connais- 
sances actuelles  en  Astronomie  hcrschélienne. 

Hekhi  BÉHAan. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  173 


COMPTES    RENDUS   ET  ANALYSES. 


RGET  (Henrt),  agrégé  de  TUniversité,  aido  aslronomo  à  Tobscrvatoire 
cJ^  Toulouse.  —  Sur  une  classe  particvlibre  i>b  groupes  iiyprrarkliens. 
ftièse  de  doctoral  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Paris, 
aolhier-Villars,  1^8.  In-4*'  de  92  pages. 


^n  a  quelque  difficulté  à  suivre,  sur  des  exemples  particuliers, 

'g      développement  de  certaines  théories  mathématiques  qui  sont 

^^{>eDdaDt  bien  fixées  dans  leurs  traits  généraux.  Toutefois  ces 

^^K^i^mples  sont  indispensables  pour  les  progrès  ultérieurs  de  ces 

ories  elles-mêmes. 

!n  particulier  pour  les  fonctions  hjperfuchsicnnes,  les  séries 

"y  jDcrgéométriques  de  deux  variables   permettent  d'illustrer   la 

^'^^^orie  générale  dans  des  cas  particuliers  remarquables.  Il  n'en 

^*^    plus  de  même  pour  les  fonctions  hvperabéliennes  et  Tétude 

*f> J^rofondîe  d'un  exemple  du  groupe  hyperabélien  se  présente 

***c>îns  aisément. 

€J*est  dans  la  théorie  de  fonctions  abéliennes  spéciales  que  Ton 

ï^^^^vail  espérer  trouver  un  exemple  dont  Tétude  fiH  susceptible 

^   ^Irc  poussée  assez  loin.  Si  Ton  considère  le  tableau  des  périodes 

***^wmales 

n    I     H     G 

I    o    G'    H 


^Tespondant  à  une  fonction  abélienne  de  deux  variables,  un  cas 
'^^••liculier  remarquable  est  celui  où  Ton  a 

IP— GG'=D, 

*-•  D  désigne  un  entier  |)ositif. 

A  celle  classe  de  fonctions  abéliennes  correspond  une  classe  de 
*^**^upes  hyperabéliens.  Le  travail  de  M.  Hourgot  esl  consacré  à 
^^tude  de  celle  classe. 

On  peut  donner  à    un  tel  groupe    une  double  origine  :  il  se 
^t.Uche  d'une  parla  la  transformation  du  premier  ordre  des  foiio- 
*^>ns  abéliennes  et  d'autre  part  son  étude  est  liée  étroitement  à 
^uit.  des  Sciences  mathém.^  2*  «cric,  i.  \\V.  (Novembre  if|oi.)  1 '1 
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l'étude  arititmélîqiie  de  la  forme  qtiaternaire 
n'  —  Dk »  +  a  /. 

Dans  les  deux  premiers  Chapitre!>  de  son  Mémoire,  l'Aur^o'' 
étudie  le  gi'onpe  au  poiut  de  vue  aritlimëlic|ue.  U  montre  d'alx?'''' 
sa  discnnliniiité;  et  réussît  ensiiile,  ceqtii  est  capîlal,  à  trouver  '" 
substitulions  foiidamen taies  qui  sont  au  nombre  de  cinq. 

L'Auteur  examine  ensuite  la  position  du  domaine  fondanietB  **' 
particulièrement  au  voisinage  de  la  limite  du  domaine  de  ditcc^ '*' 
tinuité.  Les  calculs  sont  complèlenient  développes  pourD=      ^' 

Le  troisième  Chapitre  est  consacré  aux  fonctions  du  groop^**' 
On  peut  les  définir  à  l'aide  de  séries  comme  pour  tons  les  pooj^^  •■'* 
hj'perabéliens,  mais  on  a  ici  des  exemples  beaucoup  plus  avanC—  '' 
geux  en  considérant  la  fonction  6  à  arguments  nuls. 

M,  B»ui'get  termine  son  travail  en  faisant  une  étude  complè^^" 
des  modifieations  opérées  dans  ces  dernières  fonctions  par  I  '^'' 
substitutions  londamenlales  du  groupe. 

E.  E. 


GUSTAVE  IIOUIN,  cliar^i^  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Parts. —  CEnvaS' 
gclE^TlFlul:KS,  réunjcs  et  publiées  sous  les  auspices  du  Minisliro  de  l'Iia- 
strucijon   |>iiblii|ui>,  |iur  Louis  Hiijfj .  prorosseur  adjoint  à  la  Faculté  dM 
Sciences  de  Paris.  Tlicrmodynamique  géncrule.  I  vol.  in-8",  xvi-a7t  piges. 

Parié,  Gautliier-Villars;  1901. 

L 

Celui  qui  entreprendrait  la  tàcbe  audacieuse  de  retracer  l'hi*- 
loirc  des  Sciences  physiques  uu  xis*  siècle  devrait  arrêter  longue- 
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fç^*i  i^uCt  elle  esl  devenue  le  code  des  lois  qui  ré<;issent  lous  les 
chsftiigenienLs  des  corps  inertes,  aussi  bien  les  changcmenls  de 
1  ieti  clans  l'espace  que  les  cliangemenls  de  qualité  ou  d'clat. 

13  il  slave  Robin  élail  de  ceux  qui  suivent  avec  passion  ce  grand 
nriouvement  intellecluel  el  qui,  par  leurs  efTorls,  le  veulent  accé- 
lérer et  diriger;  son  sens  critique,  très  aiguisé,  disséquait  impi- 
^oj-ableroent  les  systèmes  proposés  et  ne  négligeait  aucun  des 
défauts  qu'il  y  pouvait  découvrir;  en  même  temps,  son  origina- 
lité de  penseur  tentait  de  rassembler  et  d'agencer  en  un  système 
plus  solide  les  fragments  qu'il  avait  disjoints. 

Des  fruits  de  ce  labeur,  poursuivi  avec  acharnement  pendant 
pi"es  de  vingt  années,  Robin  faisait  profiter  ses  auditeurs  de  la 
^orbonne;  la  mort  esl  venue  le  frapper  sans  qu'il  ait  eu  le  temps 
^  en  rien  livrera  la  publicité. 

Un  ami  de  Gustave  Robin,  M.  L.  RaflTy,  n'a  pas  voulu  que  ces 

pensées,  longuement  mûries,  fussent  à  jamais  perdues;  avec  un 

dévouement  bien  rare,  il  a  voulu  oublier  que  ses  propres  travaux 

^  avaient  tenu  éloigné,  jusque-là,  de  la  Physique  et  de  la  Chimie  ;  il 

^  est  pénétré  pendant  de  longs  mois  de  la  pensée  de  l'ami  disparu,  au 

P^mi  que  cette  idée  devînt  sienne,  et  c'est  cette  reconstitution, 

"Monument  patiemment  élevé  à  la  mémoire  de  Robin,  qu'il  présente 

^^jourd'hui  au  public. 

£s|-ce  à  dire  (|ue  l'œuvre  que  nous  avons  sous  les  yeux  soit  colle 
M^^c  nous  eût  donnée  Gustave  Robin  s'il  avait  vécu?  De  divers  faits, 
^•^ês  par  M.  RafTy  dans  VAi^ertissement  qu'il  a  mis  en  télé  du  Vo- 
luine^  on  peut  conclure  que  Robin  n^élait  pas  encore  arrivé  à  se 
^iisfaire  pleinement;  son  système  ne  lui  semblait  pas  encore  min* 
l^ur  la  publication.  N'eussions-nous  pas  le  témoignage  de  M.  Rafly 
V^^  bien  des  indices  nous  révéleraient  cet  état  d'évolution  où  se 
ti*ouvait  encore  la  pensée  de  Robin;  entre  les  parties  du  livre  qui 
""^produisent  ses  dernières  leçons  (1897)  et  les  pa^'^i^squi  nousra|)- 
liftent  les  enseignements  de  i8<)2  ou  de  i8()G,  il  est  aisé  d'aper- 
cevoir non  pas  certes  des  contradictions,  mais  des  variations  de 
|H>int  de  vue,  variations  dont  parfois  ou  retrou\eralt  la  cause  dans 
certaines  publications  contemporaines.  Ainsi,  la  température 
''^>tplus  celle  de  la  source  dans  laquelle  le  syslrme  est  plongé 
yf-  16),  maïs  la  température  même  du  système  (p.  233);  la  défi- 
■*Hion  des  variables  normales  est  modifiée  (p.  179  et  p.  'à'MV), 


t-li  l>nEMIf-:ilE  PARTIR. 

I.'ik:  foule  'In  nuances  de  ce  genre  marquent  que  ooas  d'stods 

siins  le»  yniix  une  œuvre  parvenue  à  son  complet  acbèvemeot. 

■■':iiit-il  en  conclure  que  M.  HalTy  ait  eu  tort  de  nous  livreV  '^ 
|icnséc  «on  C(ii;ore  fixée,  le  système  encore  en  voie  de  divelopp^:»*'' 
incnl,  ol)jr;i  tli-s  rlemicres  vcrlies  de  son  ami?  Assurément  non;  «^■^■" 
il  u  fiiitivi^  di;  l'ouldi  le  fruii  de  longues  médiutions;  parunt  «-■■■ 
jiolnL  que  Hohîn  avait  nltcinl,  d'antres  |iotirront,  avec  bien  m»  *  "  ^ 


ir  uu  l>nt  qu'il  a  cntrevi 


la   Tliermodynamiijue  générale  oe   conli*?*^ 
;  pr-u  d'Duteurs  y  sont  cités,  ils  le  sont  corn  **^^ 
liiblio){ra|)li!e  est  alisente.  De  ce  qui  pourr*^  * 
;r;ivc  délaut  eu  nu  livre  auquel  son  auteur  aurait  m!^    *     , 
tu,  j'iq>ori;ois  iri  une  explication.  L'ouvrage  est  réd  •  C^ 
otfs  |)riscs  un  cours  d'un  enseignement  oral.  Or,  d^  *^ 
!-l  i-nsi'i(;iii'ini'iit,  Icprofciiseur,  soucicuxavanttoutdedéroii  *- 
ol  M's  iinililiMn"4  1(1  snilc  l()<;ique  des  vdrités  scientifiques,  c9 
i\  dr  n'inl.Tiiinqiif  i-n  rien  cia  enchaînement,  néglige  souv^  *^ 

l'Ili-    ivllt'xinu    <^ pourquoi    rlxTcEiorais-je   à    le    dissimulef 
t  ins|iin'-i'  par  la  ivniiirqut'  suivanic  :  \a:  lecteur  le  plus  atteiv  , 

Tait  l'fuilli'lcr  ii-  livre  di'  !;i  pri'niii're  page  à  l«  dernière  5t      ^^ 
ontT  niii-  seuil-  fois  mon   nom;  cl  ce])cndant,  s'il  a  quelq    ^*''"\^ 
liliiin  tiiu<-li>inl  1)1  'riit'rniodvnauiiquo,  il  i-econnattrait  bienK-- 
la  pruM'>'  d>'  Hohlo  >'i'st  dt-vt'loppi'c  d^tus  un  continuel  cont^^ 
OU",  proim-s  M'ttuTflif>.  s.iil  qu'elle  s'en  assimilât  les  rési^ 


fjui'rf  d'Iiislortqi 
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louchant  celle  onde.  L^idée  fondamentale  de  Tëcrit  que  j^ai  publié 
à  cette  époque  sur  la  viscosité,  le  frottement  et  les  faux  équi- 
libres chimiques,  fait  Tobjet  du  chapitre  consacré  au  Problème 
général  de  la  Dynamique  (p.  282  à  25o).  Enfin,  le  Chapitre 
consacré  à  la  Statique  des  déformations  permanentes  (p.  21 5 
à23i)D'eslqu^unebrèveexposîlion  géométrique  de  la  théorie  dont, 
en  1895  (*),  j'ai  communiqué  les  principes  essentiels  à  TAcadémie 
de  Belgique  et  que  je  n'ai  cessé,  depuis  lors,  de  développer  en  de 
nombreux  Mémoires. 

Hors  des  Chapitres  que  je  viens  de  mentionner,  les  infiltrations 

de  mes  recherches  dans  les  écrits  de  Robin  se  reconnaissent  maintes 

fois  à  la  conservation  de  certains  aperçus,  de  certains  exemples,  à 

la  similitude  presque  complète  des  dénominations  et  des  notations. 

Il  j  a  plus,  et,  bien  souvent,  Robin  semble  n'avoir  connu  les 

travaux  de   nos   communs,    prédécesseurs    que  par  les    citations 

contenues  dans  mes  écrits.  Le  nom  de  Tillustre  J.  Willard  Gibbs, 

<|Qia  tant  fait  pour  les  progrès  de  la  Thermodj^namique  générale, 

De  se  rencontre  que  deux  fois  sous  sa  plume,  et,  les  deux  fois,  il 

«Icilé  d'une  manière  indirecte;  la  première  fois  (p.  xi),  il  est 

<|uestion  «  d'une  manière  de  procéder  qui  tend  à  s'implanter  en 

France  et  en  Allemagne,  à  la  suite  des  travaux  assurément  remar- 

<|oables  de  Willard  Gibbs  »;  la  seconde  fois  (p.  203),  on  parle  des 

«auteurs  qui  se  rattachent  à  l'école  de  Gibbs  ».  Or,  dans  les  deux 

cas,  des  questions  traitées,  des  méthodes  incriminées,  il  n*existe 

aucune  trace  dans  les  œuvres  du  génial  professeur  de  New-Havven; 

mais,  dans  le  premier  cas,  la  pensée  de  l'auteur  est  précisée  par 

une  citation   textuellement  empruntée  à  mon  Commentaire  aux 

principes  de  la  Thermodynamique  (2);  dans  le  second  cas,  le 

raisonnement  incriminé  ne  se  trouve  nulle  part,  si  ce  n'est  dans 

mon  Ouvrage  sur  le  Potentiel  thermodynamique.  J'ai  donc,  je 

p^nse,  le  droit  de  m'écrier  : 

Me,  me  adsum  quifeci;  in  me  conK^ertite  ferrum. 


éçuUibrtt  chimiques,  a*  partie,  Chap.  V,  §  3  (Afémoires  de  la  Société  des  Sciences 
physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  5*  sérient.  II;  1896). 

(•)  Sur  les  déformations  permanentes  et  l'hystérésis.  Mémoire  présenlé  à  la 
cl*9ic  des  Sciences  de  rAcadémie  de  Belgique  le  i3  octobre  iS^\  { Mémoires  in-\* 
de  t* Académie  de  Belgique^  t.  IJV;  i8()5). 

(*)  Journal  de  Idatliématiques  pures  et  appliquées  y  4*  série,  t.  Mil,  p.  a;^). 
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El  que  l'on  m'entende  bien  ;  mon  intention  n'est  point  ici  de  ^^^t 
proclier  à  Robin    l'absence  ou   l'inexactitude  de   ses  cilalio^^^r^ 
absence  et  inesactiliidc  dont  je  crois  avoir  donné  pins  banl  l'fc-     -  — 
plication  ;  sd  ioj'niité  ne  saurait  être  mise  en  doute,  et  il  n'aiii        ~  • 
certes  rien  livré  à  ta  publicité  qu'il  n'eût  scrupuleusement  recon    .^ 
il  cbacun  de  ses  prt^déccsseurs  ce  qui  lui  revenait  ;  pas  davanta^^g^ 
je  ne  veux   incriminer  l'cdiicur  de  ce  livre;  en  s'arracbanl  a  ^s^^ 
éludes  coutuniit'resd'Anul^'scct  de  Gcomiitrie  pour  vivre  la  pcn^^^^ 
du  pli^'sicien  qui  Tut  son  auii,  M.  KaHv  a  fait  un  eiïorl  dont  on  trcir.  --T: 
verait  peu  d'uxomples  et  dont  nous  lui  devons  une  vive  rcconna_ 
sance;  lui  demander,  jiar  surcroît,  de  pénétrer  la  pensée  de  l<     — ^ 
ceux  ipii  ont  écrit  sur  les  mêmes  sujets  et  de  devenir  nn  érudJl 
Tliermodvnamiquc  serait  une  insuj) portable  prélenlion. 

Mais  la  raison  de  Kobin  élail  trop  originale  pour  accepter  s^^^^ 
un  minutieux  contrôle  Tidcc  d'autrui;  son  sens  critique  élail  Ik  "^ 
ai(,'uis('  pour  se    laisser  piper  par  une  apparence  de  vérité;   ^ 
caracti'-re  était  Iroj)  jiisli-  pour  être  bienveillant;  si  donc,  dans  e^^^ 
<'ns(;lgncnicnl,  je   riTtiouve  sans  cesse  les  traces  de  ma   pro|-^" 
pensée,  il  me  sttmbic  (pie  j'ai  le  droit  d'en  être  Her;  les  pièces  (f* — 
j'ai  mises  en  circulation  se  retrouvent,  nombreuses,  dans  le  (résC^^^^ 
amassé  par  ce  maître  essajeur;  c'est  donc  que  le  coin  en  éia*^ 
net  et  l'ulliafie  loyal. 

L'étude  que  Ton  va  lire  sera,  il  n'en  saurait  être  autrement,  ui^^ 
continuel  rapprochement  entre  la  pensée  de  Robin  et  la  mienne; 
les  concordances  v  seront  notées  et  les  divergences  discutées; 
laisser  passer,  sans  essayer  d'v  répondre,  les  objections  élevées 
contre  ma  manière  di;  voir,  ce  serait,  me  serable-l-il,  manquer 
d'éi^-ards  envers  ce 
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a  une  certaine  manière  la  constilntion  des  corps,  il  les  compose  de 
certaines  figures  et  de  certains  mouvements;  à  ces  figures,  à  ces 
nfiou\emenls,  il  s'efforce  de  rattacher  les  phénomènes  naturels  qui, 
pour  lui,  sont  alors  expliqués. 

A  cette  Ecole  s'oppose  TÉcole  de  l'induction  dontNevvlon,  avec 
une  admirable  clarté,  formule  le  programme  dans  les  dernières 
pages  du  livre  des  Principes.  Appuyée  sur  un  nombre  suffisant 
de  faits  bien  observés,  elle  parvient  par  induction  à  un  certain 
nombre  de  lois  générales;  de  ces  lois,  l'Anal^rse  mathématique  tire 
suite  divers  corollaires  dont  la  certitude  égale  celle  des  lois 
përimenlales  qui  les  ont  fournis;  dont,  par  conséquent,  la  réa- 
lisation est  à  peu  près  certaine;  par  cette  niéthode,  il  est  vrai,  les 
pliénomènes  naturels  ne  sont  pas  expliqués;  ils  sont  seulement 
classés  et  comme  condensés  en  un  petit  nombre  de  principes 
g^ëneraiix;  maisce  que  la  théorie  perd  en  pénétration,  elle  le  gagne 
en  siirelé,  car  elle  sedé'veloppe  sans  feindre  aucune  hypothèse  sur 
la  constitution  des  corps. 

Oelte  méthode  trouvait  un  exemple  parfait  dans  la  Mécanique 

céleste  constituée  par  Newton;  cet  exemple  demeura  longtemps  le 

seul,  car  les  newtonieus,  abandonnant  la  méthode  logique  de  leur 

maître,  revinrent  à  celle  de  Descartes;  ils  imaginèrent  une  certaine 

constitution  de  la  matière  et  cherchèrent  à  en  tirer,  avec  un  succès 

<\ui  se  prolongea,  éclatant,  pendant  un  siècle,  la  forme  des  lois 

physiques;   seulement,   outre   la   figure   et  le   mouvement,   seuls 

invoqués  par  les  cartésiens,  ils  mirent  en  œuvre,  dans  leurs  con- 

«Inictions  hypothétiques,  les  actions  moléculaires  attractives  ou 

répulsives. 

Dans  ces  derniers  temps,  une   troisième  Ecole  a  surgi.   Avec 
Ne^ston,  elle  repousse  toute  hypothèse  qui  a  pour  objet  la  consti- 
tution intime  des  corps;  elle  professe  que  le  but  de  la  Physique 
théorique  n'est  pas  d'expliquer  les  phénomènes,  niais  de  les  classer 
aa  moyen  d'un  certain  nombre  de  principes  généraux.  Mais,  avec 
ksmécanistes  cartésiens  ou  ncwtoniens,  elle  reconnaît  que  l'expé- 
rience et  l'induction  ne  sauraient  suffire,  dans  la  plupart  des  eus, 
à  formuler  ces  principes.   Ces  principes,  elle  les  présente  donc 
^omnie  de  simples  postulats;  rensemble  des  propositions  qu'elle 
en   lire  par  le  raisonnement  mathématique,  elle  le  donne  pour 
une  représentation    toujours   provisoire    de    la    réalilé,   pour   im 
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schéma  susceptible  de  modirications  con lin u elles,  de  pe^ 
lionncincnts  indéfinis  qui  le  moulent  de  plus  en  plui  i  ^ 
terrien  t  sur  les  faits;  mais  à  aucun  de  ces  corollaires  elle  D'attr^ 
la  moindre  certitude  tant  qu'il  n'a  pas  reçu  le  conIrAle  souve ^^ 
et  sans  appel  de  l'expérience. 

Cette  forme  nouvelle  donnée  aux  théories  physiques  est  i  ^p- 
près  contemporaine  de  la  Thermodynamique  ;  Clausius,  Kirchh^^ 
Ilelmholtz  en  ont,  à  des  degrés  divers,  favorisé  l'éclosion;  le  p-^ 
mier,  Kankinecna  proclamé  l'excellence  dans  son  écrit  sur  PJsn^ 
géliqtie;  diverses  pièces  de  M.  H.  Poincaré  ont  cunlribué  à 
mettre  dans  une  vive  lumière;  nous  nous  sommes  eflorcés^ 
plusieurs  reprises,  d'en  tracer  les  principes;  plus  récemmeDl,  c3 
philosophes  comme  M.  Millmud,  M.  Leroy  et  M.  Wilboïs  l'a 
préconisée. 

Contre  cette  méthode,  aussi  hien  que  contre  le  mécanisa 
cartésien  ou  ncwtonien,  Robin  s'étéve  résolument  :  a  Au  lieu 
prétendre  deviner  la  nature,  il  faut  se  laisser  guider  par  cl 
aussi  écarlerons-nous  toutes  ces  méthodes,  qui  tendent  à  dét— 
miner  les  phénomènes  par  des  considérations  ayiriari,  hypolhè  2 
mécaniques,  hypothèses  analytiques  ou  liypothèses  latentes,  pc: 
nous  en  tenir  à  l'induction   >i. 

Or  des  deux  méthodes,  quelle  est  celle  qui  se  rebelle  le  pi 
volontiers  contre  les  arrêts  de  l'expérience,  qui  se  prétend  le  p/ 
apte  à  deviner  les  faits  ?  Est-ce  la  méthode  qui  reconnaît  en  prïi 
cîpe  le  caractère  purement  arbitraire  de  ses  postulats,  qui  s 
déclare  toujours  prèle  à  les  modifier  jusqu'à  ce  que  leurs  consé 
qncnces  se  modèlent   sur  la  réalité?  Ne   sonUce   pas   plutAt  le 
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la  réalité,  qu^une  infinilé  de  cas  possibles  sont  toujours  omis  dans 
nos  investigations;  dissimulés  à  notre  plus  minutieuse  attention, 
ils  demeurent  prêts  à  infliger  un  démenti  au  principe  que  nous 
crojions  universel. 

D'ailleurs,  la  méthode  nouvelle,  en  proclamant  que  les  premiers 
principes  de  toute  théorie  sont  des  postulats  librement  posés  par 
l'esprit  du  physicien,  n^oblige   pas   celui-ci   à   les   formuler   au 
hasard;  elle  Tencourage  à  se  laisser  guider  par  toutes  les  considé- 
rations qui  peuvent  promettre  à  son  choix  une  heureuse  fécondité; 
entre  tous  les  postulats  possibles,  elle  préférera  assurément,  toutes 
les  fois  qu'ils  lui  seront  offerts,  ceux  que  l'on  obtient  en  généra- 
lisant les  résultats  d'un  grand  nombre  d'expériences;  elle  admire 
la  méthode  newtonienne  comme  l'idéal  de  la  théorie  physique;  si 
elle  se  sépare  de  ceux  qui,  avec  Robin,  tiennent  pour  la  méthode 
inductive,  c'est  qu'elle  croit  cet  idéal  hors  de  notre  portée,  et 
qu'ils  prétendent  l'atteindre. 
Leur  prétention  est-elle  couronnée  de  succès? 
Les  inductions  destinées  à  devenir  les  premiers  principes  de  la 
ifcëorie,  disent  les  tenants  de  la  méthode  newtonienne  (p.  xii) 
«  nous  les  formulerons  toujours  en  énoncés  faciles  à  retenir, 
susc^jDtibles  de  vérification  directe  »  ...  «  Nos  énoncés  (p.  72) 
sont     de  véritables  principes,  étant   la   généralisation   par  voie 
induotive  d'un  grand  nombre  de  faits  observés  directement  ».  La 
réali  té  répond-elle  à  ces  promesses  ? 

Prenons  deux  des  énoncés  essentiels  du  livre  sur  la  Thermo- 
dynctmique  générale,  ceux-là  mêmes  à  propos  desquels  Robin 
s^eiprime  dans  les  termes  que  nous  venons  de  rappeler,  les 
énoncés  des  deux  principes  de  Carnot  (p.  66  et  68).  Les  voici  : 

V^BEMiER  PRINCIPE  DE  Carnot.  —  Lorsqu^iin  système,  primi^ 
iiçementen  équilibre,  a  parcouru  un  cycle  de  transformations 
qui  le  ramènent  à  son  état  initial^  ce  système  n'a  pu  produire 
dut  travail  que  sWl  a  échangé  de  la  chaleur  auec  deux  sources 
ail  moins. 

Second  principe  de  Carnot.  —  Lorsqu'un  système,  parti 
J'iin  état  d'équilibre,  y  revient  après  avoir  éprouvé  une  série 
Je  modifications,  dont  une  au  moins  est  irréversible,  ce  sys- 
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tème  n'a  pu,  s'il  n'a  échangé  de  chaleur  qu'avec  une  source  ^^^^^^ 

plus,  que  consommer  du  travail. 

Oïl  sonl  donc  les  faits  1res  nombreux  et  direclemeat  obserr—     ^■— ' 

donl  ces  énonces  sont  la  généralisation  par  voie  inductive  ?  Si  c=-    ■ 

Il  lois  générales  sont  non  pas  l'interprétation,  mais  le  résuit  -^^    ' 
mi'-me  d'un  très  f;rnnd  nombre  d'expérienrex  »,  que  l'on  qo    ^^*  " 
dise  à  quelle  époque  ces  espérieuces  ont  été  faites,  oii,  par  qi—s  ^*'' 
comment?  La  portée  de  ces  principes  est  immense;  leur  dormai».^*^^ 
est  le  domaine  même  du  monde  inorganique;  que  l'on  songe 
l'inlinie    multiplicité,    à    l'inimaf^inable    variélé    des   eipéiicncea- 
concordanlcs  qu'il  aurait  fallu  faire  pour  que  ces  lois  inducLive^^^^ 
fussent  «    bien   près   de    la  certitude    »    (p.   xiv),    pour   qu'elles 
pussent   être    la    source    de   «    considérations    tliéoriques   inatta- 
quables »  (p.  i(i4);  on  sera  vite  convaincu  qu'il  n'est  pas  possible 
de  les  assimiler  à  des  principes  tirés  des  faits  par  l'inductiou;  à  la 


nierc  du  principe 


rselle. 


L-ipcs  sont-ils  même  susceptibles  de  quelque  vérification 
expérimentale  directe?  Je  ne  sache  pas  qu'aucune  vérification  de 
ce  genre  ait  été  tentée  et  Robin  ne  nous  dit  pas  commcul  elle 
[lourrail  l'être. 

Il  apparaît  donc  clairement  que  le  principe  de  Caraoi  ne  se 
soumet  pas  aux  lois  de  la  méthode  nenlonicnne,  alors  même  qu'il 
est  présenlé  par  un  partisan  convaincu  de  celle  méthode. 

Suivons,  d'ailleurs,  la  genèse  et  l'évolution  de  ce  principe;  sa 
tiible  nuliire  nous  iitiii^rnUrii. 
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Clausius,  plus  perspicace,  saisit  la  cause  du  désaccord;  elle  n*a 
rien  d^essenliel  et  peut  être  supprimëe,  de  telle  sorte  que  les  deux 
syslcmes  se  fondent  en  une  théorie  unique.  Pour  constituer  cette 
théorie,  il  modifie  le  principe  nu^me  de  la  théorie  de  Carnot;  il  ne 
s^uppuie  plus  sur  Timpossibilité  du  mouvement  perpétuel;  mais, 
remarquant  que  la  chaleur  semble  nalurclieuieu!  destinée  à  passer 
des  corps  chauds  aux  corps  froids,  il  pose  ce  principe  :  On  ne 
peut,  sans  fournir  du  travail,  faire  passer  une  certaine  quantité  de 
chaleur  d^un  corps  froid  à  un  corps  cliaud. 

Ce  principe,  Clausius  en  marque  nettement  le  caractère  lo- 
gique (').  Est-ce  une  proposition  évidente,  à  la  manière  des  axiomes 
de  la  Géométrie?  Assurément  non.  Est-ce  une  loi  générale  que  Tin- 
duclion  a  tirée  des  faits  d'expérience?  Pas  davantage.  Certes,  Tob- 
servatîon  de  chaque  jour  en  a  suggéré  l'idée;  mais  les  expériences 
nombreuses,  variées,  précises,  qui  seules  pourraient  lui  conférer 
quelque  certitude,  n'existent  pas  et  ne  sauraient  même  être  con- 
çues. Qu'est-ce  donc?  C'est  une  hypothèse^  mais  non  point  une 
de  ces  hypothèses  sur  la  nature  des  corps  que  Newton  repoussait; 
c  esl  un  simple  postulat.  Et  comment  ne  postulat  acquerra-t-il 
droit  de  cité  dans  la  Science?  Par  l'accord  de  l'expérience  avec  les 
conséquences  qu'il  fournira  en  s'unissant  à  d'autres  postulats  ana- 
logues. En  proclamant  ces  vérités,  Clausius  a  vraiment  posé  les 
lois  delà  nouvelle  méthode  propre  à  traiter  les  théories  phvsiques. 
^V.  Thomson,  adoptant  des  idées  analogues  à  celles  de  Clau- 
SUIS,  proposa  de  fonder  la  Thermodynamique  sur  un  autre  pos- 
tulai ;  en  toute  machine  à  vapeur,  une  certaine  quantité  de 
chaleur  est  cédée  au  condenseur;  guidé  par  cette  observation,  il 
posa  le  principe  suivant:  Une  machine  qui  fonctionne  suivant  un 
cycle  de  Carnot  ne  peut  fournir  du  travail  en  empruntant  de  la 
chaleur  à  la  source  froide.  Ici  encore,  certains  faits  avaient  sug- 
géré à  W. Thomson  cette  proposition,  mais,  parmi  ces  faits,  il  n'en 
était  aucun  qui  la  confirmât  d'une  manière  précise  et  directe. 

Les  énoncés  proposés  par  R.  Clausius  et  par  W.  Thomson  ont 
subi  diverses  modifications  au  cours  du  développement  de  laTlier- 
mod j'uaiuJque .    On   les    regarda   longtemps   comme   équivalents 


^M  CuuBius,  Poggendorff*s  Annalen,  Bd.  CX\,  p.  426;  i8G3.  —  Mémoires 
iurla  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  irad.  Folie,  t.  I,  p.  3 10. 
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entre  eux.  t^n  1887,  nous  montrâmes  (')  que,  pour  cODSlituer^ 
(oniplèlemcnt  lu  science  de  la  chaleur,  il  était  nécessaire  de  le^s 
invoquer  tous  deux  et  même  de  les  modifier  légèrement.  Plus^ 
tiird  ('),  nous  crAines  devoir  les  restreindre  aux  opérations  rêver — 
sîhl<^s,  les  opérations  non  réversibles  appartenant  à  des  catégories  ■» 
Iroji  diverses  juiur  qu'il  nous  semblât  possible  de  les  soumettre  i,  m 
nu  postulat  grnéral.  Cependant,  Kobin  modifiait  ces  principes  ^ 
dans  un  sens  diflérenl  et  furinulail  les  deux  énoncés  que  nous  - 
avons  reproduits. 

Aucune  de  ces  modifications  n'a  été  le  résultat  immédiat  d'une  ' 
constatation  cxpt'rinienlale,  cu|)ah!c  de  corriger  une  induction 
iuconqdi'Itï  ou  Iroji  Iiùlive  ;  toutes  ont  été  inspirées  par  le  désir  de 
faire  delà  TlicrmudYnauiique  un  système  plus  un  et  plus  logique, 
de  mcHre  les  corolbiirt's  rloignés  de  ses  principes  à  l'abri  de  tout 
licurl,  (-oi)lre  li's  faits;  fai^on  de  procéder  bien  étrange,  si  l'on 
i.-oni,'<iil  une  tbi'orie  plivsîque  A  la  manière  de  Newton,  uiais  bien 
naluri-llo  si  l'on  accepte  nuire  opinion. 

Ct'lle  opinion,  je  pense,  a  toujours  «'■lé,  du  moins  cliez  ceux  qui 
l'ont  formulôo  les  premiers,  le  fruit  d'une  assez  longue  expé- 
rience: ('u\  :iu>si.  ils  a\uieul  oon<;u  tout  d'abord  des  théories  phy- 
siques un  autre  idéal,  soit  l'itléul  des  mêcanisles.  soit  l'idéal  des 
lenaul'-  de  l'iiiduetiou:  maïs  desêeliecs  répétés  les  ont  peu  à  peu  con- 
vaincus que  l'unel  l'autre  idéal  claieul  hors  de  notre  portée  et  les  ont 
rautcués  .1  une  notion  à  la  fois  plus  modeste  et  plus  juste  du  rAle 
de  la  l*h\>iqiic  lliéorique.  l.a  mcdilatîon  critique  et,  plus  «ncore, 
Tui-tiie  de  rcnseij;nciiieot  co->ci»l  déterminé,  ce  mo  semble,  dans 
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posiulaty  de  dire  :  l'expérience  montre  (p.  21 -j  et  235);  mais  des 
principes  fondamentaux,  tels  que  rexîstencc  des  variables  nor- 
males (p.  236)  ou  le  principe  de  Téquivalence   (p.    234),  sont 
introduits  comme  des  généralisations  voulues  par  l'esprit  et  non 
comme  des  inductions  dictées  par  les  faits;  et,  qui  plus  est,  un 
postulat  est  explicitement  introduit  comme  tel  (p.  244)- 

D'ailleurs,  comment  Robin  n'aurait-il  pas  ressenti  la  gêne  des 
entraves  multiples  que  sa  conception  d'une  théorie  physique 
apporte  à  son  exposition,  entraves  si  encombrantes  qu'après  les 
avoir  liées  de  ses  propres  mains,  il  s'efforce  parfois  de  les 
rompre? 

«  Nous  nous  interdirons,  dit-il  (p.  12),  toute  hypothèse  por- 
tant sur  rînfiniment  petit,  qui  est  par  définition  même  l'insaisis- 
sable ;  nous  n^énoncerons  nos  inductions  qu'en  lois  intégrales, 
cesl-â-dire  en  lois  concernant  des  grandeurs  finies.  » 

Que  le  lecteur  compare  le  livre  de  Robin  à  un  Traité  usuel  de 
T^herinodynamique,  il  aura  vile  reconnu  combien  cette  obligation 
<le  présenter  toute  formule  sous  forme  intégrale  rend  l'exposition 
compliquée  et  inélégante. 

M«iis  cette  obligation  même,  il  est  impossible  de  la  toujours 
fôspecter;  il  faut  bien  parfois  différentier  une  égalité;  aussi 
**-^l>în  prend-il  la  peine  (p.  56)  de  montrer  qu'il  en  a  le  droit; 
^®  Cfu'il  dit  pour  le  prouver  lui  eût  permis  d'employer  la  forme 
"'"^rentielle  bien  plus  souvent  qu'il  ne  l'a  fait,  au  grand  avan- 
^*ge   de  son  exposition. 

**     Nous  n'introduirons  (p.  xiv)  que  des  grandeurs  accessibles 

^* expérience;  nous  ne  prononcerons  donc  pas  les  mots  énergie 

^^     ^Mitropie.    »    Il    faut  bien    cependant,    et    dès    le    début   du 

|-'*vt*^  ^p^   5^^^  introduire  le  potentiel  interne,  et  le   potentiel 

'^^^ï*ne  n'est  pas  plus  directement  accessible  à  l'expérience  que 

^■^^rgie  et  l'entropie;  il  y  a  plus  :  dans  un  nombre  immense  de 

*^»   les  données  ihermochimiqucs  nous  permettent  de  calculer  la 

^**l.^tion  d'énergie  qui  accompagne  une  modification,  tandis  que 

'Variation  de  potentiel  interne  ne  nous  est  pas  connue;  c'est 

^lïe  l'un  des  reproches  que  les  tenants  de  l'ancienne  ïhermo- 

^^tïîie  ont  souvent  adressés  aux  partisans  du  potentiel  interne. 

t^'ailleurs,   les  deux  notions   d'énergie   et    d'entropie  sont   si 
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etiiL-nlielIcs  an  développement  de  la  Thermodynamique  qu'on  9^ 
llaltciait  en  vuin  de  les  éviter;  qu'on  les  chasse  par  la  porte,  elle»? 
rentreront  par  la  fenêtre;  lorsque  Robin  écrit  les  deux  relations 
londainctitules  de  la  Thermodynamique  (p.  i38  el  p.  139),  il  y. 
fait  IJ^iii'Cr  les  deux  combinaisons 


_dF(T) 


P{T)-T'^^^+TtHT) 


CCS  couiliiiiaisons,  il  ne  les  nomme  point;  il  se  garde  même  de 
représenter  chacune  d'elles  par  une  lettre  unique;  n'empêche  que 
ce  scnil  i)ré(;isémeut  IVnergie  et  l'enlroftic. 

•I  Nous  ne  raisonnerons  jamais  (p.  xiv)  que  sur  des  opérations 
ii'-<i/isnfili'x,  ou  du  moins  sur  des  opérations  qui  peuvent  être  cor- 
siitéri'es  ronimc  des  eus  limites  d'opérations  réalisables.  »  Nous 
uVuiploierons  donc  pas  cos  «  modifications  virtuelles  (p.  xi)  gui 
/ifmi-iil  vlif  lontraiies  à  des  lois  naturel/es,  pourvu  qu'elles 
snienl   (uufonnt'S  à   la   déliniliun   des   paramétres   »   par  lesquels 

l.ii};ri)U);i'  n  Tondi'  lu  Statique  mécanique  tout  entière  sur  la 
uiélluulo  dos  modilieaiions  viriuollos;  Wîllard  Gibbs  a  étendu 
l't'tie  uH'lhode  i\  la  Statique  )divsico-chin)ique:  par  là,  nous 
Miniiui-?!  i-u  possession  d"un  pnuédé  uniforme,  régulier,  sûr,  pour 
uliordrr  Ixut  pmbU'^nio  de  Slatiquo;  à  Taide  de  ce  procédé,  cha- 
oitm-  di-s  <'<|UHliiins  d'équilibre  d'un  svstt^me  donné  esi  obtenue  ù 
coup  mW  uno  fl  >ino  seule  fois;  ce  puissant  mo\en  d'învesligalion 
l'^l  le  if'-iilh»!  d'une  e\<ilulion  scteniitique  de  près  de  trois  siècles. 
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demeuraient  de  purs  concepts,  de  pures  (iclîons  intellectuelles;  il 
faut  donc  que  l'expérience  prouve  que  de  tels  agents  existent,  tout 
au  moins  qu'ils  sont  possibles;  or,  dans  une  foule  de  cas,  cette 
preuve  manque.  Il  j  a  plus  :  à  maintes  reprises,  Robin  est  obligé 
de  faire  appel  à  des  agents  contre  Texistence  desquels  proteste 
tout  l'enseignement  de  la  Physique  et  de  la  Chimie  expérimen- 
tales; tels  sont  ces  ce  corps  témoins  (p.  12),  incapables  de  produire 
ou  d'empêcher  le  mouvement  du  système,  mais  capables,  en  des 
états  et  positions  convenables,  de  déterminer  ou  d'arrêter  cer- 
taines transformations  physiques  ou  chimiques  du  système  ».  De 
ces  actions  dues  à  la  simi^Xe présence  de  certains  corps,  la  Chimie 
expérimentale  a  depuis  longtemps  fait  justice  ;  partout  et  toujours, 
sous  l'action  de  présence,  elle  a  trouvé  une  modification  très  réelle 
qu'une  observation  trop  sommaire  n*avait  pas  aperçue. 

Prenons  l'exemple  même  cité  par  Robin  (p.  i3),  et  admettons-en 
Texactitude  de  fait  qui,  cependant,  depuis  les  expériences  de 
MM.  A.  Gautier  et  H.  Hélier,  serait  sujette  à  caution  :  a  Le  mé- 
lange tonnant  se  combine,  dès  44o"C.,  d'une  façon  appréciable, 
dans  un  flacon  de  verre  neuf.  Mais  Van't  HofT  a  observé  que  la 
transformation  s*arréte  complètement  quand  les  parois  du  verre 
ont  subi  une  légère  dévitrification.  Si  donc  on  chauffe  le  mélange 
tonnant  dans  un  vase  dont  toutes  les  parois  sont  déjà  dévârifiées, 
sauf  une,  la  combinaison  se  fera;  mais  il  suffira,  pour  l'arrêter  net, 
de  mas(|uer  brusquement  la  paroi  neuve  par  une  lamedévitriliéc.  » 
A  supposer  l'observation  exacte,  comment  devrait-elle  s'inter- 
préter? Par  les  deux  énoncés  suivants  :  A  f\^o*\  un  mélange 
d'oxygène  et  d'hydrogène  ne  peut  se  transformer  en  eau.  A  /i4o", 
uo  mélange  d*oxygène,  d'hvdrogcne  et  d'un  alcali  contenu  dans  un 
verre  peut  se  transformer  en  alcali  hydraté.  Il  ne  saurait  être 
étonnant  que  de  ces  deux  réactions  essentiellement  distinctes. 
Tune  soit  possible  dans  des  conditions  où  Tautrc  ne  l'est  pas;  mais 
où  trouver  maintenant  une  action  de  présence  qui  permelle  de 
produire  ou  d'arrêter  à  volonté  la  transfonnalion  en  eau  du  mc- 
lange  tonnant? 

De  celte  discussion,  une  conclusion  se  dégage:  Vouloir  fonder 
sur  la  seule  induction  \\n  svslènic  llienno(l\naniique  logique,  c'est 
faire  une  tentative  qui  ne  saurait  aboulir;  la  suite  même  de  ses 
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méditations  eût  certaînemenl  amené  Robin  à  reconoaîlre  ce—  "" 

vértié. 

L'analyse  des  divers  Chapitres  du  Livre  fortifiera  encore  ce 
conclusion. 

III. 

Les  quatre  premiers  Chapitres  sont  consacrés  en  grande  parC  -^ 
à  des  définitions  fondamentales  qui  méritent  d'être  examinées  av^  ^^ 
soin. 

La  première  définition  est  celle  de  la  température  ;  pour  înlro— "^ 
duire    cette    notion,    Robin    reproduit    presque    textuellemeot  ^ 
(p.  I  à  4)  ce  que  nous  en  avons  dit  au  début  de  notre  Commen-      "^ 
taire  (');  vient  ensuite  la  définition  du  thermomètre   normal; 
ici,  je  n'ai  pas  lu  sans  quelque  étonnement  la  phrase  suivante, 
qu'une  inexactitude  de  rédaction    peut  seule  expliquer  :    «   Gel 
instrument  n'a  jamais  été  défini  jusqu'ici  comme  nous  allons  le 
faire.   »  Je  reconnais  en  efîet  textuellement,  dans  la   défiDitioa 
donnée  par  Hobin,  celle  que  préconisait  J.  Moutier,  qui  fut  noire 
maître  à  tous  deux;  une  seule  différence  peut  ôtre  signalée:  à 
l'iiititation  de  Regnaiili,  Mouiier  prenait  l'air  sec  comme  corps 
thermométrique;  selon  la  convention  aujourd'hui  adoptée,  Robio 
prend  l'iiydrogène. 

Dans  notre  Commentaire,  la  dëfînition  du  travail  et  de  la  quan- 
tité de  chaleur  est  précédée  du  postulat  de  la  conservation  de 
l'énergie;  il  nons  a  toujours  semblé  qu'un  ordre  différent  impli- 
quait cercle  vicieux.  C'est  cependant  un  ordre  différent  que  suit 
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ni  avec  le  temps  la  lempéralure  des  corps  voisins;  enfin  qu'il  esl 

pable  d*exercer  aucune  espèce  d'aclion  sur  les  corps  qui  ne 

t  pas  en  contact  avec  lui  ».  Les  mots  :  «  ce  corps  ne  rayonne 

r>^s   de  chaleur  »  n'ont  pas  immédiatement  de  sens,  puisque  la 

cxu^nlilé  de  chaleur  n'a  pas  encore  été  définie;  il  faut  donc  les 

^•x.pli<iuer;  mais  l'explication  donnée  ne  vaut  point;  un  morceau 

de  fer  rouge,  plongé  dans  un  puits  de  glace  massif,  ne  modifie  pas 

la    température  de  la  glace  qui  Penvironne;  il  rayonne  cependant 

de    la  chaleur.  Quant  aux  mots:  «  n'exercer  aucune  action  »,  ils 

vie    peuvent  jusqu'ici  être  entendus,  puisque  la  définition  de  la 

force,  on  plutôt  du  travail,  sera  donnée  seulement  au  Chapitre 

suivant. 

Celle  notion  de  source  joue  un  grand  rôle  dans  les  raisonne- 
ments de  Robin;  tout  système  qui  se  transforme  est  placé  dans 
une  source  dont  il  peut  n'avoir  pas  la  température  et  c'est  la  tem- 
pérature seule  de  la  source,  et  non  celle  du  corps,  qui  figure  dans 
les  formules. 

Celte  manière  de  procéder,  dont  l'origine  se  trouve  dans  une  re- 
marque de  Cfausius(*),  ne  nous  parait  pas  présenter  tous  les  avan- 
tages  qu'on  lui  attribue;  lorsqu'il  s'agit  d'états  d'équilibre  ou  de 
moditications  réversibles,  la  température  du  système  et  celle  de  la 
source  sont  identiques;  la   distinction  s'évanouit  donc;  d'autre 
P^rl,  lorsque  l'on  veut  poser  les  équations  de  la  Dynamique  ^éné- 
t9\^^  on  est  obligé  de  considérer  non  point  la  lempéralure  de  la 
s^wpce,  mais  celle  du  système;  et  c'est  ce  que  fait  Robin  (p.  ^33). 
A.  la  définition  du  travail,  systématiquement  ramené  par  Robin 
au  travail  que  produit  le  déplacement  de  poids,  il  nous  semble 
qw  l'on  doit  adresser  une  objection  d'une  extrême  gravité.  Citons 
le  début  de  cette  définition  (p.  17): 

«  Le  système  à  étudier  (S)  sera  toujours  supposé  placé  dans 
00e  source,   qui  recueillera   ou  fournira  toute   la  chaleur  qu'il 
poorra  mettre  en  jeu.  Ce  système  sera  en  relation  avec  un  en- 
semble d'agents  mécaniques  et  de  corps  témoins  que  nous  dési- 
gnerons collectivement,  pour  abréger,  sous  le  nom  de  corps  exté- 
rieurs ou  de  système  étranger  (S|)  ....  Ces  deux  systèmes  (S) 


<^)  Clausius,  Die  mecftanische  Wàrmetheorie,  2^*  Aulla^e,  1kl.  I,  p.  no. 
Buil.  des  Sciences  mathem,,  2*  série,  t.  XXV.   (Novembre  lyoï.)         i5 
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ia(â,),  ainsi  que  la  source  ou  les  sources  qui  les  entoureDlsuds 
ccssivemcnt,  forment  une  portion  (I*)  de  l'univers  isolée,  à  ' 
inoniàrc  à  n'éprouver  aucune  action  de  la  part  du  rnoode  entérieu  ^ 
<<l  à  n'en  exercer  aucune  sur  lui. 

»  I^  premier  système  étranger,  le  plus  simple,  que  dous  con—  • 
sidérerons  est  celui  qui  ne  pourra  éprouver  d'outre  modificatior^ 
t/u'tin  changement  de  configuration  de  ses  parties,  dont  1^ 
densité,  la  température,  la  composition  chimique,  etc.,  resleit'  ' 
invariables.  Elles  n'exercent  point  d'action  à  distance  les  unes  tnm- 
les  antres,  comme  il  a  été  dit,  de  sorte  que  si  l'une  d'elles  es*  - 
détachée  du  reste,  elle  tumhera  vers  le  sol....  Ce  seront  des» 
solides  indéformahles,  des  fils  et  des  memhranes  inextensibles,  de^ 
fluides  incmiipressihles  ;  ces  hypothèses  sont  admissibles  au  moin^ 
dans  une  première  approximation ....  Un  pareil  système  sera  djMI 
syslt'-ntf  (/<■  poids. 

»  I.e  sysléiHO  étranger  (S,)  étant  ainsi  défini,  considérons 
d'iilxkrtl  dtMix  états  dVqitilibre  de  (S)  auxquels  correspondent- 
néi'fssaiivmt'nl  doux  états  d'équilibre  de  (S|);  ces  deux  derniers 
états  no  dilVèrcnt  qut^  pur  le  déplacement  de  certains  des  corps 
oxtériouri.  Itappurtniis  ces  déplacements  à  des  axes  de  coordon- 
nées dont  l'un,  l'uxf  des  s,  sera  vertical  et  dirigé  vers  le  bas. 
Suit  l' le  poids  de  l'un  des  corps  déplacés. ...» 

Mais  n'avons-nons  pas  siippost-,  îl  y  a  un  instant,  que  «  les 
ili-Hi  svslémes  \S1  et  ^S,  ">  formaient  une  portion  (P)  de  ruDivers 
isolée.  </<■  iHtinii-re  t'i  ti'é/irtniver  aiicunr  action  de  la  part  du 
mondf  cxtt'rifur  e/  i>  nV/i  fxfrrer  aucune  sur  lai  »?  Pour- 
i)iioî  une  ptirlie  du  sxstèiue  ^S|^  tomberait-elle  sur  le  soi  dont 
elle  nVprou\e  jueune  aelîi>n?  l^tmmenl  peut-il  élre  question, 
pour   les   corps   du    sxstèmo  vS,\  de  tfriintlr  dingêe  vers  te 
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haixlicy  la  plus  géniale  des  temps  modernes.  Elle  a  souvent  vie 
■T»al  comprise.  » 

L»ongtemps,  en  effet,  la  notion  de  modification  réversible  fut, 

|>our  beaucoup  d^esprits  justes  et  rigoureux,  une  sorte  de  pierre 

d^    scandale  qui  les  arrêtait  au  seuil  de  la  Thermodynamique;  si, 

<'issiieotrils,   un  système   soumis   à  certaines  actions  extérieures 

^ubil  une  modification  d^un   certain  sens,  comment  les  niénies 

*<^t.ic)ns  pourraient-elles  aussi  lui  faire  subir  la  même  modification, 

"^^■ss  en  sens  inverse?  Les  difficultés  que  soulevait  la  définition 

^'^<^c>re  imprécise  de   la   réversibilité   ont,  aujourd'hui,  complu- 

«nt  disparu;  mettant  à  profit  les  indications  de  divers  auteurs, 

l^ariiculièrement  de  Clausius,    nous  nous  sommes  attachés  à 

iîser  celte  définition  (*).  Une  modification  réversible  nesi 

P^z^s   une  modification;  c'est  une  suite  continue  d'états  d'équilibre 

^^'^    l'espril  du  physicien  peut  aussi  bien  parcourir  dans  un  sens 

^^^^   dans  l'autre;  mais  cette  suite  d'états  d'équilibre,  parcourue 

^^K^s  un  premier  sens,  est  la  limite  d'une  infinité  de  modifications 

^^^lisables,  tandis  que,  parcourue  en  sens   inverse,  elle  est   la 

*^*^ite   d'une  autre    infinité   de    modifications  réalisables.   Celte 

^^finîtion  a  été  adoptée  par  divers  mathématiciens  et  physiciens, 

l^rmî  lesquels  nous  nous  plairons  à  citer  MM.  E.  et  F.  Cosserat 

n  M.  Helm. 

Cette  définition,  Robin  l'admet  dans  le  fond;  mais  sa  doctrine 
Juchant  la  forme  qui  convient  aux  théories  physiques,  en  l'obli- 
geant à  ne  raisonner  jamais  que  sur  des  opérations  réalisables 
(p.  XIV ),  le  gène  pour  proclamer  que  la  modification  réversible 
ne  saurait  être  réalisée,  qu'elle  est  une  pure  opération  intellec- 
laelle;  parfois  donc,  il  semble  qu'il  en  parle  comme  si  l'on  pou- 
vait réellement  faire  subir  à  un  système  une  telle  modifica- 
tion (p.  39);  en  aucun  cas,  il  n'en  marque  nettement  le  caractère 
essentiel,  il  n'affirme  qu'elle  est  une  pure  conception  de  Tesprit. 


i  ')  Étude  sur  les  travaux  thermodynamiques  de  J.  WilUird  Gibhs  {Huile- 
tm  des  Sciences  mathématiques.  2*  série,  t.  \I,  juin  et  juillet  1S87).  —  Com- 
mentaire aux  principes  de  la  Thermodynamique,  j'  l'arlic,  Clidp.  I  {Journal 
de  Mathématiques  puies  et  appliquées.  .«•  série,  t    1\,  p.  'Si\S\  iS«|;;  \. 
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lUywi^lif  t&Uaic  ^»«*K  ks4r«B  yMU|ii-i  «in^ia 
*«M  4«-  frftmtUf^-t  4*  C^rmtt.  Ce»  fiiinif  u  pM 

pi4jftlytmûfU£»,  M  !'«•  ne  Irw 

ttArn*^,  '-timmi  «a  faîi  il'exp^nMKc.  ^n'«a  c««p»  panânJUB-,  Ir^ 

lut  tiH  irit'  (l«  prouver,  [>v  an«  tnéthttie  Uea  CO— we,  ^ar  •■« 
\i-é  tiir\i»  (JiiîvffNt  /f[Bl«tn^ut  «(rrîfic-r  cr  |KmaUi. 

(.f*  ^rimiré*  itunn^t  par  Kuliîn  p<Mir  Ir»  ilem  ftrinctpe»  ée  SaS 

i'.uruiil  i\U\'hi-itl  4i^  irt^iixtjue  nuuiavnn* donner  <l»tt*  notre  Èlmât 
»iir  1"»  IrtH'tiiix  ihfrmodynnmifjtie*  de  J.  iittlard  Gibèa  «t 
iluii»  inilif  f'iimmenldirB  aux  principes  de  la  Th^rmtodjrma- 
iiiîifinf;  il*  «'tin  in[)|>rO(:hpnl  oepeiidimt  [>ar  un  Uaîl  comman:  tr> 
iliiiiiiiii^ii  lia  lldliiii,  connue  les  nAires,  embrassent  au»&î  Lîcd  k« 
nvli'i  ii'iVvr-i'iiltli'o  i|ti«  leit  c^nle*  revers!  h  les. 

|)i>|iiiiit  li<  lriii|iN  iii'i  iKiiiit  nvon«  donné  ers  énoncés,  leur  çéoé- 
r<ilH>^  iiKiii  11  puni  h'[)|i  Rrondn  H  nnus  Ick  avons  i-rstreinls  (  '  \  am 
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ml  successivement  daos  des  sources  donl  la  température  est  T,, 
Ta,  •••,  T,  y  éprouve  des  modifications  non  réversibles  qui 
correspondent  à  des  dégagements  de  chaleur  Qi ,  Q2.  •  •  •  >  Q-  Nous 
aurons  V inégalité  (p.  iSg) 


AT,    •    AT,  AT  -^^      dl  '     '  0T^ 

Li^inégalité  ne  serait  remplacée  par  une  égalité  que  si  toutes  les 
modifications  considérées  étaient  réversibles.  Or,  nous  nous 
sommes  attachés  à  prouver  (*)  qu*il  existe  des  modifications  non 
réversibles  pour  lesquelles  l'inégalité  précédente  doit  être  cepen- 
dant remplacée  par  une  égalité;  ce  sont  toutes  les  modifications 
ao  cours  desquelles  le  travail  des  résistances  passives  est  con- 
slamnient  nul;  tels  sont  tous  les  mouvements  des  systèmes  sans 
viscosité  ni  frottement  qu'étudie  la  Mécanique  classique. 

Il  est  vrai  qu'une  difficulté  pourrait  être  soulevée;  les  tempé- 
ratures qui  figurent  dans  l'énoncé  de  Robin  sont  les  températures 
des  diverses  sources  qui  enveloppent  le  système;  au  contraire, 
dans  nos  énoncés,  il  est  toujours  question  de  la  température  du 
sjrstèoie  lui-même.  La  difficulté  s'évanouit  si  Ton  prend  soin  de  se 
limiter  à  des  modifications  durant  lesquelles  le  système  garde  une 
température  invariable;  rien  n'empêche  alors  de  l'enfermer  dans 
une  source  gardant  sans  cesse  cette  même  température,  et  le  lan- 
gage employé  dans  nos  énoncés  ne  dilTère  plus  de  celui  de  Robin. 
Or  c*est  précisément  de  telles  modifications  sans  changement  de 
température  que  traite  habituellement  la  Dynamique  classique. 

Si  donc  on  veut  garder  les  principes  de  Robin  dans  leur  entière 
généralité,  on  est  tenu  de  considérer  les  mouvements  sans  vis- 
cosité ni  frottement  comme  impossibles;  ou  peut  supposer  très 
petit  le  travail  des  résistances  passives,  mais  on  ne  peut  le  sup- 
poser rigoureusement  nul;  la  Dynamique  classique  devient  un  cas 


("j  Commentaire  aux  principes  de  la  Thermodynamique,  3*  Partie, 
Cbap.  II.  n*  5  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  '\'  série,  t.  \, 
p.  33o;  189Î).  —  Théorie  thermodynamique  de  la  viscosité,  du  frottement  et 
des  faujc  e'çuîtibres  chimiques,  1"  l*arlie,  (lliap.  1,  §  V,  fonnuie  (33)  {Mémoires 
de  to  Société  det  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Hordcaux,  .*)•  série,  l.  Il; 


iijj  PKKMiKitK  l>AltTIR. 

tiint'tfiU:  la  Thcrmotlvnanii(|uc  générale;  elle  n'en  saurailpIuséH 

un  cas  particulier. 

l'tirmi  Ii's  iiroposilions  que  Robin  tire  des  principes  de  Cam< 
nu  mieux  des  loi.s  de  Statique  qui  en  découlent,  se  trouve  (p.  •) 
\c  critc^riiim  de  stabilité  de  l'équilibre  isothermique  :  Pour  qu' 
rtitl  soit  itn  l'ial  d'équilibre  isothermique  stable,  il  faut  et 
xuj/it  f/ii"  le  potentiel  total  du  système  soit  minimum  dans 
i-titl.  Tout  le  inonde  sait  que  Lagrange  avait  déjà  énoncé  unete^^B 
jimjiosition  dans  le  domaine  de  la  Mécanique  rationnelle;  tout 
inonde  connaît  également  la  belle  el  rigoureuse  démonstration  p-  f 
laquelle  l^jcune-Diriclilcl  »  prouvé  que  ce  critérium  suffisait 
assurer  la  slaliililé  de  l'équilibre.  Nous  avons  fait  remarquer  (  ^ 
que  c<<it<>  démonstration  s'étendait  aux  équilibres  plus  générai*  — 
(juc  ronsidrro  la  Tbermodvnainique. 

Itobin  adrr.-se  à  celle  démonstration  de  Lejeune-Dîrichlei  (1«  ^ 
vivos  ('rihi|U('s  (p.  8^{).  I^aîssons  de  côté  l'assertion  que  «  Di- 
riobliM  SI-  scrl  de  la  ibénriv  des  petits  mouvements  »  ;  visiblement, 
<-llc  ri'sulle  d'uur  inadvt'rtanco;  la  démonstration  de  l^grange 
reposait  sur  la  tin-nric  des  petits  mouvements;  Dirichlel  a  préci- 
sément eu  pour  obji.'t  de  s'alFrancbir  de  cette  méthode  peu  rigou- 
reuse. Il  est  (l'nillcurs  très  facile  de  tenir  compte,  dans  la  démon- 
stration de  Ijcjeunc-Diriciticl,  des  actions  de  viscosité  que  Robin 
Acmbic  lut  objecter.  Arr£tons-nou«  plulât  à  la  critique  que  rcn- 
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Il  Dous  parafl  difficile  de  souscrire  à  ce  jugement  et  de  regarder 
M  e  problème  de  la  stabilité  de  l'équilibre  comme  une  question  de 
Statique.  En  effet,  en  quoi  consiste  exactement  ce  problème  :  On 
yrend  un  système  dans  un  état  d^équilibre;  on  Técarte  de  cet  état 
^t  on  lui  imprime  des  vitesses  initiales;  il  se  met  en  mouvement; 
00  veul  prouver  que  si  le  dérangement  initial   et  l'impulsion 
initiale  sont  suffisamment  petits,  ce  mouvement  éloignera  très  peu 
le  système  de  Tétat  d'équilibre  considéré?  Il  est  bien  évident  qu'il 
s'agit  d'établir  un  théorème  relatif  non  pas  à  l'équilibre  du  sys- 
tème, mais  à  son  mouvement;  c'est  donc  à  la  Dynamique  et  non 
à  la  Statique  que  l'on  en  doit  demander  la  démonstration  ;  c'est, 
d'ailleurs,  ce  qu'ont  pensé  Lagrange  et  Lejeune-Dirichlet  aussi 
bien  que  M.  Liapounoff  et  M.  Hadamard. 

Ces  remarques  font  craindre  que  la  démonstration  donnée  par 
Robin  ne  soit  pas  pleinement  rigoureuse;  l'examen  de  cette 
démooslration  ne  fait  que  confirmer  cette  crainte. 

Le  point  de  départ  de  celte  démonstration  est  le  théorème  sui- 
vant (p.  78)  :  Dans  une  transformation  isothermique  spon- 
tanée, entre  deux  états  d'équilibre,  le  potentiel  total  ne  peut 
que  diminuer, 

Voici  la  première  partie  (p.  79)  de  la  démonstration  à  laquelle 
cette  proposition  sert  de  lemme  : 

«  Supposons  que,  dans  l'état  (A),  le  potentiel  total  soit  mini- 
mum. Je  dis  que  (A)  est  un  état  d*équilibre  stable,  car,  s'il  n'en  était 
pas  ainsi,  on  pourrait  y  maintenir  le  système  en  équilibre  au  moyen 
de  liaisons  appropriées;  à  la  rupture  d'une  de  ces  liaisons  succé- 
derait nne  transformation  spontanée  du  système  qu'on  pourrait 
arrêter  dans  l'état  (Â'),  très  voisin  de  (A).  Dans  cette  transfor- 
mation entre  deux  états  d'équilibre  (Â)  et  (A'),  le  potentiel  total 
devrait,  en  vertu  du  théorème  précédent,  avoir  diminué,  ce  qui 
est  contradictoire  avec  l'hypothèse  du  minimum  en  (  A). . . .  » 

Si,  comme  le  suppose  cette  dernière  phrase,  l'état  (A)  est  un 
état  d'équilibre,  il  n'est  point  nécessaire  d'user  de  liaisons  pour 
T  maintenir  le  système  en  équilibre;  de  plus,  à  la  rupture  de  ces 
liaisons,  le  système  n'éprouvera  aucune  modification  spontanée. 
Pour  qu*il  éprouve  une  modification  spontanée,  il  faudra  ou  bien 
le  déranger  quelque  peu  de  l'état  (A),  on  bien  lui  imprimer  des 


iqg  imiicmiëri-:  I'Autn-:. 

vitesses  initiales,  ou  bien  réaliser  à  la  fois  ces  deux  ojx'ralïons; 
mais  alors,  l'état  initial  du  système  n'est  plus  l'état  d'é<)uilibre  (A) 
et  n^est  même  plus  un  état  d'équilibre. 

Quant  à  rélat(A'),  est-il  un  état  d'équilibre?  Si,  aux  forces  qui 
agissaient  sur  le  système  et  qui  correspondent  an  potentiel  lotal 
considéré,  on  adjoint  d'antres  forces  capables  de  l'arrêter  en  (A'), 
le  système  s'y  trouvera  en  équilibre,  mais,  les  forces  cKlérieures 
agissantes  n'étant  point  celles  qui  correspondent  au  polenliel 
considéré,  le  théorème  précédent  n'est  pas  applicable;  si,  au  con- 
traire, les  forces  agissantes  sont  celles  qui  correspondent  à  ce  po- 
tentiel, elles  ne  maintiennent  pas  le  système  en  équilibre  dans 
l'ètal(A'). 

Il  semble,  du  reste,  qu'une  certaine  confusion  se  soit  glissée  ici 
entre  la  notion  d'équilibre  et  la  notion  d'équilibre  stable;  elle 
apparaît,  en  particulier,  dans  ce  membre  de  phrase  (p.  79):  «  Uu 
étal  d'ér/iiilibre  stable  est,  par  définition,  un  étal  d'équilibre 
dans  Ic<{uel  aucune  transformation  spontanée  n'est  possible...  ». 
<j'est  là  un  caractère  commun  à  tous  les  étais  d'équilibre. 

I^:iudiant  l'équilibre  adiabalique,  Robin  établit  (p.  148)  cette 
proposition  :  quand  un  équilibre  est  stable  relativement  aux 
modi/ications  isothermiques,  il  est  stable  relativement  aux 
modijicaiions  adiaba tiques.  Celte  proposition  nous  est  duc  ('). 

Le  problème  de  la  propagation  de  l'onde  explosive  a  été  pour 
lu  première  fois  abordé  dans  nos  éludes  suries  fauséquilibres(*); 
nous  l'avons  résolu  seulement  dans  le  cas  particulier  où  le  milieu, 
en  avant  du  front  de  l'onde,  est  immobile  el  où  la  température  et 
la  pression  y  ont  exacLcmcnt  les  valeurs  pour  lesquelles  la  combi- 
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variaiîcDt  d'une  manière  continue,  tandis  que  leurs  dérivées  par- 
tielles pouvaient  varier  d'une  manière  discontinue;  l'emploi  de 
la  méLhode  d'Hugoniot  nous  a  fourni  aisément,  dans  ces  condi- 
tions 9  la  vitesse  de  propagation  de  Fonde  explosive. 

Quelles  sont  les  lois  suivant  lesquelles  se  propage  cette  onde 
lorsquie  l'état  initial  du  milieu  n'est  plus  un  état  de  faux  équilibre 
limÎLe?  C'est  là  une  de  ces  questions  qu'il  est  impossible  d'é- 
viter. 

Si  l'on  veut  encore  que  les  variables/?,  eu,  T,  u,  Vy  w  varient 
d'une  manière  continue  lorsqu'on  traverse  le  front  de  Tonde,  il 
faut  c(ue,  sur  ce  front  même,/?  et  T  aient,  en  chaque  point,  les 
valetax-s  pour  lesquelles  débute  la  réaction;  chaque  point  du  front 
de  l*ondedoit  se  trouver  dans  un  état  de  faux  équilibre  limite, 
partant  dans  un  état  qui  n'est  pas  l'état  initial  du  fluide. 

Il    faut  donc  que  le  fluide,  en  aval  du  front  de  l'onde,  soit  déjà 

en    nnouvement;  les  opinions   peuvent  d*ailleurs  difi^érer  sur  la 

oatur^e  de  ce  mouvement;  on  ne  peut  supposer  qu'il  s'avance  dans 

le  flui^leen  repos  en  formant  une  onde  analogue  à  l'onde  sonore, 

ca^  c^le-ci,  qui  se  propage  beaucoup  plus  lentement  que  l'onde 

explosive,  ne  peut  la  précéder;  mais,  avec  M.  Vieille,  on  peut 

«apposer  qu'une  onde  de  discontinuité  précède  l'onde  explosive; 

o**  petit  supposer  également  que  le  mouvement  en  aval  de  l'onde 

explosive  ne  se  propage  pas  par  ondes;  que  les  fonctions  1/,  r,  iv 

9<>nt     analytiques  dans  toute  la   région  située  en  aval   de  Tonde 

explosive,  et  nulles  à  l'infini. 

Robin  ne  se  propose  pas  de  décider  entre  ces  diverses  supposi- 
tioft*;iI  suppose  simplement  (p.  206)  qu'il  y  a  mouvement  de 
paf^  et  d'autre  de  Tonde  explosive,  mais  que  ce  mouvement, 
eS^mpt  de  toute  réaction  chimique  en  aval  de  Tonde,  est  accom- 
pagné en  amont  d'une  telle  réaction.  Il  en  résulte  que  la  loi  de 
Jét^ote  adiabatique  n'est  pas  la  même  en  amont  et  en  aval;  en 
gViily  cette  relation  a  la  forme  ^=:F((o);  en  amont,  elle  a  la 
forme  pz=/(^iù).  Lorsqu'on  traverse  le  front  de  Tonde,  />,  <o,  T, 

//»  ^i  ^^1  varient  d'une  manière  continue,  mais  -p  présente  une  dis- 

ijontinuité. 

Prenons  un  point  M  sur  la  surface  de  l'onde;  prenons  pour  axe 
Jes  X  la  normale  extérieure  en  ce  point,  pour  plan  des  (y,  z)  le 
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plan  tangent;  accentuons  les  lettres  qui  se  rapportent  â  des  points 

en  aval  de  l'onde.  Sur  l'onde,  nous  aurons  (p.  310) 


(li 


ày 


Ç-t'{j_ 


J î_\^ 


Robin,  qui  écril  ces  cqiialîons,  ne  semble  pas  i 
les  égalités  (2)  et  (3)  entraînent  les  égalités 


iGlle< 


an  peut  atljoindrc 


1  verlu  de  (i),  les  égalités 


Pour  qu'une  onde  explosive  du  genre  de  celte  que  nous  considé- 
rons puisse  se  propager,  il  faut  qu'en  tous  tes  points  du  front 
de  l'onde  la  pression  ail.  en  même  temps,  la  même  tui/eur, 
L'esistcnce  des  relations/)  =  /(m), />'  =  F((t)')  permet,  d'ailleurs, 
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La  relation  entre  le  volume  spécifique  (o  et  la  pression  /?,  tant 
eo  aval  qu^en  amont  de  Tonde,  n^est  pas  donnée  sous  une  forme 
finie  telle  que /?=/*( o)),  /9'=F(o)');  elle  est  donnée  sous  forme 
différentielle  et  s'écrit 

(  4)  K(cu',  p')  dp'-¥-  L(u)',  p')  dm'  =  o, 

en  aval  de  Tonde  et 

(5)  k(î»i,  p)dp -h  l(iû,  p)doi  =  o 

en  amont.  Robin  a  particulièrement  insisté  (p.  206)  sur  la  manière 
d'obtenir  cette  dernière  relation.  L'intégration  des  relations  (4) 
et  (5)  donne,  pour  chacun  des  éléments  matériels  qui  constitue 
le  fluide,  des  égalités  de  la  forme 

(6)  />'=G(a>',/>i,^'o), 

(7)  p  =  ér(f^,  />ot  wo), 

^'%9  P'9  ^^ol  le  volume  spécifique  et  la  pression  de  l'élément  maté- 
riel à  l'instant  à  partir  duquel  on  lui  applique  la  relation  (4); 
^•j  Pê  étant  le  volume  spécifique  et  la  pression  de  l'élément  maté- 
riel à  l'instant  à  partir  duquel  on  lui  applique  la  relation  (5). 

Or,  le  mouvement  sans  réaction  chimique  qui  se  produit  en 
aval  de  l'onde  et  auquel  on  applique  la  relation  (4)  peut  être  censé 
engendré  à  partir  d'un  état  où  le  fluide  homogène  et  immobile 
avait  partout  même  pression  et  même  volume  spécifique;  dans  ces 
conditions,  o)^,  p'^  ont  même  valeur  pour  tous  les  éléments  maté- 
riels situés  en  aval  de  l'onde;  on  peut  donc  remplacer  l'égalité  (6) 
par  une  égalité  p'=^  F(^')  ^^  même  forme  pour  tous  ces  éléments. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même  en  amont  de  l'onde.  La  rela- 
tion (7)  est  applicable  à  un  élément  matériel  du  moment  que  le 
mouvement  dont  il  est  animé  est  accompagné  d'une  réaction  chi- 
mique; l'instant  à  partir  duquel  on  doit  rappliquer  à  un  élément, 
c^est  l'instant  où  cet  élément  a  commencé  à  subir  une  réaction 
chimique,  l'instant  où  il  a  passé  par  un  état  de  faux  équilibre 
limite,  en  un  mot  l'instant  où  il  s'est  trouvé  sur  le  front  de  l'onde  ; 
cj0,  />•  sont  le  volume  spécifique  et  la  pression  de  cet  élément  à 
cel  instant;  dans  le  problème  que  nous  avons  traité,  on  était 
assuré  que  (i>o,  po  (respectivement  identiques  à  (o'^,  p'^)  avaient 
même  valeur  pour  tous  les  éléments;  Tégalité  (7)  pouvait  alors 
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être  remplacée  par  une  ég;alité  p  =:/((ù)  <Ie  même  forme  pour  toai 
les  éléments;  mais,  dans  le  problème  traité  par  Robin,  il  n'j  t 
aucune  raison  pour  qu'il  en  soit  ainsi;  iia,pa  varieront  en  général, 
en  amont  de  l'onde,  d'un  élément  à  l'auiru  et  leur  présence  inéTÏ- 
lahle  dans  réquation  (7)  compliquera  la  solution  (')  des  diverses 
questions  d'Hydrodj'namique. 

Toutefois,  dans  ce  cas,  la  propagation  de  l'onde  explosive  s'étu- 
dierait  sans    peine    en    employant    les    méthodes    qui    nous    ont 


permis  {')  d'étudier  la  propagation  de  l'onde  ordinaire  dans  les 
tluidcs  parfaits. 

Eu  i8()f  et  en  1895,  dans  trois  Mémoires  étendus  présentés  à 
l'Aradémie  de  Ikigique,  nous  avons  posé  les  principes  (*)  d'une 
lliéorii;  des  dt'-l'ornia lions  permanentes;  cette  théorie  a  été  déve- 
loppée ensuite  en  de  nombreux  écrits.  Dans  le  Chapitre  intitulé  : 
SlrUi'/iic  (Ici  di^fonnali'tns  permanentes,  Kobin  l'ait  à  la  prio- 
rité de  nos  riM'herches  cette  simple  allusion  (p.  2i5)  :  ><  Nous 
forons  lie  ces  |iliénomi''ncs  une  l'tude  géométrique  simple,  équi- 
Viilenic  à  une  i^uilc  analytique  longue  et  compliqué*;.  »  Cette 

Itoliin  so  cnnlcntc  d'étudier  un  système  défini  par  une  seule 
sariiiMi-  iiorniide  hors  la  température;  celle-ci,  d'ailleurs,  est  sup- 
posée inxiiriidile.  Duii."  ces  conditions,  la  théorie  qu'il  développe 
i-oneordc  avec  hi  mitre,  pourvu  toutefois  qu'il  se  propose  d'étu- 
dier seulement  les  modiliralions  éprouvées  par  le  système  et  non 
point  les  qu,inlilés  de  ehaleur  ijue  ces  modifications  mettent  en 
liir.-ivncc  de  la  noli-ç  sa  ihèoric  ne  lui  fait  1 


COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES.  jioi 

traiiter  ces  problèmes.  Cet  exposé  se  borne  donc  à  présenter  sous 
forjme  géométrique  quelques-unes  des  propositions  qui  composent 
notre  théorie;  si  celle-ci  est  plus  longue  et  plus  compliquée,  elle 
est.  aussi  incomparablement  plus  étendue  et  plus  riche  en 
réstiliats. 

Le  Chapitre  XIII  et  dernier  traite  le  problème  général  de  la 
Djfrn.ctwnique. 

Si  un  système  est  défini  par  n  variables  normales  hors  la  tem- 
pératore,  la  Thermodynamique  ne  fournit  que  n  équations  du 
mo\ivementde  ce  système;  il  faudra  donc,  au  moyen  d'hypothèses 
étrangères  à  cette  Science,  former  une  équation  de  plus,  dite 
rétention  supplémentaire .  Cette  vérité  est  apparue  tout  d'abord 
lorsc|ue  Laplace  et  Poisson  ont  voulu  étudier  la  propagation  du 
soin  dans  un  fluide;  nous  Tavons  énoncée  dans  son  entière  géné- 
ralité ^*).  Robin  montre  (p.  240  comment,  si  l'on  connaît  la  loi 
de  l'émission  de  la  chaleur  par  la  surface  qui  limite  le  système, 
on  pourra  former  cette  équation  supplémentaire. 

Outre  cette  équation,  on  peut  écrire  n  équations,  dites  équa- 
itor^s  du  mouvement  y  qui  .correspondent  respectivement  aux 
éqiia lions  d'équilibre. 

c^ouir  passer  de  chacune  des  équations  d'équilibre  à  Téquation 
corr es» pondante  du  mouvement,  on  peut  se  contenter  d'ajouter  à 
raciic»n    qui   s'exerce   réellement   un    terme    nouveau,   Vaction 
d  ^^ertie;  c'est  le  procédé  de  d'Alembert;  il  conduit  aux  équa- 
tions deLagrange. 

^^s  équations  ne  s'accordent  pas  avec  tous  les  phénomènes 

qO  étudie  la  Dynamique  générale;  il  est  nécessaire  de  compléter 

^liticune  d'elles  par  l'introduction  d'un  terme  nouveau;  ce  terme, 

introduit  d'abord  par  Navier,  par  Poisson,  par  lord  Rayleigh,  par 

VV.  Thomson  et  Tait,  puis,  d'une  manière  plus  systématique  et 

plp8  générale,  par  Helmholtz  et  par  nous-méme,  est  Vaction  de 

fjiMCosité;  elle  dépend  des  vitesses  (dérivées  par  rapport  au  temps 

àts  variables  normales)  et  s'annule  avec  elles. 

Ainsi  complétées,    les   équations    du   mouvement    restent    en 


(•)  Commentaire  aux  principes  de  la  Thermodynamique,  i*  Partie,  Cha- 
pitre II,  n*  2  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées^  4'  série,  t.  X, 

p,72b\  1894  ). 
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désaccord  avec  des  classes  éiendues  de  pliénoinènes,  tels  ijuc  If— = 
effeis  du  froilement  cl  les  faux  équilibres  chimiques;  il  Taut  don  - 
les  modifier  encore  en  ialroduisant  un  nuuveau  terme,  Vtictioii^ 
de  frottement;  ce  terme  ne  tend  plus  vers  7.éro  lorsque  toute  - 
les  vitesses  tendent  vers  zéro;  de  plus,  la  valeur  limile  ver  — 
laquelle  il  tend  change  selon  que  ces  diverses  vitesses  lenden 
vers  zéro  par  valeurs  positives  ou  par  valeurs  nég'alives. 

Ces    principes  ont  été  posés  par  nous  (')  en    1896.    Ils    son-    1 
repris  par  Kobin  (p.  242).  Robin  leur  laisse  d'ailleurs  celle  Torm^ 
très  générale,  tandis  que  nous  avions  poussé  plus  avant  la  déter- 
mination des  termes  de  frotlemenl.  Il  ne  peut  donc  mener  bien 
loin  les  conséquences  de  ces  principes:  en  Tait,  il  se  borne  ù  cti 
établir  une  seule,  dontnous  allons  dire  quelques  mots. 

Lorsqu'on  inlroduil,  dans  les  équations  de  la  Dynamique  gém'- 
rale,  des  termes  de  frotlemenl,  on  modifie,  par  le  fait  même,  les 
lois  de  lu  Statique;  les  conditions  d'équilibre  sont  représcnliïe» 
non  plus  par  des  équations,  mais  par  des  inéquations,  en  sont- 
que  ces  états  d'équilibre  forment  un  continuum.  Dans  son  immor- 
tel Ouvrage  Sur  l'équilibre  des  substances  hélérogènea,  Gibbs 
avait  déjà  observé,  en  analysant  les  résultats  de  l'expérience  la 
plus  obvie,  que  les  faux  équilibres  chimiques  présentaient  ce 
caractère;  mais  il  n'avait  pas  lente  de  donner  aux  lois  de  la  Dyna- 
mique et  de  la  Statique  une  forme  analytique  qui  le  reproduisit. 
Nous  avons  montré  {^)  que  ce  caractère  découlait  des  hypothèses 
que  nous  avions  faites  sur  la  dynamique  des  systèmes  affectés  de 
frottement.  Eïobin  démontre  égalemeni  (p.  a46)  l'existence  de  ce 
continuum  d'équilibre. 

Celle  démonstration  termine  réellement  l'œuvre  de  Robio  sur 
la  Thermodynamique  générale.  Le  Chapitre  XIV  traite  de  quel- 
ques propriétés  ihermiques  des  corps  rattachés  à  in  théorie 
des  mouvements  slationnaires;  il  reproduit  des  recherches  plus 
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aux  efforts  de  Claasius  pour  retrouver  le  théorème  de  Carnot,  à 
partir  de  Phypothèse  des  mouvements  stationnaires;  elles  dé- 
coulent de  méthodes  physiques  que  Robin  a  rejelées  plus 
lard  (p.  x). 

Les  bornes  que  cette  étude  ne  saurait  excéder  ne  nous  ont  pas 
permis  d'être  complet;  elles  nous  ont  obligé  de  choisir  parmi  les 
questions  traitées  en  ce  Livre,  court  de  forme,  mais  riche  de  fond  ; 
nous  avons  cru  être  utile  au  lecteur  en  analysant  les  Chapitres  qui 
nous  paraissaient  prêter  à  discussion,  de  préférence  à  ceux  dont 
nous  n'aurions  eu  qu'à  louer  la  netteté  et  la  rigueur;  si  notre 
compte  rendu  semble  plus  sobre  d'éloges  que  de  critiques,  Texpli- 
calion  en  est  là  et  non  dans  la  valeur  même  du  Livre  de  Robin. 

Des  discussions  qui  se  sont  développées  devant  lui,  le  lecteur 
conclura  du  moins  que  ce  Livre  suggère  des  idées  et  qu'il  fait 
penser.  Or,  dans  le  domaine  si  neuf,  si  peu  exploré,  de  la  Thermo- 
dynamique générale,  on  ne  saurait,  sans  grande  audace,  se  pro- 
poser de  construire  un  système  définitif.  Dès  lors,  faire  penser 
n*est-il  pas  l'objet  que  doit  surtout  se  proposer  un  esprit  doué 
d'originalité?  N'est-ce  pas  le  but  que  visait  G.  Robin? 

P.  DuHEM. 
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:,  UD  de  ceux  à  qui  il  en  parlait  le  plus  volonliers;  mais  Kro- 
necr^B^^r  n'était  jamais  satisfait  de  ce  plan;  jamais  il  ne  le  trouvait 
3SâC^  systématique;  il  n'a  pas  eu  le  temps  même  de  Tesquisser 
3IJ  t  K*^  ment  que  par  la  parole,  et  c'est  son  disciple  qui  a  dil  s'efTorcer 
£]e    I^     réaliser. 

O^^*  premier  Volume  contient  une  Introduction  et  quatre  Parlies, 
jovK.    j'essaie^  dans  ce  qui  suit,  d'indiquer  rapidement  l'objet. 

IL*'* Introduction  contient  des  vues  historiques  et  des  généralités 
guvr    1  SL  nature  des  problèmes  et  des  méthodes  arithmétiques.  L'au- 
^^-^jkwr     ^  explique  ce  que  nous  devons  aux  Grecs  et  aux  Arabes;  il 
^*él.^  vsd  quelque  peu  sur  Fermât,  sur  son  «  petit  )>  et  son  <(  grand  » 
^Yi^owréme]  il  rappelle  les  services  d'Euler,  de  Lagrange  et  de  Le- 
gre^mclire,  puis,  après  avoir  analysé  les  Disquisitionns^  ceux  deDiri- 
£^K1^  t.,  de  Jacobi  et  de  Kummer,  il  indique  enfin  les  liens  qui  relient 
|''.^x*ml.limétique  à  l'Algèbre,  d'une  part,  à  l'Analyse,  de  l'autre. 
I^ai    première  Partie  débute  par  des  considérations  sur  la  nature 
^iA     xmombre  (ordinal)  et  les   propositions  fondamentales   sur  les 
ppérations.  L'auteur  développe  ensuite  les  propriétés  élémentaires 
^OTicemantla  divisibilité,  les  nombres  premiers,  les  congruenccs, 
\cs  fractions  continues,  la  fonction  'f(/Oî  <^"^i'^  l^s  théorèmes  de 
fermât  et  de  Wilson   :   signalons  la  dernière  Leçon,  où  est  intro- 
duit et  étudié  le  concept  à* invariant  d'une  congruence. 

Dans  la  seconde  Partie,  l'auteur  développe  la  notion  de  domaine 
de  rationalité,  et  la  théorie  des  systèmes  de  modules.  La  notion 
de  congruence  suivant  un  module  s'élargit  par  la  considération  des 
coDgruences  suivant  un  système  de  modules.   L'auteur  traite  de 
^équivalence  des  systèmes  de  modules,  du  plus  grand  commun  di- 
viseur (arithmétique  et  algébrique),  de  la  décomposition  et  de  la 
réduction  des  systèmes  de  modules.  Les  liens  (ou  plutôt  l'unité) 
de  ^Arithmétique  et  de  TAIgèbre  apparaissent  là  clairement.  L*in- 
rrodaction  de  la  théorie  du  système  de  modules  dans  le  domaine 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  conduit,  en  particulier,  pur 
la  DOlion  de  rang,  à  d'importantes  interprétations  en  Géométrie 
apaljiique. 

C'est  dans  la  troisième  Partie  que  l'Analyse  va  conjmencer  de 
jouer  un  rôle  essentiel.  Après  avoir  établi  les  propriétés  de  la 
fonction  ^ (/t)qui  sont  nécessaires  pour  ce  qui  va  suivre,  l'auteur 
éludîe  avec  détails  les  séries  de  Dirichlet  et  en  montre  l'importance 
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j)nr  diverses  ap[ilicalions.  Une  leçon  est  consacrée  è  la  théorie  de 
li)  division  du  cercle.  Puis  vient  l'étude  du  nombre  de  nombres 
premiers  à  un  nombre  donné,  compris  entre  deux  nombres 
donnés.  L'allure  irrégiilière  des  fonctions  artihmétiques  ferait  vo- 
lontiers désespérer  de  toute  représentation  analytique;  mais  cette 
irrégularité  disparaît  souvent  par  la  considération  des  valeurs 
moyennes  (limites),  et  Kronecker  en  donne  une  suite  de  beaux 
exemples, 

La  r]unlri('nic  et  dernière  Partie  est  consacrée  d'une  part  à  It 
théorie  des  restes  de  puissances,  de  l'autre  au  développement  da 
théorème  de  Dirichlet  sur  l'existence  d'un  nombre  inBni  de 
nombres  premiers  de  la  forme  «jr-f-6,  lorsque  a  et  6  sont  des 
entiers  (iremiers  entre  eux.  La  théorie  des  restes  de  puissances 
amène  à  la  théorie  des  congruences  de  degré  quelconque  suivant  un 
module  premier,  et  celle-ci  à  la  théorie  des  congruences  linéaires 
Il  plusieurs  inconnues.  Quant  à  la  démonstration  de  Diricblet,  on 
sait  que  Kronecker  l'u  complétée  sur  un  point  important,  en  mon- 
trant comment  ù  chaque  nombre  y.,  si  grand  qu'il  soit,  on  peut 
faire  correspondre  un  nombre  yf  tel  que,  entre  \k  et  pi'  il  y  ait  «a 
moins  un  nombre  premier  de  la  forme  considérée.  M.  Henset  fait 
observer  que  la  question  qu'a  ainsi  résolue  Kronecker  rentre  dans 
le  genre  de  questions  qu'il  regardait  comme  inévitables.  Pour  lui, 
un  théorème  d'existence  n'était  vraiment  démontré  que  lorsqu'on 
avait  donne  le  moyen  d'atteindre  l'objet  même  dont  on  voulait 
établir  l'existence. 

Ënlin  M.  Hensel  a  réuni,  à  la  fin  du  Volume,  un  certain  nombre 
de  Notes  intéressantes,  soit  au  point  de  vue  bîbliogmpbiqoe  et 
lilsrorlrtii.',   «oit  n„   pnlnl   <1p   v  „e  ,!,■.  1,,rtim's  q„';i  a    <]ù    .umU-i 
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à  Taide  de  fractions  rationnelles  et  sur  un  théorème  de  M.  Nœther. . .  81-84 
SAntr-CBRHAm  (A.  de).  —  Mécanique.  Note  sur  la  tension  de  la  tige 

d^nn  pendale  sphérique 98-100 
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Tome  XXVIII;  1898- 1899  («). 

Glaisher.  —  Table  des  valeurs  de  Tex pression  -  •  -  •  7  •  •  • où 

^  2    3    5  X 

les  facteurs  du  dénominateur  forment  la  suite  des  nombres  pre- 
miers. (1-17). 

La  table  calculée  par  M.  Glaisher  donne  avec  sept  décimales  les  valeurs  de 
Texpression  précédente  et  de  son  logarithme  jusqu'à  x  =  9973. 

JVanson,  —  Sur  les  compositions  partielles.  (17-19)- 

Généralisation  de  théorèmes  sur  la  multiplication  des  déterminants  dus  à 
SylTester  et  à  M.  Muir. 

I^odge.  —  Approximation  simple  des  intégrales  elliptiques  com- 
plètes de  première  et  de  seconde  espèce.  (19-28). 

Les  formules  sont  obtenues,  pour  l'intégrale 


A      y/'i-^'sin' 


(•)  Voir  Bulletin,  XXIII,,  p.  87. 


SKCOfJDIî  l'AU  111-:. 


Ofaisher.  —  Noie  sur  un  théorème  relatif  à  la 
sances  paires  des  nombres  naturels.  {atj-'S-A). 


ishcrrUliliL  la  fur 


+  (_,)-'(in+.),._ 


l'habitude  de  M.  Gtlisher,  I 


B,,  I),,   ...,  sont  les  nombres  de  Ucmoulli.  Celte   rormule  eH  1  rappruclier 
(l'une  formule  iinilogue  donnée  par  l'auteur  dans  le  Tome  X\  du  Meitenger. 

Reynolds  {B.).  —  Noie  sur  les  fracliotis  périodiques.  —  Sur  la 
longueur  de  la  période  de  ^  cl  sur  sa  divisibitilé  par  N|  pour 
diverses  bases  de  mitnératioii.  (33-36). 

Glaisher.  —  Classes  de  formules  lécrirreotus  contenant  les 
nombres  de  Bernoulli.  (Sô-;*,). 

Les  Dijmbri!5  i„  ^,  qui  se  préscnleu 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  7 

reUUoos  contiennent  comme  coefficients  les  valeurs  du  polynôme  de  Bernoulli 
poar  des  râleurs  fractionnaires  de  la  variable. 

JVanson.  —  Sur  Téquation  d'une  courbe  plane  entre  le  vecteur 
r=iX'{-iy  qui  aboutit  en  un  point  de  la  courbe  et  le  vecteur 
p  =  Ç4-io  qui  aboutit  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l'origiDe  sur  la  tangente  en  ce  point.  (  80-84 )• 

Miller.  —  Sur  le  nombre  total  de  groupes  de  substitutions  tran- 
sitives qui  ont  un  isomorphisme  (  I9  a)  avec  un  groupe  donné. 

(84-87). 

Hejrnolds  {B,).  —  Nouvelles  Notes  sur  les  fractions  périodiques 
pour  diverses  bases  de  numération.  (88-91). 

Burnside.  —  La  trigonométrie  de  Thexagone  gauche  rectangu- 
laire (92-96). 

Cette  figure  se  rencontre  dans  la  théorie  de  la  composition  de  deux  dépla- 
cements finis  d'un  corps  solide.  L'auteur  établit  des  relations  entre  les  lignes 
trigonométriques  des  angles  des  côtés  non  consécutifs,  relations  qui  contiennent 
comme  cas  particulier  les  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie  sphériquc. 

CampbelL  —  Sur  les  transformations  qui  n'altèrent  pas  l'équa- 
lion  (g)  V  (^)'+  (g)'  =  o.  (97-02). 

Recherche  des  transformations  infinitésimales  qui  n'altèrent  pas  celte  équa- 
tion; groupes  continus  qu'elles  engendrent. 

Burnside,  —  Représentation  d'un  groupe  d'ordre  fini  comme  un 
groupe  de  substitutions.  (i02-io3). 

Miller,  —  Sur  les  groupes  qui  peuvent  être  représentés  comme 
des  groupes  de  substitutions  plusieurs  fois  transitifs.  (104-107). 

Nan$on.  —  Sur  la  résolution  d'un  système  d'équations  linéaires 
et  d^uoe  équation  quadratique.  (107-1 1 1). 

Solution  élégante  fondée  sur  la  forme  donnée  par  Sylvester  au  résultat  de 
rélimination  de  tdutes  les  variables  sauf  deux. 

Burnside.  —  Sur  la  forme  canonique  d'une  substitution  linéaire 
d'ordre  fini,  (i  1 1). 

Cette  forme  bien  connue,  établie  par  M.  Jordan  en  1878,  est  démontrée  i\ 
nouveau,  d'une  façon  purement  élémentaire,  par  indurtion. 


8  SËCONDb  l'AHTIE. 

Biddle.  —  Sur  la  décomposirion  en  faclenn.  (i  16-149)- 

L'autcur,  qui  dirige  la  partie  mith^mi tique  d«  VEdueaHoiial  Timtt,  daasc 
quatre  méihodci  poar  la  recherche  des  diviieun  d'na  nombre  eatier;  A  «oa 
iravail  est  joint  une  Table  ouintrique  donaant  le*  troi*  deraieis  cbifcc*  de* 
couples  de  carrés  dopt  la  différence  est  an  nombre  impair.  N  dont  od  coanatt 
les  trois  derniers  chiffres. 

Miller.  —  Sur  la  représentation  d'un  groupe  d'ordre  fini  comme 
groupe  de  sustîtutioas.  (i49-i5o). 

Cette  Note,  ainsi  qu'âne  Note  pt^édente  de  H.  Burnside.  fc  rapportent  A  la 
définition  de  l'équivaleace  entre  deux  groupe*  de  *Bb*titation*. 

lioiiik.  —  Sur  le  mouvement  de  la  bicjclette.  (151-169). 

Étude  du  mouvemeat  stable  et  de*  oscillation*  dans  te  cH  d'an  noDTCmeal 


Brandford.  —  Valeur  générale  de  la  différentielle  totale  n""' 
d'une  fonction  quelconque  d'un  nombre  quelconque  de  variables 
dépendantes  ou  non.  (169-174)- 
1.01  des  coeHicients  numériques. 

Goodwin.  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  solide  à  quatre  dinacD- 
sions  dans  l'espace  à  quatre  dimensions.  (i^S-iSS). 


Cas  où 
klablis! 


>t  celtes  d'Eu  1er.' 


!  foruiules  qui  généralise 

Glaisher.  —  Sur  la  divisibilité  de  ta  somme  des  produits  des 
n  premiers  nombres  pris  r  à  r.  (184-186). 
En  désignant  ctut  somme  par  S,,  on  a 

S,  =  o  (  mod  n  + 1  ) ,        S..,  =  n  [  mod  (  n-*- 1  )'  J, 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  9 

Ces  courbes  ont  le  nombre  maximum  de  points  doubles;  la  démonstration 
ne  suppose  pas  que  la  courbe  soit  sans  rebroussement. 

CurjeL  —  Noie  sur  les  hjrpersolides  réguliers.  (190-191). 

Biddle.  —  Correction  au  Mémoire  sur  la  décomposition  en  fac- 
teurs. (19a)* 

T.  XXIX,  1899-1900. 
Dixon.  —  Sur  certains  systèmes  articulés.  (1-2 1). 

Le  point  de  départ  est  dans  la  considération  d'un  système  de  huit  tiges  arti- 
culées dont  quatre  ont  une  extrémité  fixe,  les  quatre  pivots  A,  B,  L,  K  étant 
en  ligne  droite,  et  dont  les  quatre  autres  forment  un  parallélogramme  EDFG; 
les  quatre  sommets  de  ce  parallélogramme  décrivant  des  cercles,  pour  une  dit- 
position  convenable,  parce  que,  si  le  pentagone  AEDCF  a  des  angles  égaux  en  E 
et  C,  le  point  D  décrit  un  cercle.  L'auteur  étudie  aussi  la  question  de  savoir 
ti  les  sommets  d'un  quadrilatère  articulé  peuvent  se  mouvoir  sur  quatre  cercles  ; 
il  montre  le  lien  de  cette  question  avec  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Chemin  faisant,  il  généralise  une  proposition  de  géométrie,  due  à  M.  Weill,  sur 
le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact  d'un  polygone  inscrit 
dans  on  cercle  fixe  et  circonscrit  à  un  cercle  fixe,  en  remplaçant  ce  cercle 
anique  par  un  système  de  cercles  ayant  le  même  axe  radical. 

Nanson.  —  Note  sur  une  classe  d'identités  algébriques.  (22-23). 

Aanson.  —  La  généralisation  du  théorème  de  Vandermonde.  (24)- 

Hardy,  —  Sur  une  classe  d'intégrales  définies  contenant  des  fonc- 
tions hyperboliques.  (25*42). 

ÉvaioatioD  d'intégrales  du  type 

/•■*■•  «(«-»-<?)« 

y_.     a  ( e*  ±:  e--' ) -t- 6     ^    '       ' 

06  R(JP)  est  une  fonction  rationnelle,  par  la  méthode  de  Cauchy,  les  con- 
stantes étant  telles  que  l'intégrale  ait  un  sens.  Cette  méthode,  quand  on  prend 
pour  R(«)  une  fonction  simple  correspondant  à  un  pôle  simple,  permet  de 
transformer  l'intégrale  en  une  série  qui  se  laisse  sommer  pour  certaines  valeurs 
particulières  des  constantes.  L'auteur  parvient  ainsi  à  un  très  grand  nombre 
d'intégrales  définies. 

Gossei  (Th.),  —   Sur  les  figures  régulières  ou  semi-régulières 
dans  un  espace  à  n  dimensions.  (43-48). 

Liste  de  ces  figures  dans  un  espace  euclidien  à  n  dimensions  (/i>  3);  l'au- 
tear  était  en  possession  de  ces  résultats  depuis  plusieurs  années;  dans  le  cas 


lu  SHCUNDli  l'AlllIK. 

(les  Tigurcs  régulières,  son  énutnËration  nnlncide  avec  celle  qu'a  dannfx 
M.  Carjel  dans  II'  Mesienger;  Ja  liste  des  hyperinlides  semi-rtigulicrs  csl 
non*  El  le. 

Glaisher.  ^~  Théorèmes  fondamentaux  relatifs  aux  nombres  de 
Bernoiillt.  {4î)-63). 

Il  s'agit  de  thiiorèmos  coanetea  au  ciili^bre  thiaréme  de  Staodt  sur  la  parlie 
rractionaaire  du  n"->  nombre  de  Bernoulli  B..  M.  Glaisher  désigne,  sous  le 
nom  de  facteur  de  Staiidl  de  B„  les  nombres  pTcmiers  p  qui  figureol 
comme  dénoiiiinalifiir  dans  colle  parLie  fractionnaire,  c'cst-i-dirc  les  notubies 

preulierî  p  tels  que  jo  — i  divise  an. 
M.  Glaisher  éialilit  en  particulier  la  congroeoce 


-f  ={-■!" 


(mod/i). 


,  plac 


premier  qui  n'est  pas  un  (acteur  df  Slandt  poar  B_.  /  est 

>  t  est  un  nombre  entier  tel  que  n  —  f/  soit  positif. 

caatïeai  comme  cas  particulier  un  théorème  énoncé  par 


Celte  proposition  cantï< 
Sylvestec  en  iHlii,  d'après  laquelle,  p'  ëtant  un  diviseur  de  n  et  de  p 
divisant  pas  n,  p'  doit  diviser  le  numérateur  de  1),;  en  particulier,  si  n  csl 
premier,  le  numérateur  de  B,  est  divisible  par  n. 

L'auteur  établit,  chemin  (aisaut,  d'intéressantes  rclaliuns  de  récurrence  pooi 
la  (onction 


".(") 


-("' 


-on. 


ration  du  précédent  théorc 


où  l'auteur  lire  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Standt. 
L'eiaiiiea  des  caii  particuliers  montre  la  portée  de  ces  théoréiocs;  aiasi  le 
>s  de  />  —  3  conduit  i  une  règle  pour  la  détermination  du  dernier  cliifTre  du 
jmérateurdcB.. 
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La  seconde  partie  est  un  résumé  des  propriétés  du  polynôme  de  Ber- 
noulli  S.(â?,  w)  défini  par  Pégalité 

S,(a4-«  I  û»)  —  S, (a  I  ci>)  =  a", 

qat  sont  nécessaires  pour  la  suite. 

Dans  la  troisième  partie,  on  considère  des  intégrales  curvilignes  liées  à  la 
fonction  F.  Par  un  ingénieux  procédé  de  passage  à  la  limite,  la  définition  de 
la  fonction  V  par  un  produit  infini  est  remplacée  par  l'intégrale  définie 


où  le  contour  (illimité)  d'intégration  embrasse  en  quelque  sorte  la  demi-droile 
qai  part  du  point  O  et  passe  par  le  point  u>;  l'auteur  introduit  de  même  la 
fonction 

2  it      J    i  —  er^*  ^        ' 

où  le  contour  d'intégration  embrasse  cette  fois  la  demi-droite  qui  part  du 
point  O  et  passe  par  le  point  ca~*;  cette  fonction  généralise  la  fonction  l^(«)  de 
Riemann  que  Ton  obtient  pour  a  =  (i>.  L'auteur  parvient  ensuite  à  la  formule 
asymptotique 

Ç(j,  a,  w)  —      7       7 = î ' 


y    /~a\  S-;,(a|6.) 


qnt  rentre  dans  une  catégorie  de  développements  étudiés  par  M.  Poincaré. 
Cette  formule  est  l'objet  de  diverses  transformations,  où  l'auteur  utilise  les 
recherches  de  M.  Borel  sur  les  séries  sommables. 

Dans  la  quatrième  partie,  il  établit  une  expression  asymptotique  de  la  fonc- 
UoB  r  pour  les  valeurs  réelles  ou  complexes  de  la  variable. 

Enfin,  la  dernière  partie  contient  une  démonstration  nouvelle  de  ce  fait  que 
la  fonction  T  n'est  solution  d'aucune  équation  diflTérentielfe  dont  les  coefficients 
soient  des  fonctions  de  z  telles  que  les  fonctions  algébriques,  les  fonctions 
simplement  on  doublement  périodiques. 

Glaisher.  —  Théorèmes  fondamentaux  relatifs  aux  nombres  de 
Bernoalli.  (129-142). 

Voir  pins  haut. 
Morrice.    —    Sur    la    transformation    linéaire    par    inversion. 

043-144). 

L'interprétation  connue  de  M.  Klein  relative  aux  génératrices  d^une  qua- 
drique  est  remplacée  par  une  interprétation  dans  un  système  de  coordonnées 
létracycliques. 


t3  sr.CONOK  TAUTIB. 

Cunningkam.  —  Nombre  de  chiffres  dana  les  périodes.  (i45-iSo)- 

EUiot.  —  Démonstration  d'un  fail  fondamental  dans  la  thé^râc 
des  fonctions  de  différences. 

Une  foDclion  ntionnclle  entière  de  poidsd- et  de  degrtt  partieti  f|,  t,,  .  ■  -  -^'r 
par  rapport  aui  variables  a,,  a,,  , , . ,  a^  qui  e*t  une  (oncLJon  dei  diffireoee*       ^^ 
CM  quantité),  peut  £ire  eipriméc  comme  une  lomme  de  produiti  (maltipl   ^^^ 
par  de»  coefficient»  numériques)  de  tv  différences  entre  ce»  ruiiblei  et^^^^ 
telle  façon  que  dans  chaque  produit,  a,  ue  figure  pai  plus  de  f,  toii,  (4  p^^^ 
de  (,  fois,  etc. 

Bromwick.  —  Une  identité  algébrique  avec  deux  application^'^ 
géométriques.  (i84-igi). 
Les  deuK  équations  limultanées 


à/  àf  àf  _ 


où  /  est  une  (orme  quadratique  de  déterminant  A,  1 

liL  '.if.  'il 


n traînent  celles.«i 


V-7 


Rayon  de  courbure  en  coordonnées  tan|entiellei.  Condition*  pour  qa'aae  droite 
soit  génératrice  d'une  quadrique  1  centre. 


a  réciprocation.  (191-193). 
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Mehmke.  —  Logarithmes  d'addition  pour  les  nombres  complexes. 
(i5.3o). 

Les  Tables  conslraites  par  M.  Mehmke  donnent'Ies  valeurs  de  6,  ^  définies 

par  la  formule 

jo^(cosp+  l'sinp)  =  io*(cosa  +  isina)  +  i, 

quand  on  se  donne  a  et  a;  a  et  p  sont  exprimés  en  grades;  l'auteur  étudie 
anasi  la  Tariation  de  bj  p  avec  a,  a  et  montre  l'utilité  pratique  que  présentent 
tables. 


Wilffing,  —  Comment  se  comportent  les  courbes  de  Steiner,  de 
Cayiej  et  diverses  autres  courbes  invariantes  pour  les  points 
singuliers  de  la  courbe  fondamentale.  (3i-47)* 

Le  point  singulier  est  pris  pour  origine  et  les  coordonnées  d'un  point  de  Tune 
ou  l'autre  des  courbes  de  Steiner,  Cayley,  Salmon,  ...,  sont  exprimées  dans  le 
▼oisinage  du  point  considéré  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre,  au  moyen 
des  premiers  coefficients  numériques  de  la  courbe  fondamentale.  L'application 
des  formules  de  PlQcker  conduit  ensuite  à  divers  résultats  numériques  inté- 
ressants. 

Schur,  —  Sur  les  figures  réciproques  de  la  statique  graphique. 
(48-55). 

Cremona  a  montré  que  la  réciprocité  que  l'on  rencontre  en  statique  gra- 
phique était  la  même  que  celle  qui  existe  entre  les  projections  de  deux  figures 
réciproques  par  rapport  à  un  Nullsystem  (complexe  linéaire),  sans  dire 
toutefois  comment  on  pouvait  construire  le  Nullsystem  qui  fournit  ladite 
réciprocité  :  c'est  ce  que  fait  l'auteur  pour  les  principaux  systèmes  articulés. 

Schlëmilch.  —  Sur  la  perspective  du  cercle.  (56-58). 

Kinkelin,  —  Construction  du  centre  de  courbure  des  coniques. 
(58-59). 

Au  moyen  de  la  parabole  tangente  aux  axes,  à  la  tangente  et  à  la  normale 
à  la  courbe. 

Kurz*  —  Les  foyers  de  Bunsen.  (6o-64)* 

JSurmester,  —  Réfraction  homocentrique  de  la  lumière  par  le 
prisme.  (65-90). 

Wiiienbauer,  —  Sur  les  pôles  d'inflexion  d'une  chaîne  cinéma- 
tique. (91-98). 

Cette  chaîne  cinématique  est  formée  d'une  suite  de  plans  (coïncidants)  dont 
chacun  est  mobile  par  rapport  à  celui  qui  le  précède;  d'où  une  série  de  pro- 


SIÎCONr)li  l'AHTIE. 


hlùmcFi  rctalifK  il  la  cnmposition  des  mouvementï  qui  concernent  la  conïtruc 

tion  des  pâles  d'Inllciion,  des  pûlcs  d'accélération,  la  composition  des  aectii —  — 
rations;  les  probttmcs  sunl  trailcs  géométriquement  dans  une  suite  de  iroi^^  * 
Mémoires  dont  celui-ci  est  le  premier. 

Beyct.  —  Construction  des  courbes  du  troisième  ordre  au  mojen  ^c 
de  neuf  ])ointa  donnés  cl  constniclion  du  neuvième  point  ^^ 
commun  nux  courbes  d'un  faisceau  déterminé  par  huit  points.  — 
{p()-iia). 

Conslriietinns  déduites  du  Mémoire  de  l'Auteur  pam  dans  le  tnme  XXXVIII 
de  la  Zeilschi-ift  sous  le  tiLrc  :  DartUllung  der  Carven  drilter  Ordnung 
und  Klasae  aitt  stvei  Becipro 


Sziit.1  (A',  von).  —  Pour  la  théorie  des  déterminants  d'ordre  su- 
jM^rieur.  (i  i3-i  17). 

f'ntff'ri'clit.  —  Sur  la  dô  termina  lion  du  nombre  de  nombres  pre- 
niier^i  inférieurs  à  N  au  moyen  des  nombres  premiers  inférieurs 

àv'N.  (iiS-ia.l). 

fipnrfr.    —    Dé uion-: tr.it ion  d'un  théorème  de  Jacob  Steiner  sur 
le?i  lercles  do  rourburc  d'une  ellijise.  (ia3-iaj). 

Sur  II'»  Iniis  fcrfli'*  do  fourlmiv  qui  passent  par  un  pnini  de  l'eltipse. 

Sc/iniiilt.  —  Pr<*uve  conibinatuire  du  théorème  de  Wîlson.  (ia4- 


\AA.mf7.A,   —  Sur  une  pm|io*iti 


I  de  la  théorie  des  nombres 


1^   Tf 
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Vahi^9\.  —  La  transformation  des  formes  quadratiques,  (i  27-1 28). 
Foraole  générale  de  décomposition  en  carrés. 

Kluy^^^r.  —  Représentations  conformes  que  la  fonction  Ç  permet 
d'obtenir.  (iag-i5o). 

Il   s*agit  de  la  fonction 

fs'u 

• 

Re|>v*ésenUtion  conforme  sur  le  demi-plan  de  la  surface  extérieure  à  un 
polygone.  L'aateur  étudie  successivement   le  cas   du   rectangle,  du  triangle 

rectain^le  isoscèle,  du  triangle  équilatéral,  du  triangle  dont  les  angles  sont  -y 

«     Tc  ai:    ir    it 

6*     3    ^"T*  6'  6 

Witt^r^bauer.  —  Sur  le  pôle  d'accélération  dans  le  mouvement 
composé.  (i5i-i58). 


Spor*^^,  —   Sur   quelques   courbes    particulières   de    troisième 
ordre  ou  de  troisième  classe.  (159-176). 


points  de  départ  de  l'auteur  sont  dans  la  considération  des  cordes  com- 
^'X^cs  à  une  conique  fixe  et  à  une  conique  variable  d'un  faisceau,  et  des  points 
de  coBï^ct  de  deux  courbes  appartenant  à  deux  faisceaux  de  cubiques.  Signa- 
loQs  «quelques  rectifications  de  théorèmes  de  Steiner.  Par  exemple  le  lieu  du 
poiQt.  cle  rebroussement  d'une  cubique  admettant  un  tel  point  et  assujettie 
^  P^^&er  par  six  points  fixes  est  du  douzième  degré,  et  non  du  sixième  comme 
rindic^tie  Steiner. 

Ah9*er^s.  —  Un  nouveau   théorème  sur  les  déterminants  d'une 
n^ati-îce.  (177-180). 


^rminants  dont  l'évanouissement  entraîne  l'évanouissement  d'autres  détcr- 
mn^Q^^  Applications  géométriques. 

Netio.   —  Essais  sur  le  Calcul  intégral.  (i8o-i85). 

*^  second  théorème  de  la  moyenne  est  une  conséquence  du  premier,  quand 

f,^  ^met  la  continuité  de  l'intégrale  définie  considérée  comme  fonction  de  sa 

*Btile    supérieure.  —  Calculs  d'intégrales  définies  comme  limites  de  sommes. 

"'"^^  — Sur  la  conduction  de  la  chaleur  dans  la  Terre.  (185-192). 

'"''^er.  —  Congruences  métriques  de  rayons  dans  une  cubique 
K^^che.  (193-209). 

^■>l  donnée  une  cubique  gauche,  un  plan  parallèle  à  un  plan  fixe  déter- 


iG  SECONDE  l'AUTlE, 

miac  un  triangle  dont  Ie«  sninniets  Appartiennent  4  \i  cnbique.  —  C«1:iïni 
|H)ints  remarquable  (  points  de  renronlre  des  Ijauteurs,  des  médiaoe^,  des  pu-- 
pendicutaires  an  milieu  des  cAUs)  décrivent  du  draites,  lesquelles  eo^codreni 
i  leur  tour  des  congruenc^e*.  quand  on  fait  varier  la  direction  du  plao.  Ce  sont 
ces  congruence«  qu'étudie  M.  KrUgtr. 

Afehmke.  —  Propriétés  m<^  triques  des  cubiquesgaiiches.  (ai  1-74 ')■ 

Signalons  dans  te  travail  trois  propositions  qui  peraiMtent  de  induire  »vus 
trais  formes  distinctes,  dans  la  théorie  des  cubiques  gauches,  toute  rcUlion 
homogène  entre  de»  segments  d'une  même  drnit«.  Ces  propositions  pemiPttcot 
il  l'fiuleur  d'établir,  poar  les  cubiques  quelconques,  une  sulu  de  théaiémo 
métriques  qui  généralisent  immédialcment  des  propositions  dues  A  M.  ScbriM«r 
{ Mathematische  AnnaUn,  t.  'là,  p.  39^)  et  qui  se  rapportent  aux  paraboles 
cubiques,  c'esl-â-dire  aui  eubiquea  i;aaclies  oaculalrices  au  plan  de  l'inGui, 
Cette  eitcnsion  pourrait  sans  doute  se  faire  par  collinéalion  :  les  démoastra- 
lioui  que  donne  M.  Melimkc  sont  direrlvs. 

Delaunay.  —  Générallon  tiiécaniquede  la  projeclioD  orlhogonate 
des  courbes  planes,  des  ellipses  el  des  Iroclioîdes.  (a4^~^44)- 

Ahrens.   —   Sur   un    lliêort'i 

(345-347). 

Liiroth.  —  Démonstralioa  des  conditions  pour  que  deux  équa- 
tions algébriques  aieni  plusieurs  racines  communes.  (a47-25i). 

Au  lieu 


le    arîtlimélique   do    M,    Schulierl. 


ont  u 


fier  que  deux  équati' 
uimun  du  degré  p,  i 
lultiple  de  degré  m 


:  algébriques  /  et  g.  des  degrés  m  et  n, 
<t  pluï  commode  d'exprimer  que  /et  ^ 


Kuiz.  —  Capacités  thert 
vapeur.  (a4;-a54). 

Beyel.  —  Deux  problènn 


iqucs.  mélanges  d'un  liquide  ul  (1*11 
de  perspective.  (aSJ-aSfi). 
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cooaas,  elle  se  décompose  en  un  cercle  et  une  autre  courbe;  chaque  mode  de 
décomposilioa  caractérise  un  mécanisme  particulier. 

JViiienbauer,  —  Sur  les  pôles  d'accélération  d'une  chaîne  ciné- 
matique. (279-293). 

IVimcui.   —  Sur  le  nombre  des  coniques  déterminées  par  des 
poiots,  des  tangentes  et  des  normales.  (296-301). 

Confirmation  et  rectiGcation  de  résultats  dus  à  Steiner. 

Schultz.   —   Pour  la  transformation  d'un  système   d'équations 
dîflerentielles  linéaires  aux  dérivées  partielles.  (3o2-3i  i). 

Si  dans  Texpression 

.  ,    ^  dz  dz  dz 

les  a,  étant  comme  les  b  dans  l'équation  qui  va  suivre,  des  fonctions  des  x, 
on  substitue  aux  variables  ^r,,  x^^  ...,  x^_^  les  variables  indépendantes  ^,, 
t^ty  •  **»  ?»-i  ciéfinies  par  les  n  —  1  équations 

?.=  é'.(^«»  ^3.  •••»^»)        (i  =  1,  2,  ...,  /i  — 1) 

qui  fournissent  les  n  —  i  solutions  distinctes  de  l'équation 

n,    .       .     dz        ,     dz  ,     àz 

où  est  amené  à  considérer  les  expressions 

c»ù  p  est  une  quelconque  des  quantités  ^.(1  =  1,  3,  ...,  /i— 1).  M.  Scinill?. 
éludie  le  cas  où  la  fonction  /(x,,  x^,  ...y  x^)^  quand  on  y  remplace  x^y 
JF2»  -••!  ^ii-i  P^ï*  leurs  valeurs  en  p,,  ^2*  •••»  P«-i)  se  présente  sous  la  forme 
^(J7.)<^(p,y  pj,  ...,  ?„_i)  et  parvient  à  la  conclusion  suivante  :  Étant  donné 
un  sjsléme  de  m  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  à  n  variables  indé- 
pendantes, sans  second  membre,  ce  système,  au  moyen  des  n  —  1  solutions  dis- 
Linctcs  de  Tune  des  équations  qui  le  conslitue,  se  ramène  à  un  système  de  m  —  1 
gantions  A  n  —  i  variables,  sans  que  la  condition  de  Jacobi  AB(c)  —  nA(;;)  =  o 
soit  Térifiée,  si,  par  la  transformation,  une  fonction  de  la  variable  se  met  en 
facteur.  Si  cette  fonction  se  réduit  à  une  constante,  le  système  est  complet  cl 
la  condition  de  Jacobi  est  vérifiée. 

Vellen.  —  Théorème  de  Géométrie  spliériquc  qui  correspond  au 
théorème  de  Pjlhagore.  (3i2-3i3). 

tteckhoff,  —  Les  surfaces  de  vis  à  courbure  moyenne  constante. 
(3i3-32o). 

BuH.  det  Sciences  matficm.y  -à'  série,  l.  \\V.  (Février  n.)<»i.)  11.,» 


|8  .SECONI}!;  PAUTIE. 

Déterminai  ion  de  la  Tunelion  f{v)  Ae  Tnaniùre  que  la  »urrace  dtEnie  p*r   '^ 

*ai.al,„n, 

iii'i  ^  est  une  cniislanie,  soiL  Icllc  que  h  somme  des  iavencs  des  rajoDS  if^ 

liurmesCer.  —  Uéfriiclion  liomoccnlriqiic  de  la  lumière  à  traveri 

tincicnlillc.  (;iai-3:î(i)- 
Millier.  —  ConsU'iiclion  de  la  courbe   focale  an  moyta  de  sii 

iwini».  (;{;i7-;sr).<). 


Ii.p|..'  .iiïrrsos  |.ri.|.h 


ic  rJi'CutaiTe  qui  passe  par  le  point  de  r 

I.  Outre  la  eounlrucliun  indiquée,  l'auteur  dévc- 

ctte  courbu  focale. 

tioii  lioniocenirîqiic  de  la  liimii^re  dans 


Uihin^'.  —  Stirl»  icira 
le|.risim-.  (;î:.:i-3)ii^. 

Tliif'iiif.     -   Sur  mil'  surf;ire  parliculière  du  troisicme  ordre  à 

,i.u.tr,.  |minis,i.>,.i.i,->.  ^:;(i.ï.:i.i,j). 

li  les  joignent  1  deux  points 


liM 


n  lixr. 


Si'hilliitt:-  —  Sur  lit  rt'jirrseiit.-itioi)  lonforme  de  l'aire  d'une  lem- 
lifM-f.    —    lù'ni.irum-*    -iur   le  qu.nlrilaièrc  doublement   centré. 

;>,-:i::,v 

.\<-tt.<.      -  Sur  li's  ii)ii,iU.>ris  .ni\  lU-riM-es  parlieltefî  que  vérilicnl 


w^-^m^^^  m'  ■■■■«         7-- 
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fondée  sur  rinlrodacUon  des  quantités 

à  la  place  des  quantités  x^  jr^,  . ..,  x„  dans  les  quantités  5^,  c^. 

Sporer.   —   Sur  le  centre  de  gravité  des  points  d'intersection 
d*une  conique  et  d'une  courbe  du  troisième  degré.  (38 1 -384)* 


Partie  historique. 

fVitislein.  —  Mélanges  historiques  II.  (1-6). 

Curize.  —  La  multiplication  abrégée.  (7-1 3). 

Viitstein»  —  Sur  quelques  manuscrits  et  une  publication  anté- 
rieure, (i  21-128). 

JRuska.  —  Pour  rhistoire  du  sinus.  (126-128). 


Supplément. 

//eiberg.  —  Ptoléraâus  de  Analemmate.  (i-3o). 

Curtze.  —   Essai  sur  Thistoirc  de   rAlgchre  en   Allemagne  au 
XV*  siècle.  (32-74). 

Curize.  —    Le  manuscrit  n"  11836  de  la    KunigL  Ilof-  und 
Si€iaisbibliothek  de  Munich,  (75-142). 

Eisensiein.  —  Autobiographie,  publiée  avec  des  notes  biogra- 
phiques complémentaires,  par  M.  Uudio.  (i43-iG8). 

Eisensiein.  —  Lellres  à  A.  Stem,  publiées  par  MM.  Hurwiiz  ot 
Rudio.  (169-203). 

JVcLSSilitf,  —  Nicolas  Iwaaowitsch  Lobalschcfskij.  Discours  tra- 
duit du  russe,  par  M.  Engel.  (^•xo\-'>.\\). 


Tome  XLI:  ^^H 


Kiistlin.  —  Sur 


Ingularilés  d'une  courbe  algébrique.  (i-34). 

Une  ci)ut'i>L'  alei^briquf.  ilans  1c  voJMni);''  'l'un  Jiainl  sin(!u1irr.  est  rcpréwnl^ 
par  un  ilévi^lopp^mcnt  en  titii  prociïdanl  SHJvinl  1«]  puissincea  fraciinonaira 
dcdi,  pi r  exemple.  Dans  ledéTctopppmpniacrlaÎDt  oputanisiKtienéïiiirSniilh 
sous  le  oniii  A'ejcpotanU  eritiquet  {Proceed.  Load.  math.  Soc,  VI,  iS^fi) 
jouent  un  r<^lc  prtpnndirnnt.  tx  dévrliippemcnl  en  sir\<:  peut  ftre  remplacé 
par  aoe  fqurilion  entUre  «n  «,  ^  obtenue  en  mutllpliani  membre  1  membre 
Icsëqualiiin*  irr*tmnneMciquirepr^«cnLenl  Jcsdivrncs  bi'ancliodela  fnnelioa, 
CD  tiiiiîlant  [e*  série!  aux  terraei  que  l'on  veut  ;  la  nouvelle  toorbe  repréBente  U 
courbe  priuiitire,  dans  le  voisinage  du  pnlnl  alagulier,  avec  telle  approximation 
que  l'on  veut.  I^lle  faumit  inversement,  c»nim*  l«  muntrc  t'auleur,  un  pmeMJ 
graplii<iue  pour  reutHiircr  le  dé*elopicraenI  en  série  (Cramer,  Puiseas  ).  Elle 
fuuniil  auMi  le  tnojen  de  déterminer  le  nombre  de  branches  linéaires.  U  tan- 
gentes distincles,  qui  Mti«(ont  A  la  conditiua  d'adjonelion  pour  une  branebe 
luperlinéaiie  (suivant  l'cxprc»ion  de  Ca^Iry).  nombre  qui  ne  di^pcnd  que 
des  exposant*  critiques.  Mais  la  courbe  adjuinle  générale  tafi^c  son  nombre 
maiimuni  de  cnnitantes  arbïlrairvs}  dépeud,  noa  Mutement  des  exposant* 
critiques,  mais  des  coertli^ienu  du  développement  en  série;  M.  Kastlin  montre 
comment  un  peut  en  déduire  ta  forme,  de  la  forme  rationnelle  qui  eorreipand 
t  un  diirelop|>cmcnt  en  série. 


Bcez.    —    Wntv    la    tltûoii 
(35-5;;  (iô-H^). 

Exposition   ri'itique  de  cette 
vecteur  est  idcaliquc  avei^  le  s)[ 
ce  vecteur.  M.  Beet 
n  peut  la  laisse 


tle^ 


el    Û<^i, 


;rnioD 


cette  ihéorie  :  d'après  Mamillnn,  le  symbole  d'un 
?  s)mbolv  d'une  rotation  d'un  angle  droit  autour  de 
c  que  cette  suppnsition  n'est  nullement  niiccssaïre, 
tté  tout  en  conservant  la  pcrmaneocv  Hci  lois  for- 
a  plus  simple  et  la  plui 
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Liehniann.  —  Sur  les  courbes  planes  du  quairième  ordre  du 
genre  un.  (83-92). 

M.  Thomae  a  éludié  {Zeitschri/t,  t.  XXIX)  la  représentalion  des  points  ou  des 
plans  de  Tespace  au  moyen  des  cercles  d*un  plan.  On  peut,  plus  gi^ncraiement, 
représenter  ces  points  (ou  ces  plans)  par  une  conique  appartenant  à  un  réseau 
avec  deux  points  fondamentaux.  Les  propriétés  des  surfaces  du  second  ordre 
conduisent  alors  facilement,  comme  le  montre  l'auteur,  aux  propriétés  des 
coarbes  du  quatrième  degré  avec  deux  points  doubles,  et  à  des  façons  intéres- 
santes d'engendrer  ces  courbes. 

lieuschle.  —  Division  algébrique  abrégée  par  un  diviseur  du 
second  degré  ou  de  degré  supérieur.  (93-102). 

lieuschle,  —  Signification  géométrique  de  la  décomposition  en 
fraclions  simples.  (io3-io6). 

IVeiio.  —  Une  formule  analogue  aux  formules  d'interpolation 
d^Euler.  (107-1 1 1). 

La  formule  d'interpolation  de   Lagrangc  conduit  immédiatement  aux  for- 

X 

maies  d'Euler  concernant  les  sommes   >    ,,  ,'   ,  ;  M.  Nelto,  après  avoir  don  né  la 

solution  du  problème  d'interpolation  de  Caucliy  relatif  à  la  détermination 
d'une  fraction  rationnelle,  montre  comment  cette  solution  conduit  à  une  for- 
mule, du  même  genre  que  celles  d'Euler. 

ICurz.  —  Ondes  liquides,  (i  1  i-i  i3).  —  EchaufFemcnt  des  fluides 
et  des  solides  par  la  compression,  (i  i3-i  17).  —  Dùlenlc  adia- 
batique  des  gaz  réels,  (i  1^-120). 

Liebmann,  —  Construction  d'une  quadriquc  par  neuf  points. 
(120-123). 

Cette  construction  est  efTcctuée  dans  un  plan. 

KoïïntnerelL  —  Une  nouvelle  expression  des  courbure  moyenne 
et  totale  d'une  surface.  (123-12G). 

La  surface  est  définie  par  une  équation  de  la  forme  f{x,  )\,  z)  —  ^i. 

Schlômilch,  —  Sur  quelques  produits  infinis  et  quelques  séries. 
(127-128). 

La  formule  d'Euler-MacIaurin  donne 

lo«I(i-e-)(. -<r-")(. -«->-)...]  =  ^'^.  -~^-^\l  'J  R,.. 

qui  permet  le  calcul  approché  du  premier  membre  quand  u  est  petit. 


u4  SKCONDK  ['AItTIE. 

Slern  (M-).  —  Sur  les  relalions  algébriques  dans  un  Iicxagooc 
inscrit  dans  un  cercle.  (272-376). 
L'Iiexaeoae  cm  »ii|iposi!  tel  que  cliaque  côté  ait  un  cùU  ■djaceot  qui  lui  toit 


Vollprechl.  —  Sur  le  passage  du  calcul  à  la  Géomélrie,  en  parti- 
culier sur  la  possibilité  de  ta  tniiltiplicalion  des  segments.  (376- 
a8o). 

Op/tcn/ieimer.  —  Sur  les  jiotnLs  doubles  des  courbes  algébriques. 
(Soâ-.ta.S). 


l  on  peut  en  fifnëral  ronttruire  une  courbe  C" 
s  daiililrs  ri  7  puînts  Mmples,  sous  la  condition 


>ur  lesquelles  ij  cil  nul  ou  éjial  i  o  nu  1  1. 
iiilrs  ;  Klant  donnée  une  courbe  C*  admet- 

!•*,  par  '■ de  ce*  point»  il  pisse  un  fais- 

t  |M>iir  points  doubles. 

ailuK'l  i-iimtnr  doubles  points  de  ba»c 
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tCorieweg.  —  L'année  de  naissance  de  Jean  Hudde.  (22-23). 

Curize.  —  Sur  la  règle  Ta  Yen  en  Europe.  (81-82). 

Simon  {H,).  —  Les  prénoms  de  Vandennonde.  (83-85). 

Zelbr.  —  Le  problème  du  plus  courl  crépuscule,  (i  21-148,  i53- 
'79)- 

Bobynin,  —  Extraction  des  racines  carrées  dans  la  Grèce  antique. 
(193-aii). 

TomeXLII;  1897  (»). 

Saalschûtz,  —  Études  relatives  à  la  monographie  de  Raabe  sur 
la  fonction  de  Jacob  BcrnouUi.  (i-i3). 

Sur  la  série  V     7   {2.x -^  p)*'ag3?*f^^"'r  sa    limite   quand  x  s'approche 
de  ly  son  expression  sous  forme  finie. 

ïVôlfing,  —  Les  points  singuliers  des  surfaces.  (i4-36). 

Extension  i  Tespace  de  la  méthode  de  Nciwton  pour  l'étude  d'une  courbe 
aatour  d'un  de  ses  points. 

Schilling,  —  Théorie  cinématique  des  engrenages  hyperboloï- 
daux.  (36-59). 

L*aoteur  étudie  en  particulier  la  variation  du  rapport  des  vitesses  angulaires 
aTec  la  position  des  hyperboloTdes  tangents. 

Ileilermann.  —  Décomposition  de  l'équation  du  quatrième  degré. 
(6o-63). 

BeyeL  —  Remarque  concernant  les  remarques  sur  le  quadrila- 
tère doublement  centré.  (63). 

Finsitrwalder,  —  Problème.  (63-64). 

(■)  A  partir  de  1897,  M.  Mehmke  prend  la  direction  de  la  première  partie  de 
la  publication  fondée  par  M.  Schlomiich  et  dirigée  par  lui  pendant  quarante 
et  un  ans.  M.  M.  Cantor  continue  à  diriger  la  seconde  partie.  M.  iMehmke  annonce 
riolcotioD  qu'il  a  d'orienter  vers  les  applications  la  Zeitsclirift,  qui,  d'ailleurs, 
leur  a  toujours  fait  une  place  notable. 


36  Sl-XONUli  CAItTie. 

Blater.  —  FaiiLe  d'iinpri;ssion  dans  les  Tables  pour  le  calcul  de» 
logaritlimcs  à  neuf  décimales  de  Gundelfinger  cl  Nell.  (04)- 

Ahrens.  —  Sur  les  relalions  entre  les  délerminants  d'une  malric£. 

(G5-8o). 

BitensioD  des  rcsullaU  obtenus  aniiricaremenl  {Zeitiehri/t,  1895,  p.  177). 
Consiilfrant  utie  matrice  1  m  lignes  et  n  colonnes,  l'éT■DOu■ssclI)I^^l  de  cer- 
tains délerminants  entraîne  l'évanouissement  de  laus  les  dc^Ici'minanls  du 
tattat  degt£.  Ce  sont  ces  circoastances  qu'dtudie  l'aiitcur. 

Ileymann.  —  Exposllion  élémentaire  de  la  transforma  lion  et  de 
la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré.  (8i-<jS;   ii3- 


ellc  ilùpend  du  pammêlrc  h.  L'auteur  cnmparc  cette  résnlrantt  Kvcc  les  ri*at- 
vanies  de  ISring-Jerrard,  de  Hrioicbi,  de  fiordon  el  Klein,  aruc  t'â>|ualian  de 
l'ieosaèdre,  etc.  Il  montre  aussi  comnipnt  on  obiicnl,  pnur  le  lepU^me  dcE''^, 

une  résolvante  analogue. 

Sfehmke.  —  Sur  un  instrument  pour  mener  une  droite  par  l'in- 
tersection de  deux  droites  qui  se  coupent  en  dehors  de  t*épiire 
{dreitellige  Fluclupunhischiene).  (gg-toS). 

Kilbinger.  —  Sur  Is  position  en  perspective  de  deux  figures  col- 
linéaires  planes.  {io4-lo5). 

Karl.  —  Sur  un  problème  de  Mécanique.  (loS-io;). 

SchiHshr.  ~  Sur  la  perspective  du  cercle.  (107-1  1 1). 
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Kowaleivski.  —  Un  théorème  de  la  moyenne  pour  un  système 
de  n  intégrales.  (i53-i57). 

Si  les  Jt  fonctioQs  9j(<)  (î=  i|  3,  ...  /t)  sont  réelles  et  continues,  àt  a  k  b, 
on  peut  délerminer  n  nombres  positifs  \  dont  la  somme  est  égale  à  i,  tels 
que  l'on  ait 


X 


b 

4f 


Scheye.  —  Sur  une  nouvelle  conséquence  de  la  ihcorie  de 
Maxwell  des  phénomènes  électriques.  (157-159). 

Vahlen.  —  Sur  un  théorème  de  Statique.  (160). 

Cranz.  —  Esquisse  d^ùne  grapho-balistique  fondée  sur  les  Tables 
de  Krupp.  (i83-2o4)- 

Range.  —  Sur  la  diOTérentiation  des  fonctions  empiriques.  (2o5- 

2l3). 

Nos  appareils  d'observation  remplacent  les  valeurs  des  phénomènes  par  des 
▼aleurs  moyennes;  elles  intègrent  en  quelque  sorte  les  mesures;  M.  Runge 
montre,  sur  un  cas  particulier,  comment  on  peut,  jusqu'à  un  certain  degré,  dé- 
brouiller cette  intégration  :  c*est  là  ce  qu'il  SippeWe  différcnliation.  M.  Paschen 
{Ueberdie  Spektren /ester Kôrper)  a  appliqué  la  méthode  de  M.  Runge,  c'est 
lai  aussi  qui  a  formulé  le  problème. 

Vahlen,  —  Sur  les  diviseurs  numériques  des  fonctions  entières. 
(ai4-2i3). 

Ebner,  —  Le  théorème  de  Bour  généralisé  (par  M.  M.  Lévj). 
(ai3-2i6). 

IlolzmûUer.  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  fonctions  et  son 
application  aux  systèmes  de  courbes  isothermes  et  à  quelques 
théories  de  Physicpie  mathématique.  (217-246). 

L'auteur  montre  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  ce  fait  que  le  logarithme  du 
module  et  l'argument  de  la  dérivée  d'une  fonction  analytique  vérifient  l'équa- 
tioD  tl'u  =  o. 

Millier,  —  Essais  sur  la  théorie  des  quadrilatères  articulés  plans. 

(247-271). 

L^aoteur  introduit  d*abord  dans  la  théorie  du  mouvement  d*un  plan  sur  un 
plan  des  points  remarquables  qu'il  désigne  sous  le  nom  de  pôles  d' inflexion  et 


a6  SECONpR  PAIITIB. 

de  rebrouaement  d'ordre  tupêrUur.  Si  l'on  coniidire  une  droite  (A)  \\i»  U 
plan  mobile  et  le  pointa  ob  elle  louche  «on  enveloppe,  le  eeotre  deconrbuico' 
correspondant  est,  comme  on  tait,  sur  le  cercle  des  rebroostemCDU  R,;la  n(l^ 
maie  en  a'  A  la  droite  aa'  ou  à  la  développée  de  l'enveloppe  ptsae  par  le  ptk 
(ordinaire)  des  rebrousscmenis  P, ;  cette  aormtle  en  a'  toucbe  soa  eardoppe 
(^riveloppée  de  la  développée)  en  un  point  a'  dont  le  lien,  1  un  moncat 
donné,  quand  A  varie,  est  te  second  cercle  n,  des  rebrousKinents;  la  perpea- 
diculaire  en  a'  à  la  droite  a'a'  rencontre  R,  au  second  pôle  dei  rebronsse- 
mcnta  P,;  on  délinit  de  même  le  troisième  ecrele  et  le  troiiieme  pAle  dti 
rebrousse  m  en  ta.  La  dualité  du  mouTcmcnt,  par  laquelle  on  atit  que  s'écbaa- 
gent  le  cercle  des  rcbrousiements  et  le  cercle  des  inOeiions,  coudait  ensBile 
aux  notions  de  second,  de  truisiénie  pâle  d'indeiion.  M.  Hlktler  applique  ce* 
nations  an  cas  du  mouvement  d'un  quadrilatère  articulé  dont  un  cAté  est  fiie  : 
elles  lui  pcrnie tient  l'étude  des  pointa  dont  la  trajectoire  u  un  point  de  contact 
du  cinquième  ordre  avec  sa  tangente  et  le  conduisent  ï  des  résultats  sjMéma- 
tiqucs  concernant  le  guidage  rectiligne  upproché. 

Brauer.  —  Apjilicalîon  de  la  courbe  d'întégralîoD  au  partage  des 
volnnics.  (27^-2^5). 

Stiickel.  —  Sur  les  domaines  voisins  dans  l'espace.  (3^5). 

Koi'selt.  —  Sur  un  appareil  qui  permet  de  diviser  un  angle  quel- 
conque en  un  nombre  impair  quelconque  de  parties  égales. 

Juns.  —  Pour  la  ibiioric  Je  l'énualion  -^  ■=■  a'Aïi  fondée  sur 
au  principe  de  Huygcns.  (278- 


l'équalion  de  KircbliolT  relative 

C.  B.  —  Probltino.  (aSo). 

Beyel.  —  U-  cercle  ciili(nio  i  point  double.  (a8l-3o^). 


mjfvm  i  ■  I      I  .  -— — 
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Schwarz,  Gôiiinger  Nachrichten^  1884 )  a  désigne  par 


c  = 


(Ar,  IX,  /•  =  I,  2,  3,  ...,  w), 


et  dooi  révanouissement  exprime  que  la  division  de  deux  nombres  complexes 
formés  avec  n  unités  est  impossible. 

SiâckeL   —  Sur  une  équation  ronclionnellc  ëlndiée  par  Abel. 
(3îè3-326). 

Le  problème  d'Abel  consiste  à  déterminer  une  fonction  f{x^  y)  telle  que 
rexpression /[j, /(a?,  ^)]  soit  symétrique  en  Xj  y^  z.  M.  SUckcl  montre  la 
lacune  qui  se  trouve  dans  le  raisonnement  d'Abel  et  comment  on  peut  la 
combler. 

Afehmke.  —  Pour  la  loi  des  extensions  élastiques.  (Sa^-SSS). 

lilchier.  —  Conslruclion  des  axes  d'inertie  d'un  triangle.  (SSg- 
340). 

Partie  hisloriquc. 

Schlesinger.  —  Wilhelm  Schrentzel.  (i-4)- 

Serihold.  —  «  Eppur  si  muove  ».  (5-8). 

Le  Congrès  international  de  Mathématiques  de  Zurich  pour  1897. 

(73-74). 

Curtze.  —  Les  racines  carrées  et  cubiques  chez  les  Grecs  d'après 
la  M£Tp'.>ia  nouvellement  retrouvée  de  Héron.  (1 12-120). 

IVertheim,  —  Sur  un  problème  de  Diophantc  dans  son  écrit  sur 
les  nombres  polygonaux.  (121-126). 

Curtze.  —  La  formule  de  la  racine  carrée  de  Héron,  chez  les 
Arabes,  chez  Régiomontan. 


TomeXLIlI;  1898. 


Disieli.  —  Sur  les  courbes  et  les  surfaces  roulantes.  (i-35). 

Il  s'agit  des  courbes  ou  des  surfaces  qui  permettent,  par  un  roulement  sans 
gliMemeot,  de  transformer  un  mouvement  de  rotation  uniforme  en  un  meuve- 


Militer.  —  Le  guidage  recliiigtn;  a|>|>i 
latère  plan  articulé.  (3(3-4o). 

Le  guidage  est  dil  approché  h  a  poinis  s 
décriL  une  courbe  i|ui  rencontre  une  'Icoilc  en  n  points  et  s'en  êcarlc  Irr^ 
peu  entre  ces  n  points;  il  est  dit  piècii  i  n  poiiili,  si  les  »  pointl  sont  icli- 
nimcDt  voisias.  On  Suit  que  l'on  a  nl6.  Le  cas  du  guidage  précis  à  8  poinis  * 
et*  étudiii  précédemment  par  raulcnr  (t.  SLIL  p.  î^y).  Il  étudie  préscnlemcnl 
dirers  autres  cas. 

Mehmke.  —  Sur  l.i  délertninalion  mntlii^matique  de  la  clarii?  dans 
les  salles  éclairées  par  la  lumière  du  jour,  en  particulier  dans 
les  ateliers  avec  éclairage  pur  Ir  pliiCoiid.  {^i-5a). 

Ilammer.  — 
hiage  d'un 


Pour  le  calcul  de^  in 
charpente,  f58-6(}. 


iiis  des  points  d'iissfin' 


Stâckel{W.).  —  Pnitr  l't'lnde  graphique  des  fonrcs  dans  IVspacc. 

lîeez.  —  Sur  la  Ira  us  formation  automorphe  d'une  somme  de 
carrés  au  niojen  des  transforma  lion  s  tnGaitésimalcs  et  sur  les 
nombres  conijileses  d'ordre  supérieur.  {(j5--ç);  iai-i3a;  ■i')',- 
3oO. 


La    norme  d'un    quati^rnion  à   i"-'  un>lës 

est.   comme  t'a   montré  l'auteur 

(  Zeitichrifl,  l.  XL!  ),  en  relations  incites  «vcc 

le  déterminant  gauche  de  C»jl*; 

avec  "'""'■'  +  <  élL'mcnls  ind.^pendants,  et  1 

on  sait  le  r.Vle  que  jour  ce  délTi- 

minant  dans  la  délcrniinRlion  M^  -ul.-n 

-  ..,[l,..^-.,nalM.  M.  Uceireprenil 

le  problème  de  U  cunatruction  ilu  ^. 

,      ■■  „..ii..oiûut..morphes  d'une 

somme  lie  carrés,  en  appliquant  1 

1            -1  i-dirc  iioil  e-nstruit 
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On  a  coQslraît  des  instruments  pour  déterminer  les  coefficients  de  la  série  de 
Foorier  qui  représente  une  fonction  donnée  graphiquement  (Coradi,  Sharp  et 
Hearici).  Le  ptanimétre  polaire  ordinaire  permet  de  résoudre  le  même  pro- 
blème, et  cette  solution  peut  être  précieuse  pour  celui  qui  n'a  à  le  résoudre 
qa'occasionoeilement. 

Gerber,  —  La  propagation  de  la  gravitation  dans  l'espace  et  dans 
le  temps.  (93-io4)- 

L'auteur  étudie  l'hypothèse  d'une  vitesse  finie  de  la  propagation  du  polcniicl. 
La  discussion  du  mouvement  du  périhélie  de  Mercure  le  conduit  à  une  déter- 
minatioQ  de  cette  vitesse,  comparable  à  celle  de  la  lumière  cl  des  ondes  élec- 
triques. 

IJammer.  —  Sur  la  détermination  d'un  point  par  des  mesures  de 
dislances.  (io4- 11 5).  * 

Étant  donné  un  réseau  de  points  situés  dans  un  plan,  on  se  propose  d'y 
intercaler  un  nouveau  point  dont  on  a  mesuré  directement  les  dislunces  à  trois 
points,  d'en  déterminer  les  coordonnées,  si  Ton  se  place  au  point  de  vue  du 
calcul;  Tauteur,  sur  un  exemple  numérique,  montre  comment  on  devra  com> 
biner  les  opérations  et  déterminer  les  limites  de  l'erreur.  Il  étudie  le  même 
problème  graphiquement. 

Xofvalewski  (G.),  —  Remarque  sur  un  théorème  de  calcul  diflc- 
renliel.  (i  16-1 18). 

Xoivalewski,  —  Remarque  sur  le  théorème  de  la  moyenne  pour 
un  système  de  n  intégrales.,  (i  18-120). 

L'auteur  revient  sur  un  théorème  qu'il  a  signalé  dans  le  Tome  précédent  de 
la  Zeitêchri/i  pour  le  remplacer  par  l'énoncé  suivant  : 

On  a,  en  désignant  par  F(^)  une  fonction  continue  qui  garde  le  môme  signe 
entre  a,  b 

^  a  ^  a 

OÙ  les  X  sont  des  nombres  positifs  dont  la  somme  est  un. 

Il  compare  cette  proposition  à  un  théorème  de  Wcierstrass  signalé  par 
Hermite  {Cours  de  la  SorbonnCy  7*  leçon,  1883)  et  relatif  au  cas  de  /t  =  2;  il 
en  donne  en  outre  plusieurs  applications. 

Cranz.  —  Recherches  théoriques  et  expérimentales  sur  le  mou- 
vement de  Taxe  d'une  balle  allongée  animée  d'un  mouvement 
de  rotation,  pendant  qu'elle  parcourt  sa  trajectoire.  (121-162, 
i74-ai5). 

itude  documentée,  tant  au  point  de  vue  historique  qu'au  point  de  vue  cxpé- 


siîr.osDK  l'AH  rif. 


L'expi^riencc  ermbtait  conlri 
dalaire  beaucnap  plus  Icnl 
conclaMon  :  Le  désaccord  ti 


portent  i  Ja  tiuulion,  non  i  \i,  préci;» 

La   qupslinn   cit  traitée   th^prir[UFii 

quelconque  de  rêsislance  de  l'air;  les  ti 

Bratter.  —  Le  Perspectie-Heixx 
la^trument  destina  à  faciliter  ia  ce 


indie  condnit  l'aulcur  tt  CCtlc 
>nroailu  le  muuvenicnL  de  pK- 
le«  apparences  ub&ci-técs  se  nip- 


.  (ir>:)-i66). 

Irucliun  de  la  j<crs|)ccti vc  d'un  ubjirt 


Vahlen. 


I  projeclioti!  parallèles. 

Mir  le  iietidiile  de  Foucault.  (iGli-iG;). 


Vahlen.  —  Sur  les  équations  du  troisième  ut  du  quatrième  degré 
dont  une  soUilion  peut  s'obtenir  par  l'extraction  de  racines  <|iii 
s'elTecluent  rationnellement.  (iG;-iCy). 

llolzmiiUer.  —  Sur  les  étais  de  tension  [jour  Icsqtiels  il  y  a  un 
|iotcnlicl  (le  tension  et  un  potentiel  de  déjilacenieDt.  (aitî-aag). 

,  lu  second  d'un 
.pic  coowl. 

Ludwig.  —  La  variabililé  des  êlrcs  vivants  tt  la  loi  îles  erretin 
de  Gauss.  (aSu-a^a)- 

L'auteur  résume  de  nombreuses  et  longues  étudei  de  italistiquaa  ({ni  m  np- 

portent  surtout  à  la  variation  des  plantes. 

Luroth.  —  Le  mouvement  d'un  corps  solide.  {t^Z-im). 


miqUi:.  L'auicuc  déicloppc  avec  si 
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placerait  la  droite  de  la  tractrice  ordinaire).  M.  Mehmke  a  ajouté  à  cet  article 
d'intéreasaBles  remarques  historiques. 

Xorseh.  —  Addition  à  l'arlicle  Sur  un  mécanisme  qui  permet 
de  diviser  un  angle  quelconque  en  un  nombre  impair  de 
parties  égales,  (îiS-Sig). 

Timerding.  —  Sur  la  projection  de  Mercalor.  (Sao-SaS). 

L'auteur  étudie  en  particulier  la  transformée  d'un  cercle  tracé  sur  la  sphère. 

Bâertelsmann.  —  Le  problème  des  quinze  pensionnaires.  (32g- 
334). 

Thomae.  —  Sur  la  construction  de  Hesse  d'une  surface  du  second 
ordre  donnée  par  neuf  points.  (334-338). 

> 
Mehmke.  —  Sur  un  appareil  pour  la  résolution  des  équations 

numériques  à  quatre  ou  cinq  termes.  (338-34o). 

Partie  historique. 

Helm.  —  Remarque  sur  la  manière  d'écrire  d'Ampère,  (i). 

Wertheim.  —  Observation  de  Fermât  sur  le  théorème  de  Nico- 
maque.  (4 1-42). 

Curtse.  —  Un  Tractaius  de  abaco  à  la  fin  du  xii®  et  au  com- 
mencement du  XIII*'  siècle.  (i22-i3o). 

Heydenreich.  —  Denis  Papin.  (i3o-i38). 


SrTZUNGSBERICHTB  drr  UATnEUATiscii-piiTSiKALisciiEN  Classe  dea  Konig- 

UCH  BATERISCHBN  ACADEMIE    DER  WlSSENSCIIAFTEN   ZU  Ml'NCHEN. 

Tome  1. 
Communications  mathématiques  faites  à  rAcadémie  en  1871. 

von  Bauernfeind,  —  Sur  une  solution  mécanique  du  problème 
de  Polhenot.  (124-127). 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XXV.  (Février  1901.)  R.3 


SECONDIl  l'ABTIE. 


Tome  II. 
s  m  al  11  cm  a  tiques  faites  i  l'AcadiÏD 


on  Kobell.  —  Notice  biogi 
Herscheil.  (89-92). 


sur  Jolin-Frederick-William 


Bauer  (G.).  —  Remarques  sur  quelques  déterminants   et  lear 
signification  géométrique.  (345-354). 

Généralisation  des  Ihéorùoics  de  von  Staudt,  Jaachimgihal,  Kroneckcr,  Cajiej, 
sur  les  produits  de  délermiaants  repri'sentanl  des  aires  de  IriaagJes,  des  volumes 
de  tiiCraèdrcs,  etc.  Les  points  de  ces  ligures  son!  ici  remplaces  par  des  sphères; 
le*  sphères  circonscrites  aux  lëlraùdres  sont  remplacées  par  les  sphères  orlLog»- 
nales  aux  sphères  qui  remplacenl  les  points- 


Tome  m. 
Commoaications  mathématiques  faite 


i  l'Académie  eu  1S73. 


von    Kobell.    —   Notice    biographique    sur   Rudolph-Friedrîcb- 
Alfred  Clebscb.  (  1 39-1 3o). 


Tome  V. 
nathémalïqucs  fail 


)  i  l'Académie  en  1S75. 


von   Kobell.   —   Notice  biographique   sur  Ludwig-Olto    Hesse. 

(i3o-i32). 
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qui  n'ont  lieu  que  rarement,  quoique  pouvant  arriver  un  nombre 
infini  de  fois.  (44'So). 

vonKobelL  —  Notice  biographique  surFriedrich-JuIius  Richelot. 
(ia5). 

du  BoiS'Reymond  (P.).  —  Sur  le  domaine  de  convergence  de 
la  série  de  Taylor.  (215-237). 

Il  s'agit  de  fooctions  réelles  de  variables  réelles. 

t70/i  Bauernfeind  (C-M.).  —  Méthode  d'approximation  per- 
mettant de  compenser  les  erreurs  d'observation  accidentelles 
que  Ton  peut  commettre  dans  une  suite  de  mesures  de  hauteur. 
(243-270). 

Tome  VII. 
Gommanications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1877. 

SeideL  —  Sur  un  procédé  permettant  d'obtenir  facilement  la 
suite  des  nombres  de  BernouUi  et  quelques  autres  suites  ana- 
logues. (157-187). 

Torao  Vm. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1878. 

von  KobelL  —  Notice  biographique  sur  Urbain-Jean- Joseph 
Leferrier.  (io2-io3). 

von  KobelL  —  Notice  biographique  sur  Angelo  Secchi.  (iio). 

Bauer  (G.).  —  Sur  les  systèmes  de  courbes  du  sixième  ordre  que 
Ton  rencontre  dans  Télude  du  problème  des  normales  à  une 
conique.  (i2i-i35). 


résultats  obtenus  par  l'auteur  complètent  ceux  de  Clebsch  {Journal  fur 
Mtahematik,  t.  62). 

von  Bauernfeind,  —  Sur  la  compensation  des  erreurs  d'obser- 
vation accidentelles.  Second  article.  (4 1 3-423). 


Commun  [calions  malhémaliques  faites  à  l'Académie,  de  novembre  1879 
â  juillet  188a. 


Klein  (f-)-  —  ConLribulion  à  U  théorie  des  fonctions  modulai 


II  équations  mniliitaircs  obtenue»  jusiiu'alon: 
it  ce  lien  en  éviilcDcc;  cm  diverses  lèquations 
'9  d'un  type  général  de  eorrespùndancc  sur 


o). 

Eiposéde  b  façon  d'inll'auli 
cevait  aucua  lien  entre  les  divi 
lea  reclicrclics  de  M.  Klein  me 
expriment  des  cas  très  particu 
Doe  courbe  de  genre  déterminé. 

Giester  (J.).  —  Relalions  entre  le  nombre  de  classes  de  formes 
quadraliqties  binaires  à  délermioanl  oégalif,  (i^y-iGS). 

On  les  obtient  en  envisageant  les  corretpondanees  modulairea  de  lotis  les 
rangs  m;  en  évaluant  de  deux  façons  difTércnles  (l'une  arithmétique,  l'oatre 
algétiriquc],  pour  cbaque  valeur  de  m,  les  coïncidences  qui  ont  lieu  dans  ces 
correspondances,  et  en  égalant,  pour  cliaquc  valeur  de  m,  les  deux  expressions 


Klein  (F.).  —  Sur  une  infinité  de  formes  normales  de  l'intégrale 
elliptique  de  première  espèce.  (533-54i)- 

Le  module  k'  de  Legendrc  est  le  premier  terme  d'une  suite  inTinic  ilc  mo- 
dules qui  jouent,  &  plusieurs  égards,  un  rûle  aussi  important  que  A'  lui-ini}inc. 
A  chacun  de  ces  modules  correspond  une  intégrale  eNïptii[ue  normale  de  pre- 
mière espèce  dans  laquelle  il   ligure  comme  constante.  Il   convient  il'éludier 

direrfemcnt  ces  diverses  intécrnlcs  cl  non  de  chrrrher  II  les  rnmencr  a  l'inté- 


wf^q^rn^ww 
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Tome  X[. 

Communications  mathématiques  faites  à  TAcadémie,  de  novembre  1880 

à  juillet  1881. 

Schrôter  {H,).  —  Sur  une  propriété  de  Thyperboloïde  à  uue 
nappe.  (238-24 1)- 

Lf'aateur  établit  deux  nouvelles  relations  qui,  ainsi  que  celles  de  M.  Bauer 
(t«  X  >,  se  déduisent  des  relations  d'invariance  bien  connues  que  l'on  rencontre 
dans  la  théorie  des  diamètres  conjugués  d'une  quadrique. 

Bauer  (C).  —  Sur  les  triples  de  droites  situées  sur  un  hjperbo- 
loïdeà  une  nappe.  (241-248). 

Bémonstration  de  divers  théorèmes  concernant  ces  triples  de  droites. 
von  KobelL  — Notice  biographique  sur  Carl-Wilhelm  Borchardt. 

(374-375). 

Lommel  (E,).  —  Théorie  de  la  rotation  du  plan  de  polarisation. 
(454-468). 

Tome  XII. 
G>mmiinications  faites  à  l'Académie,  de  novembre  1881  à  décembre  iS8a. 

JLommel  {£.),  —  Théorie  de  la  double  réfraction  elliptique. 
(39-56). 

du  BoiS'Reymond  (P*)-  —  Théorème  général  concernant  les 
conditions  d*inlégrabililé  d'une  fonction  de  fonctions  inlé- 
grables.  (240-242). 

Démonstration  d'un  théorème  énoncé  seulement  sans  démonstration  dans  le 
tome  16  des  Mathematische  Annalen  et  d'après  lequel  toute  fonction  con- 
tinue de  fonctions  intégrables  est  intégrable. 

von  KobelL  —  Notice  biographique  sur  Ëduard  Heine.  (268). 
Vanecek  {J.-S.).  —  Sur  l'inversion  générale.  (463-466). 

Développement  d'une  Note  du  même  auteur  insérée  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences  du  10  avril  1882. 


SECONDE    PAUTIK 


Tome  Xm. 
m  a  thématiques  laila 


tirill  (/(-)-  —  Contribulion  à  la  liiéorie  des  ligoes  géodésîques  et 
du  triangle  géodésique.  (5i)- 
Celte  Commuaicatio»  ne  inaérie  dans  le»  Mêmairet  de  l'Académie. 

Iless  {iV.).  —  Sur  la  ilexion  et  la  torsion  d'une  lige  élaslitgue 
infiniment  mince.  {82-1 10). 

von  liraunmuhl.   —  Sur  la  longueur  ri'tliiite  li'nn  nrc   géodé- 
siquf;  el  sur  la  construction  d'une  surface  doul  les  nortn.iles 
soient  tangentes  à  une  surface  donnée.  (247). 
Celle  CouimunicalioB  est  inîfrÉc  dans  les  Mémoiret  de  î' Académie. 

Bauer  (G.).  —   Sur  le  (délerminant)  be-^sien  de  la  surface  lies- 
sienne  d'une  surface  du  Lroisit^inc  ordre.  (Sao). 
Celle  Communication  est  Ïn9c!r(:e  dans  les  Sîéntoîrei  de  l'Académie. 

Bauer  {G.).  —  Sur  la  forme  el  les  dimensions  relatives  des 
courbes  paraboli<^ues  tracées  sur  une  surface  dti  irotsivcne 
ordre.  (3ao-343). 

Tome  XIV. 
Communicalions  matLfaiatiqaes  faitci  A  l'Académie  ca  1884. 


von  Seidel  {L.-Ph.).  —  Su: 
d'observation,  (rg^). 


une  loi  dt'  probabililé  des  errcors 
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Tome  XV. 
Communications  ipathématiques  faites  à  l'Académie  en  188S. 

Srill  {A.).  —  Sur  les  courbes  unîcursales  (planes  et  gauches)  et 
sur  les  surfaces  réglées  de  genre  zéro.  (276-287). 

Jlfeyer  (Franz),  —  Sur  la  réduclibililé  des  équations,  en  parti- 
culier des  équations  du  cinquième  degré  à  paramètres  linéaires. 
(4i5-45i). 

Considérations  analogues  à  celles  de  M.  Petersen  (  Théorie  des  e'g nations  algé- 
briques, première  Partie,  Chap.  IV);  les  développements  sont  toutefois  tout 
à  fait  différents.  Il  s'agit  principalement  de  déterminer  trois  fonctions  entières 

d'ane  yariable  |i,  de  même  degré  v,  telles  qu'en  remplaçant  les  paramètres  u,, 
ii,f  tt,  qui  figurent  linéairement  dans  une  fonction  entière  du  cinquième  degré 

par  ces  trois  fonctions  entières  91,  9,,  93,  l'expression  ainsi  obtenue 

se  décompose  en  un  produit  de  fonctions  rationnelles  des  deux  variables  X,  {Ji. 

Kœnigsberger  {Léo),  —  Démonstration  de  l'impossibilité  de 
Texistence  d'un  théorème  fonctionnel  distinct  du  théorème 
d'Abel.  (462-468). 

Tome  XVI. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1886. 

von  Dôllinger,  —  Notice  biographique  sur  Johann-Jacob  Baeyer. 
(6  à  9). 

Bauer  (G-)'  —  Sur  le  calcul  du  discriminant  d'une  forme  binaire. 
(183-191). 

Cayleyayaît  fait  observer  que  le  discriminant  d'une  forme  binaire  quelconque 
de  dimension  n  peut  être  obtenu  au  moyen  du  discriminant  d'une  forme  binaire 
de  dimension  (n — i);  M.  Bauer  montre  comment  on  peut  ciïccluer  les  calculs 
lorsqu'il  s'agit  d'appliquer  le  théorème  de  Cayley. 


SECUNDB  PARTI B. 


Tome  XVII. 
CommuDieationt  mathématiqaet  fail«s  A  l'Académie  en  1887. 

Voss  (A.).  —  Sur  les  surfaces  à  centre,  projeciîons  d'une  surface 
algébrique  du  n''"'  ordre,  (a). 
Celte  Commuoicalion  eM  iasirée  daos  le*  Mémoires  tU  l'Académie. 

Finsterwalder  {S .).  —  Propriétés  caloptriques  des  quadriqaea. 
(36-42). 

L'Imaee,  oblcnuc  par  rélIcKioa  aur  un  miroir  ayant  la  forme  d'aoe  qoa- 
drique  Q,  d'une  surface  dtïvetoppable  circunicrile  i  une  quadriqne  R  homo- 
focatc  à  Q,  est  une  surface  développible  qui,  elle  anssi,  est  circonicrile  à  la 
quadrique  R.  On  déduit  aisément  d'un  cas  particplier  de  cette  proposition 
générale  les  ihéordmcs  que  Staudc  a  dëmuntrës  dan*  lea  tome»  30,  SI,  3fl  et 
27  des  Mai/iemaCiiche  Annalen.  Cetle  même  proposition  peTinel  aussi  d'étu- 
dier dans  toute  sa  généralité  le  problème  de  la  rédeiion  d'une  gerbe  de  nyona 
sur  un  miroir  ayant  la  fnimt'  d'une  quadrique;  le)  recherches  de  Liodelftf 
{Heport  0/  t/ie  Su'"  Meeting  0/  i/ie  Sriiiih  Asiociatian  for  tlte  Advance- 
ment  0/  tcicncv  hvld  at  Ox/ord  iMrxi  )  sont  comprises  dans  celte  étude  comme 
cas  très  particulier;  les  arétcs  de  rcbruusîcment  de  la  surface  (oca le  dusyitéme 
formé  par  les  rayons  rélléclii^  s'introduisent  d'ailleurs  d'elles-mêmes  dan*  celle 
élude  générale. 

von  Braunmuhl  {A.).  —  Reolierclics    sur   les  caractéristiques 
multiplet  d'ordre  p,   formées  au   moyen  de  liers  de  oombres 
cniicrs,  cl  sur  les  tliéoràmes  d'addilion  des  fondions  théla  cor- 
respondantes. (63). 
Cette  Communication  est  publiée  dans  les  Xlémoires  de  l'Académie. 
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Kœnigsberger  {Léo).  —  Sur  les  relalions  algébriques  qui  peu- 
vent avoir  lieu  entre  les  intégrales  fondamentales  d'une  équation 
différentielle  linéaire  homogène  du  troisième  ordre  et  les  déri- 
vées de  ces  intégrales  fondamentales.  (423-43a). 

Recherche  des  conditions  sons  lesquelles  il  existe  de  telles  relalions  algé- 
briques. Forme  la  plus  générale  sous  laquelle  ces  relations  algébriques  peuvent 
se  présenter. 

Gordan  (P.).  —  Sur  un  procédé  permettant  d'obtenir  le  discri- 
minant d'une  forme  ternaire.  (477-478). 


Tome  XVIU. 
Gommaaîcations  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  1888. 

Votsi^A^.  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  formes.  (iS-ig). 

Il  s'agit  d'un  théorème  démontré  par  M.  Gordan  dans  le  t.  5  des  Mathema- 
tùche  Annalen,  p.  107  et  suivantes,  et  qui  joue,  un  rôle  fondamental  dans 
plusieurs  recherches  concernant  la  théorie  des  formes;  M.  Voss  en  donne  une 
démonstration  directe. 

Brill  (A.).  —  Sur  la  détermination  de  l'ordre  de  multiplicité  des 
points  d'intersection  de  deux  courbes  planes.  (81-94)- 

Procédé  praticable  permettant  de  déterminer  cet  ordre  de  multiplicité  en  ne 
faisant  usage  que  d'opérations  rationnelles. 

Voss  {A.).  — Sur  les  surfaces  sur  lesquelles  deux  familles  de  lignes 
géodésiques  forment  un  système  conjugué.  (95-102). 

Il  s'agit  tout  d'abord  de  lignes  géodésiques  réelles.  Les  surfaces  dévelop- 
pables  sont  naturellement  exclues  comme  n'oiïrant  aucun  intérêt.  La  détermi- 
nation des  surfaces  cherchées  est  alors  intimement  liée  à  celle  des  surfaces  à 
courbure  constante. 

Maurer  (L.).  —  Sur  des  systèmes  d'invariants  plus  généraux  que 
eeax  que  l'on  envisage  d'ordinaire.  (io3-i5o). 

La  notion  d'invariant  est  prise  au  sens  général  de  Christoiïcl  {Mathema- 
Uêche  Annalen,  t.  19,  p.  380).  L'objet  principal  du  mémoire  de  M.  Maurer  est 
la  détermination  du  groupe  continu  le  plus  général  de  substitutions  linéaires 
homogènes  qui  transforment  en  elle-même  une  fonction  rationnelle  et  homo- 
gène/(â?„  â?2f  ...,  â?„)  de  n  variables  j?,,  x^,  .. .,  x^.  Si  le  groupe  comprend  m 
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dilTéTcaliellesilc  la  foime 


Il^i'^ 


à^. 


Pour  résondiT  k  problème  proposé  il  conTÎenI  Inul  d'sborit   de  distinguer 
parmi  les  formes 


A  cet  effcl,  rcprés 
C(/)  en  sorle  qut 


ioGnitéaimales  correspondantes,  deai  Ifpes  particuliers. 
9  par  i(p)  le  déierminant  cara  cl  distique  de  la  forme 


A(/>)  =  |c, 


-P%l         (^.  ! 


..n) 


si  l'on  convient  de  remplacer  le  symbole  i-^  par  i  ou  par  o  suivant  qae  X  et  ji 
■ont  éfaui  ou  nun.  On  dit  que  C(/)  est  une  forme  régulière  tie  prtmUre 
eMpéee  lorsque  a(p)  ne  s'annale  que  ponr  p  =  o.  On  dit  que  C(y)  est  une 
/orme  régulière  de  deuxième  eipéce  lorsque  i{p)  ne  s'annule  que  pour  des 
valeurs  entièrei  de  p  et  que  chaque  racine  d'ordre  h  de  A(/i)  annule  tons  les 
mineurs  d'ordre  n  —  A+t  de  ce  diiterniinaot.  Dans  tout  autre  cas  on  dît 
qucC(y)  est  uoe  /orme  irrrgulière.  On  étend  ces  dénomioalioD»  aux  systèmes 
des  coeflîcienls  cv,  des  formes  envisagées. 

M.  Maurer  démontra  que,  si  C(/}  est  imSgutiJre.  on  pent  toujours  ditcr^ 
miner  une  forme  régulière  de  première  espèce  K(/)  et  un  nombre  fini  de 
formes  régulières  de  seconde  espèce  K,(/),  K,(/).  ...,Kj(/),  telles  que  CtJ) 
s'exprime  par  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  ces  (i -^  ^  )  formes  Téga- 
lières.  Il  en  résulte  que,  si  le  groupe  le  plus  i;énéral  que  l'on  chercbc  à  diter~ 
miner  comprend  m  termes,  il  contient  m  trana/ormations  infinilëiimates 
régutiérei,  linéairement  indépendantes.  On  peut  d'ailleurs  ciprimer  les  coef- 
Gcienls  a-^^  (ï,  ^  =  i,  i,  .. .,  /i  }  de  la  substitution  linéaire  homogène  générale 
envisagée  en  fonctions  rationnellet  de  m  paramétres  u„  u,,  .  .  u„  \  on  en 
conclut  qu'il  existe  des  fonctions  rationnelles  que  le  groupe  envisagé  transforme 
en  elles-mêmes  :  ce  sont  les  invariante  du  groupe. 


Voil.  —  Notice  biographique  sur  Gustav-Robcrt  RirclihofT. 


REVUB  DES  PUBLICATIONS.  43 

les  fices  de  (A)  opposées  à  ces  sommets,  par  I',  II',  III',  IV'  les  faces  d'un 
tétraèdre  (B)  que  Ton  fait  correspondre  respectivement  aux  sommets  i,  3,  3,  4 
du  tétraèdre  (A),  enfin  par  i',  3',  3',  4'  les  sommets  du  tétraèdre  (B)  opposés 
à  ces  faces.  Soit  P  un  point  tel  que  les  quatre  droites  le  joignant  aux  quatre 
points  I,  a,  3,  4  rencontrent  les  plans  1',  II',  IIl',  IV'  en  quatre  points  situés 
daos  un  même  plan;  le  lieu  du  point  P  est  une  surface  du  quatrième  ordre;  la 
natore  particulière  de  cette  surface  dépend  de  la  position  relative  des  deux 
tétraèdres  (A)  et  (B).  M.  Bauer  Tétudie  pour  quelques-unes  de  ces  positions 
rdatÎTes  particulièrement  remarquables. 


Tome  XIX. 
Communications  mathématiques  faites  à  FAcadémie  en  1899. 

Srill  (A.).  —  Sur  la  résultante  réduite.  (19). 

Celte  Communication  est  insérée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie. 

Seeliger  {H.).  —  Sur  les  inégalités  de  lumière  résultant  du  mou- 
Temeot  des  étoiles  doubles,  (ig-32). 

tH>n  Voit.  —  Notice  biographique  sur  Rudolf  Clausius.  (i  i3-i  18). 

JVôiher  {M,).  —  Sur  la  théorie  du  contact  des  courbes  planes 
dans  le  cas  où  l'une  des  courbes  en  contact  est  du  quatrième 
ordre.  (175). 

Celte  Communication  est  insérée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie. 

Voss  (A,),  —  Sur  la  transformation  conjuguée  d'une  forme  bili- 
néaire  en  elle-même.  (175-21 1). 

Transformation  d'une  forme  bilinéaire  en  elle-même  par  des  substitutions 
linéaires  conjuguées  au  sens  de  Jacobi.  Le  déterminant  de  la  forme  est  supposé 
différent  de  séro. 

Voss  {A.),  —  Sur  les  formes  bilinéaires  échangeables  avec  une 
forme  bilinéaire  donnée.  (aSS-Soo). 

Les  recherches  de  M.  Frobenius  {Journal  fiir  Mathematik^  t.  84)  et  de 
11.  llaorer  {Dissertation  inaugurale,  Strasbourg,  1887)  permettent  de  déterminer 
le  nombre  déformes  linéairement  indépendantes  parmi  les  formes  bilinéaires  P 
échangeables  ayec  une  forme  bilinéaire  A  donnée  (AP  =  PA).  M.  Voss  se 
propose  de  montrer  comment,  connaissant  A,  on  pourrait  déterminer  cfTective- 
ment-  ces  formes  P  en  suivant  une  voie  plus  simple  que  celle  indiquée  par 
11.  Jfanrer  ;  le  procédé  de  M.  Voss  permet  d'étudier  la  fonction  caractéristique  des 
formes  P. 
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de  la  théorie  des  dd terni ÎdsdIs. 


Voss  (Â.).   —  Sur  un  ihéorèm 
(329-339). 

Il  s'agit  d'un  Ibforémc  dO  i  M.  S  ticket  berger  {Journal  fiir  Sfathematik, 
t.  S6]  ei  dont  on  a  souvent  l'ncCiiMôri  d«  faire  usage  dans  la  théorie  <ln  forme* 
bïlioéaires.  La  déinonstralîon  de  U.  Slirkclbcrgt^r  s'appuir  sur  la  rMuclioa  t 
M  forme  Dormaie  (  Weierstrass)  d'un  r*i»ceaa  de  formes  liiltnëaires.  M.  Vm» 
montre  que  l'i>n  peut  déduire  directement  le  m^me  th^or^tne  d'une  relatioa 
identique  entre  d«s  détcrminaais;  il  rësullc  d'ailleiirii  lisi^meDE  de  ce  tnodc  de 
démonsttaliifn  que  le  théorème  peut  #tre  étendu  i  un  Ml  bien  plus  e<iDér*l 
que  celui  envisagé  par  M.  Stîckleberger. 


Tome  XX- 
aallifmatiques  faites  i  l'Acndén 


Voss  (.1.).  —  Transformation  cogrédîente  des  formes  bilin^aires 
en  elles-mêmes.  (4)- 
Cette  CommuuicalioD  est  publiée  dans  les  Mdmoires  de  l'Académie. 

von  Bauernfeind  (C.-Af.).   —  Sur  le  nivellement  de  précisioD 
effecuié  en  Bavière.  (4). 
Cette  CoRimunicalioD  est  publiée  dans  les  Mémoiret  de  l'Académie. 

Finstenvalder  {S.).  —  Sur  l'aire  vraie  d'une  surface  lojiogra- 
phique.(33*). 

von   Voit.  —  Notice  biogra[)liique   sur   Paul  du  Bois-Rejmond 
(4i5-4i8). 

Seeligcr  {IL).  —  Sur  le  choc  el  la  séparation  de  masses  plané- 

u™.  ((,,;-.(98). 


mmmw9^- 
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conTienl  d'appliquer  les  régies  données  par  Fr.  Neumann  dans  sa  théorie  du 
/wfeniief  (1887),  page  i37etsaivantes;  on  est  ainsi  amené  à  construire  des  Tables 
q«t  facilitent  singulièrement  les  calculs  dans  chaque  cas  particulier.  La  con- 
stmction  de  ces  Tables  fait  Tobjet  de  la  communication  de  M.  Seeliger  ;  on  trouTe 
les  Tables  elles-mêmes  à  la  fin  de  son  Mémoire. 


Tome  XXI. 
Communications  mathématiques  faites  à  TAcadémie  en  i8gi. 

Dyck  (FF.).  —  Sur  la  forme  aflectée  par  une  famille  de  courbes 
planes  définies  par  une  équation  diflTérentielle  du  premier  ordre, 
à  coefficients  réels.  (23-57). 

Soit  une  famille  de  courbes  planes  déGnies  par  Téquation  difîérentielle 

dy 

où  ^=  ~-  et  où  les  coeflicients  de  F  sont  réels;  on  suppose  que  F  est  déve- 

loppable  en  série  de  Taylor  aux  environs  de  chacun  des  points  analytiques  â?,, 
y^  y\  dont  les  coordonnées  vérifient  identiquement  l'équation  F  =  o  et  que, 

dans  ce  développement,  les  coefficients -7— >  -7-»  -.— ,  des   termes  du   premier 

ordre  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois.  M.  Dyck  étudie  la  forme  de  cette  famille  de 
courbes  aux  environs  d'un  point  singulier  essentiel,  c'est-à-dire  d'un  point  i^x^y) 
po«r  lequel  on  a  à  la  fois 

„  dP  dF         ,dF 

en  ces  points  qui  font  partie  de  la  courbe  du  discriminant  l  lieu  des  points 

dF  \ 

tels  que  Ton  ait  à  la  fois  F  =  o,  -r-7  =  o  j,  la  tangente  à  la  courbe  intégrale 

est  confondue  avec  la  tangente  à  la  courbe  du  discriminant.  A  cet  effet,  il 
remplace,  aux  environs  de  chaque  point  singulier  essentiel,  réqualion  dilTé- 
reotielle  générale  envisagée,  par  une  équation  renfermant  les  termes  d'ordre 
inférieur  de  son  développement  aux  environs  de  ce  point;  cette  équation  est, 
es  général,  une  équation  différentielle  du  second  ordre  qui  jouit  de  la  pro- 
priété de  pouvoir  être  intégrée  directement.  M.  Dyck  est  amené  ainsi  à  dis- 
tiogaer  trois  types  de  points  singuliers  essentiels  d'une  équation  différentielle 
du  premier  ordre  qui  correspondent,  dans  une  certaine  mesure,  aux  trois  types 
qae  roo  obtient  pour  les  équations  différentielles  du  premier  ordre  et  du  pre- 
■lier  degré,  étudiés  tout  particulièrement  par  M.  Poincaré.  Il  y  a  toutefois, 
eatre  les  tjpes  correspondants,  une  différ.ence  essentielle  qui  se  manifeste  de 
deux  façons  :  d'une  part,  dans  le  cas  des  équations  du  premier  degré,  la  famille 
de  courbes  entoure  complètement  chaque  point  singulier,  tandis  que,  dans  le 
cas  général,  la  famille  de  courbes  est  située,  aux  environs  de  chaque  point  sin- 
gelier,  dans  la  région  intérieure  à  la  courbe  du  discriminant,  région  qu'elle 
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recontre  dent  fois;  d'autre  part,  eo  chaque  point  «ingnlier  la  dérÏTéa  jr'a  3 
eat  indétermiDée  dans  le  cas  dei  iqnation*  Au  premier  itfli,  tandw  qae  ■ 
valeur  ut  entièrement  d^termiote  daoa  le  cat  général. 

Outre  les  points  siogaliers  essentiel*,  il  canvient  d'enTisager  des  polati  sta- 
gnliert  non  essentiels  d'one  équation  différentielle  générale  du  premier  ordre, 
définis  par  la  condition  qu'en  ces  points  on  ait  i  la  fois 

P  =  o         i^=o.        ^=o- 

la  courbe  du  discriminant  a  en  ces  points  un  rebroussement.  Bl.  Dfck  élodie 
sommairement  la  forme  affectée,  aux  environi  de  ce*  points,  par  la  famille  de 
courbes  entisagées.  Il  ramène  ensuite  l'élude  générale  de  la  (orme  affectée  par 
la  famille  de  courbes  envisagées  à  celle  de  cette  forme  dans  nne  suite  de  régions 
recouTertes  une  seule  fois  par  les  courbes  intégrales  et  limitée*  chacune  par 
une  partie  fermée  de  la  courbe  du  discriminant  ;  i  chacune  de  ces  région* 
correspond  un  nombre  caractériiliijue  qui  est  lié  tris  simplement  an  nombre 
de  point*  singuliers  de  caractères  différents  que  l'on  a  rencontré*  dan*  les  para- 
graphes précédents.  Enlin  M.  Df  ck  met  en  éiideoce  ta  différence  capitale  qa'il 
y  a  (hors  de  la  courbe  du  discriminant  où  elle  est  évidente),  entre  la  latoa 
dont  se  comporte  une  famille  de  courbes  définie*  par  une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  F(«,  y,  y)  =  ti  et  une  famille  de  coariie*  définie* 
par  une  équation  de  la  forme  «(a;,  y,  c)  =  o,  ob  e  désigne  ua  paramèln 
quelconque. 

Voss  {A.).  —  Sur  des  invariaols  difTérentiels  particuliers  que  l'on 
rencontre  dans  la  théorie  des  surfaces.  (Sg). 
Cette  Communication  n'eit  pas  insérée  dan*  ce  Recueil. 

von  HaerdU  {Ed.).  —  Remarques  concernant  un  cas  particulier 
du  problème  des  trois  corps.  (189). 
Ce  Mémoire,  qui  ■  été  couronné  par  l'Académie  de  Copenhague  {médaille  d'or). 
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Tome  XXII. 
Communications  mathématiques  faites  à  l'Académie  en  189a. 

auer  ((?.)•  —  Représentation  des  formes  binaires  par  une 
somme  de  puissances;  en  particulier,  représentation  d'une 
forme  binaire  de  dimension  paire  2/2  par  une  somme  de  (n+i) 
puissances.  (3-ao). 

La  formule  qui  permet  de  représenter  les  formes  binaires  par  des  sommes  de 
potssances  peut  s'obtenir  soit  en  faisant  intervenir  les  formes  apolaires  (Sturm, 
Journal  f tir  Mathematik^  t.  LXXXVI,  p.  117)  de  ces  formes  binaires,  soit  en 
saÎTant  une  marche  analogue  à  celle  qu'a  suivie  Sylvcster  pour  représenter  une 
forme  de  degré  (3  m  —  i)  par  une  somme  de  m  puissances.  La  formule  générale 
de  décomposition  en  une  somme  de  puissances,  obtenue  par  M.  Bauer,  est  très 
simple  et  très  élégante;  après  l'avoir  appliquée  à  la  représentation  d'une  forme 
binaire  de  dimension  3/1  par  une  somme  de  (/i  +  1)  puissances,  M.  Bauer  envi- 
sage le  cas  particulier  où  deux  formes  biquadratiques  /et  9  ont  la  même 
forme  apolaire  cubique  ^  ;  dans  ce  cas,  toute  forme  du  faisceau  de  formes 

peut  être  représentée  par  les  puissances  des  facteurs  linéaires  de  la  forme  apo- 
Ittire  ^.  En  prenant,  par  exemple,  pour  /  et  9,  les  formes  bioaires 

/=(x;+a7Î)*,        9  =  4  a?!  a?, -f- 18  a?;  j:5 -h  12  a:,  a?; -h  9  a?;, 
^yant  toutes  deux  la  même  forme  apolaire 

4»  =  a?;  — 3a;,a?;=  a?, (a?,—  ^3a:,)(a?,-h  ^3a?,), 


On  a 


8 


/  =  -  a?;-h  -^  (a?,-  yJlx^Y-^  ^  (x,  -h  v^xj*; 

9=:-x;h ^—j-  {x^-y/Sx^Y-h        '       (ar,-hv^3a:,)*. 

3  H-  vr  3  3  —  v^3 

Eo  terminant,  M.  Baucr  remarque  qu'une  forme  biquadratique  et  son  hcssicn 
ne  peuvent  jamais  être  reprcsent<^s,  Tune  et  l'autre,  par  une  somme  de  trois 
termes,  an  moyen  des  mêmes  trois  puissances. 

Ldrotk   (y.).    —    Sur  la   détermination  d'une    surface  par   des 
mesures  géodésiques.  (27-52). 

Brunn  {II')-   —  Sur  renchaincmcnt  d*anncaux  de  formes  quel- 
conques ou  de  cliaînes  quelconques  d'anneaux.  (77-99). 

A  chaque   chaîne  d'anneaux  correspond  un  schéma  forme  par  un  Tableau 
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de  lEttra  diiposdM  d'une  façon  détemiafc.  Inversement  i  chaqM  MUa> 
correspond  une  chaîne  d'anoeaiiz.  A.  chaque  chaîne  correipondent  anri  4» 
nombres  caracUristiques. 

Dyck  (If^.)-  —  Sur  ta  forme  aflectëe  par  une  famille  de  cootbe' 
planes  définies  par  une  équation  difTéreDtielle  du  premier  ordiv -'' 
Second  article  (ioi-i38}. 

Pour  étudier  la  forme  gËnérate  des  courbes  ioLJgrales  d'une  éqnation  HXt--^ 
renticlle  du  premier  ordre,  on  peut  suivre  une  voie  toute  diffirenle  de  eell^^ 
indiquée  par  M.  Djck  dans  un  premier  article  (tome  XXI).  Elle  consitt«  à 
envisager,  au  lieu  de  réquation  dilTéreniielle  du  premier  ordre  l'(«,^,^)  =  o, 
rtquation  dilTércntielle  plus  K^néralc  F(«,  y,  y)-'k=o,  dan*  laquelle  t 
désigne  un  paramiiire  arbitraire,  et  ii  étudier  la  façon  dont  varient  le>  courbe* 
intégrale),  de  celle  équation  difrércnlicllo,  quand  on  fait  varier  le  paramètre  t 
d'une  façon  continue.  La  variation  continue  de  A-  ne  cliange  pat,  en  ginéial, 
le  caractère  d'ensemble,  an  sens  de  i'Anafytît  tilut,  de  la  famille  de  conriiei 
intégrales;  ce  carar.tére  cliance  seulement  en  certains  points  ob  des  lingularitè* 
apparaissent,  se  transforment  ou  disparaissant;  tout  revient  i  déterminer  et  à 
caractériser  ces  points  quand  k  tend  vers  aéro  à  partir  d  une  valeur  particnlièR 
A",  pour  laquelle  l'élude  de  lu  forme  alfcclée  par  la  famille  de  courbes  intégfala 
de  l'équation  (lifTéreniielIc  P(j:,  y,  y')  —  k  =.0  en  ininiédiate. 

M.  Dyck  montre  comment  on  peut  ainsi  étudier  eiïcctivemeot  la  forme  (éoi- 
raie  des  courbes  intégrales  de  toute  équation  diOerenlielle  du  premier  ohIk 


f{x.y.y)  = 


dans  laquelle  F  dési^DC  une  fonction 
réel  (x,  y.  y'  )  qui  ne  s'annulu  que  pu 
dévcloppabic  en  série  de  Taylor  aux 
tiques  (ic,,>-j,j'i)  dont  les  coordonnées  ' 
:e  développement, 
inulcnt  pas  s 


univoquc  réelle  do  point  aoalytiqw 
r  des  valeurs  Soies  de  x,  y,  y'  el  est 
nviriins  de  chacun  des  point*  analjr- 
jriricnl  identiquement  l'équation  F  =  o, 

„  .         àF   dF    dF  . 
trois  coefficicutSv-'T-'  -r^à*x—m„ 
àx  ày  dy  *" 

iliaiiémciit  [sauf,  toot  au  plus,  en  de* 
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encore  au  moment  où  il  écrivait  cet  article.  Au  contraire  des  exemples  cités» 
les  fonctions  enyisagées  par  M.  Ptingsheim  sont  assez  simples  pour  permettre 
dé  contrôler  directement  qu'elles  jouissent  de  la  propriété  annoncée. 

M.  Pringsheim  établit  ensuite  des  conditions  générales  sous  lesquelles  on 
peat  appliquer  en  toute  rigueur  le  principe  de  la  condensation  pour  obtenir 
des  fonctions  jouissant  de  la  même  propriété  en  une  infinité  de  points.  Il 
obtient  ainsi  diverses  fonctions  du  type 

v  =  •  X=  «0 

v=o  X  =  o 

qai,  non  seulement  à  l'intérieur,  mais  aussi  en  chacun  des  points  de  la  circon- 
férence (G)  du  cercle  de  centre  o  el  de  rayon  i,  sont  finies  et  continues  ainsi 
qoe  leurs  dérivées  de  tous  les  ordres 

v=o      *  X=o 

et  qui  cependant  ne  sont  développables  en  série  de  Taylor  aux  environs  d'aucun 
<tes  points  de  la  circonférence  (C),  en  sorte  que  la  fonction  analytique  que 
<l^finit  une  de  ces  fonctions  à  l'intérieur  de  la  circonférence  (C)  ne  peut 
continuée  hors  de  cette  circonférence.  Ces  fonctions  sont,  il  est  vrai,  moins 
impies  que  celle  qui  est  due  à  M.  Fredholm  {Acta  mathematica,  t.  15,  p.  279)  ; 
tais  la  façon  dont  elles  sont  obtenues  permet  de  se  rendre  compte  de  Torigine 
points  singuliers,  partout  denses  sur  la  circonférence  (C),  qui  empêchent 
continuer  la  fonction  hors  de  cette  circonférence;  pour  ces  fonctions  la 
de  Taylor,  formée  au  moyen  des  dérivées  finies  et  déterminées  de  la  fonor 
en  un  de  ses  points,  converge  sans  que  sa  somme  représente  cette  fonction. 
in  M.  Pringsheim  construit  des  fonctions,  d'un  type  aussi  simple  que  celui 
kS>^  m.  Fredholm,  qui,  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées,  sont  encore  finies  et  déter- 
■usinées  en  chacun  des  points  de  la  même  circonférence  (C),  mais  pour  lesquels 
B^  série  de  Taylor,  formée  au  moyen  de  ces  dérivées  en  chacun  des  points  d'un 
^«isemble  partout  dense  sur  (C),  est  divergente. 

ss  {A.),  —  Sur  les  équations  fondamentales  de  la  théorie  des 
surfaces.  (247-278). 

Établissement  des  équations  fondamentales  de  la  théorie  des  surfaces  en  ne 
disant  intervenir,  dans  la  mesure  du  possible,  que  des  invariants  isométriques 
^ant  un  caractère  géométrique,  au  lieu  de  n'envisager,  comme  l'a  fait  Gauss, 
[ne  des  invariants  isométriques  ayant  un  caractère  analytique.  (Les  coeffi- 
ients  E,  F,  G  qui  figurent  dans  l'expression  de  ds^  en  coordonnées  curvilignes 
des  invariants  isométriques;  mais  ils  changent  quand  on  passe,  sur  la 
,  d*un  système  de  coordonnées  curvilignes  à  un  autre;  ils  n'ont  donc 

l'un  caractère  analytique.  Au  contraire,  le  rayon  de  courbure  géodésique 
'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  est  un  invariant  isométrique  qui 

un  caractère  géométrique.) 

Expression  générale  de  la  mesure  de  la  courbure  d'une  surface  au  moyen 
l''invariants  isométriques  ayant  un  caractère  géométrique. 

^ull.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  X\V.  (Février  1901.)  R.4 


5i.  SECONDE    l'AIlTlE. 

lio/lzmnnn  (L.).  —  Sur  un  milit'u  iiviponjûrsljle  jouissant  Je 
propriétés  tnécaniqucs  pormeUant  d'élablir  les  équations  tic 
l'cleclromagnélismc  ducs  à  Maxwell.  (ayi-Soi  ). 

BoUzmann  (L.).  ~  Étude  sur  l'éfjiiiliUrc  ih:  la  force  vive.  Troi- 
sième partie.  (.Ha{)-358). 

Dyck  (  W.).  —  Prt^scntiaiuns  d'vin  caliilo^uu  de  modales,  nppa- 
reils  et  instruments  de  Mathématique  et  de  Physique  ntatliéma- 
lique.  (370)^. 

Tomi-  XXUI, 


Tome  XXIV. 
Cnniniiinicsliuns  inathémnliquca  fuilci  k  l'A'-Hilt-iiiir  m  iK.|{. 

Diililemann   (A.).   —   Sur  une   [ransformatlun   très   simple  d»  I 
l'espace,  qui  est  unîvoque  et  du  troisième  ordre.  (4r-5o). 


Il  s'agit  de  la  correspondance  unifoqoe  que  1 
droites  qui;lconqiies  d'une  vari^lr^  (\)   d  Irois   1 
droites  qucicontjurs  d'une  variété  (V)  fl  trois  di 
six  droites  menons  un  faisceau  de  plans  et  Taisoi 
méat  les  deux  faisceaux  menés  pa 
Elles  deux  faisceaui  menés  par 
miati  mu 
correspond  s 

faisceaux  mcpés  par  6„  b^,  6,.  Si  P  décrit  une  droite  dans  la  cari^lé  (X  ).  Q  décrit 
rn  général  une  courbe  gauclie  du  troisième  ordre  dans  U  varirilé  (Y).  Si  P 
flécrit   un  plan  dans  la   variété  (XI,  (1  décrit   une  surface  du    Iraiiiéme  nntm 


as  et  A,,  &,,  b.  Mot  • 
I.  Par  chacune  de  ee:^^ 
respoodre  prujcclite—   ' 

,  ei  0|,  les  oeux  laisceaux  menés  para,  et  b  -^ 

et  bj.  \  chaque  point  P  de  la  variét«(\^.w 

ion  oe  irois  plans  des  trois  faisceaux  oieDéipara,,a,,a^ 

.  Q  inierseclion  des  (rois  plans  correspondants  des  traif 

b^,  6,.  Si  P  décrit  une  droite  dans  la  cari^lé  (  X  ).  Q  décrit 

général  une  courbe  gauclie  du  troisième  ordre  dans  la  variété  (Y).  Si  P 

(X),  (1  décrit   une  surface  du    Iroiiiéme  nrtin! 
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von   Voit.  —  Notice  biographique  sur  Ernst-Eduard  Kummer, 

(i4<Hi4i)- 

von    Voit.  —  Notice  biographique  sur  Moritz- Abraham  Stcrn. 

(.42). 

von  Voit.  —  Notice  biographique  sur  Heinrich-Rudolph  Hertz. 
(1.46- 148). 

Saeliger  (//.)•  —  Remarques  concernant  les  recherches  de 
Maxwell  et  celles  de  Hirn  sur  la  constitution  de  l'anneau  de 
Saturne.  (161-188). 

^altzmann  (L,).  —  Sur  la  démonstration  de  la  loi  de  Maxvcll 
concernant  la  distribution  des  vitesses  entre  des  molécules 
gazeuses.  (207-210). 

^<Dltzmann  (L.).  —  Contribution  à  Tintégration  de  Téquation  de 
la  diffusion  lorsque  le  coefficient  de  diffusion  est  variable.  (21 1- 
217). 

^ ^assmitth  (./.)•  —  Sur  une  application  du  principe  du  plus  petit 
effort  (principe  de  Gauss)  à  TÉlectrodynamique.  (219-230). 

'  ^2hiltz  (/.-/?.).  —  Sur  une  généralisation  des  intégrales- tourbil- 
lons de  von  Helmhoitz  à  laquelle  correspond  une  variété  infinie 
d'images  mécaniques  dans  l'éleclrodynamique  de  Maxwell. 
(273-295). 

'^aurer  (L.).  —  Sur  la  théorie  des  groupes  continus  homogènes 
Cl  linéaires.  (297-34 1  ). 

Ce  Mémoire  complète  celui  qui  est  inséré  dans  le  Tome  XVIII  des  Sitzungsbe- 
^khte,  Mémoire  dont  on  a  donné  plus  haut  un  compte  rendu  sommaire. 

EoTÎsageons  deux  substitutions  du  groupe  continu  le  plus  général  de  subsli- 
^tioDs  linéaires  homogènes  qui  transforme  en  elle-même  uno  forme  rationnelle 
<l  homogène 'de  n  variables  j:,,  j*,,  ...  x„.  Soient  m,,  i/,,  ...  m„,  les  m  para- 
mètres au  moyen  desquels  les  coefficicnls  a-^.^  de  la  première  substitution 
s'eipriment  rationnellement  et  soient  t*,,  i^.,  •••<  ^.^  Ic*^  '''  paramètres  au  moyen 
desquels  les  coefficients  a-^.^  de  la  seconde  substitution  s'expriment  rationnel- 
lement. En  comparant  ces  deux  substitutions,  on  obtient  une  nouvelle  sub- 
stitQtioo  du  groupe;  soient  cr,,  »%,  ...,  cv^  les  m  paramètres  au  moyen 
desquels  les  coefficients  a-,  de  cette  nouvelle  substitution  s'expriment  ration- 
nellement. 11  est  clair  que  iv,,  ivv,  ...,  tv„  sont  des  fonctions  algébriques  de 
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u,,  u.,  . . .,  u^,  V,,  f,>  . ■•,  (>„;  mai*  oa  démon Lre  de  plus  que  par  un  cboïi 
convenable  de»  m  [raoïlormitioni  inÛniUiiiaales  tégutièret  linéairement  iod*- 
pendanle«,  dont  l'eKistence  ai  assurée  comme  on  l'a  tu  dans  l'article  pTid- 
dent,  on  peut  toujours  s'arranger  de  flfun  que  iv,,  iv.,  ...,  u-^  soient  dn 
funclioni  rationnelles  de  u,.  u,,  ....  u,.  v,.  f,,  .  ■ .,  c^. 

L'iniirCt  que  présente  ce  théorème  dans  la  lliéorie  des  groupes  cuntian»'  de 
Iraasformalïon)   (ait   présager  son   importance  dans   la   théorie   géacrale   An 

Pour  démontrer  son  tliéoràme,  M.  Maurer  mnatre  que  non  sculcmeni  In 
n'  coefricients  de  substitution  a-^  s'expriment  ration nellemeni  en  fonction  dt 
m  paramétres  u,,  u„  ....  u_,  mais  que.  par  un  cboii  convenalile  des  m  Inn»- 
formalions  infinitésimales  régulières  linéairement  indépendante!  ilnnt  il  %  été 
question  dans  l'article  précédent,  les  paramètres  if,,  u,,  ...,  u„  s'eipritneni 
eux-mêmes  rationnellement  en  fonction  de  n'  coefficients  «ij..  Il  le  montic 
successivement  pour  les  groupes  dont  les  traniformalions  infiDitésimales  sont 
régulières  de  première  ou  de  seconde  espèce,  puis  pour  ceux  doni  tes  iransfor- 
malioni  infinitésimales  sout  irrégulières.  Il  s'appuie,  A  cet  effet,  sur  nnc  suite 
de  théorèmes  empruntés  ±  la  théorie  des  (ormes  biliDésires,  théorèmes  dont  la 
démonstration  forme  U  première  partie  de  son  Mémoire. 

Baiter  (G.).  —  Remarques  sur  cerloioes  propriétés  des  polvDonin 
de  Legendre  dont  on  a  l'occasiun  de  faire  usage  dans  lu  théorie 
des  nombres.  (343-35g). 
Soit  X,  le  polynôme  de  Legendre  de  degré  n,  c'cst-i-dire  H  polynôme 

„  _..3.SO>.-.)r_        "'"-O    _^.   n(''-')t«-0("-3)_^.      1 


j.4<(i-0(ï. 


-3) 


coefficient  de  z'  dans  le  dévcloppcmei 


a.  de 
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Lindemann  {F,).  —  Sur  la  représentation  conforme  sur  i^n  demi- 
plan,  d^nne  aire  simplement  connexe  limitée  par  q^e  courbe 
algébrique.  (4o3-42^), 

IfOrsqae  l'aire  envisagée  est  liinitée  par  qq  noiqi^re  fini  de  segments  et  d'arcs 
do  cercle,  on  peut  effectuer  sa  représep talion  conforme  sur  uq  dep)i-plan  en 
si|ÎTaint  la  ii^éthode  de  M.  Schwai^z]  la  ques^ioq  est  alors  r^meqée,  coponie  op 
Sfit,  à  résoqdFe  qne  équatiop  diiïépentielle  détern^inée  du  troisième  ordre. 
M.  Ifiqdeoiann  4^montre  qqe,  qi^and  Faire  simplement  CQnnexe  env'Sagée  est 
limita  ptr  uqe  des  boucles  d^une  cqqrbe  algébriqqe,  la  représentation  conforme 
do  cette  aire  tqr  un  deiqi-plan  se  ranièoe  aussi  à  1^  résolution  d'qpe  é(^qs|tion 
difiéFeqtielle  du  troisième  ordre  déterminée  et  il  montre  con)n)eq(  qu  peut 
obtenir  oette  éqqatiqq  différentielle. 

Seeliff0r{l{.).  — =•  Sur Tonibre  projetée  par  une  planète.  (/^23-438). 


Tome  XXV, 

Cjom/qqnicatioqs  faites  ^  l'Acadéniie  en  iH(p. 

Dyck  (H^.)»  —  Sur  la  détermination  du  nombre  de  racines  com^ 
muDes  à  n  équations  à  n  inconnues  et  sur  le  calcul  de  la  somme 
des  valeurs  qu^une  fonction  de  n  variables  prend  quand  on  y 
remplace  les  n  variables  par  ces  racines  comiiiunos.  (i). 

Exposé  des  travaux  de  K>^Qoeckcr  et  de  ccqi^  de  M.  Picard.  Continuation  de 
ces  reoberches  dans  la  voie  oqverte  par  Cauchy.  Ce  Mémoire  est  analysé  plus 
loin  (Comptes  rendue  des  tomes  XXV,  p.  261,  3o5,  447  ^^  XXVIII,  p.  309). 

Bolizmann  (L.).  -^  Nouvelles  observations  sur  la  loi  <ie  dislribu- 
tion  des  vitesses  de  Maxwell.  (25~Si6)t 

Pringsheim  {A.).  —^  Sur  l'intégrale  de  Caucliy.  (39--2). 

Crîtiqqe  des  démonstrations  du  théorème  fondamental  de  Cauchy  que  Ton 
trooTe  dans  la  piqpart  des  Traités  et  qui  s'appuient  soit  sur  le  calcul  des 
variations,  soil  sqr  des  considérations  infinitésimales  ne  poqvant,  être  déve- 
loppées d'qqe  façon  rigoqreqse  qu'en  supposant  qqe  les  fonctions  que  l'on  envi- 
sage jouisseqt  de  propriétés  restrictives  qui  enlèvent  au  théofén^e  qne  grande 
partie  de  sa  portée.  L(a  dén^onstratiqq  si  simple  et  élégance  de  M-  (-«oursat 
o'écbappo  pas  k  la  critique  de  M.  Pringshein);  jl  lui  sen)b|e,  en  particulier, 

illusoire  d'admettre  le  théorème  con^n^e  éyident  poqr  les  intégr<)|os    /  dz  et 

j  sdSy  prises  le  loqg  dq  coqtoqr  fermé  qqe  l'on  oqvisitgci  il  en  don"C  pour 

raison  que,  dans  le  cas  de  ces  intégrales  particulières,  le  passage  à  la  limite, 
aécessaire  pour  établir  en  toute  rigueur  le  théorème  de  Cauchy,  n*esl  guère 
plus  simple  que  dans  le  cas  général. 

Bull»  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XXV.  (.\fars  i()«)i.)  H.j 
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La  démonstralion,  due  elle  aussi  i  Caucb;  (  Compte»  rendui  d 
dea  Sciencei,  i.  Wlll,  p.  i3i)  cl  qui  cnnsisie  ft  déduire  s>in  ihfotvmc  (ooili- 
mentcil  de  la  forniule  analogue  i  celle  de  Kreen,  qui  pcrniel  de  innsfarmer 
une  inlégrale  double  prise  dans  une  aire  donnée  en  une  inlëgralc  rarvili^oï 
prise  le  long  du  conluar  de  celle  aire,  est  quelque  peu  indirecie  el  la  difUcuIlt 
qu'dproMvenl  i  la  bien  comprendre,  les  personnes  peu  rarnïlières  cucoriî  avec  le 
calcul  intégral,  ne  semble  pas  entièrement  supprimée  par  la  simpljlîcatioa  qu'y 
a  apportée  Kronerker  {SUsunguberiehtc  der  Herllncr  Akademie,  iSNS,  p.  -;M5, 
el  Vorletungen,  l.  I,  publié  par  B,  Nelto,  p.  i-j-'^l  )■ 

Pour  toutes  ces  raisons,  il  n'a  pas  semblé  iuullle  II  M.  Priogsheitn  de  pro- 
poser une  nouvelle  démonstration  du  tlié>>râme  fondamental  de  Caucliy  qDî. 
loul  en  se  raltacbant  aux  dernières  démonst» lions  que  nous  venons  de  rap- 
peler,  soit  aisée  à  comprendra  mjmc  pour  les  commençanli  tout  en  étant,  entiè- 
rement rigoureuse,  A  ccl  elTet.  il  toinmence  par  reprendre  la  dérinition  des 
intégrales  curvilignes  et  la  démonstration  de  leurs  propriétés;  il  montre  ensoiic 
comment  on  peut  représenter  d'une  façon  approcliée  une  intégrale  curriligne 
quelconque  par  une  intégrale  prise  te  long  des  cAtés  d'un  polygone,  supposés 
^lilernativcmcnt  parallèles  aux  dcun  axes  coordonnés  rectangulaires;  on  pour- 
r,iit,  peut-être,  donner  b  ces  intégrnics  le  nom  de  aeataûvs.  Ceci  posé,  si  1p.< 
ronclions  P,  Q,  -i— >  ^  de  deux  variables  x,  y,  sont  univoques,  Ûnie^  cl,  en 
général,  rontinucs  dans  un  domaine  {E)  (ijni  est  supposé  connexe,  mai«  n'est 
pas  neec^sai renient  timplement  connexe)  et  si,  (j„  y,),  {j-,  y)  désignaal 
lia  Vintérieur  île  ce  doniiiine,  l<'s  inicgralcs 


x: 


(l'rfî  +  QrfT,), 


prises  le  long  de  toutes  les  courbes  tracées  tuul  entières  à  l'intérieur  dn 
domaine  envisagé  et  joignant  les  deux  points  {x,, y,),  {x. y  ),  ont  une  seule 
et  même  valeur,  on  a  nécessairement,  en  cliacun  des  points  (zr,,  y^)  du 
:  environs  desquels  tes  fonctions  P,  Q,  -p>  ^  des  deux  vu- 
continues,  la  relation 


m,,.rm^.: 
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rintérieor  du  domaine  (E),  est  nécessairemcnl  nulle,  L'inlégralo 


prise  le  long  d'qne  courbe  quelconque  joigpant  les  points  {op^,  y^)y  {Xy  y)y  et 
sitaée  tout  eqtière  dans  une  partie  simplement  coonon^e  du  domaine  (  E),  dcfipit 
ane  fonciion  univoque  et  continue 

W(j:,r) 
des  dtn\  variables  as,  y,  dont  les  dérivées  partielles  sont  é^^les  à 

Pringsheim  {A.),  •*-■  Sur  le  développement  des  fondions  ana- 
ijtiques  univoqties  d'une  variable,  en  séries  entières.  (75-92). 

Développement  analogue  à  celui  dft  à  Cauchy  et  inséré  dans  ses  Exercices 
d'Analyse  et  de  Physique  mathematigue,  t.  I,  p.  269,  et  à  celui  que  donne 
J.  Serret  dans  son  Calcul  différentiel  et  intégral,  t.  I,  p.  570,  en  ce  sens  que 
If.  PringsbeirQ  forp^e  les  coefficients  du  développement  au  moyen  de  valeurs 
moyennes  At  la  fonction  et  non  ^q  moyen  d'intégrales,  comme  on  le  fait  géfié- 
ralement  dans  la  plupart  des  Traités  de  Calcul  di^Térentiel  et  intégral.  Ce  qui 
dtstingae  la  démonstration  de  M.  Pringsheim,  c'est  sa  grande  simplicité  et  son 
caractère  élémentaire. 

Pour  abréger  l'écriture,  désis;nons  par  \^  l'expression 


v^ 


aya        aya  aya        2\    x 


formée  au  moyen  de  (/i  —  3)  radicaux  superposés,  chacun  de  ces  radicaux 
étant  pris  avec  sa  détermination  arithmétique,  et  par  a^  le  oombrp  complexe 


"" = v/r^+  '■  v/T-T^' 


où  chacan  des  deux  radicaux  est  pris  ayec  sa  détermination  arithmétique. 

Si  une  fonctioq  f{x)  d'ui^e  variable  complexes?  est  univoque  et,  en  général, 
eontinae  eo  chacun  des  points  x  dont  la  valeur  absolue  \x\  est  égale  à  un 
noailirc  positif  déterminé  r,  on  appellera  valeur  moyenne  c|c  /(r)  <*t  l'on 
«iésigoera  par  le  symbole  M/{r)  l'expression 


M/(/-)  =   lim 


[V  —  ft-l  -1 


Si  la  fonction  envisagée /(x)  est,  en  outre,  analytique  pour  toutes  les  valeurs 
de  Jp  pour  lesquelles 

n,i\x\i\\, 

0U  Ht  et  R  sont  deux  nombres  positifs  donnés  (le  cas  où  H^  est  nul  n'ctunt  pas 
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exclu),  on  peut  diimoiitrer  que  II  Tal«ur  nioyeniie  M/<r)q«e  l'on  vieit  de 
di^lintr  est  la  même  quel  que  soit  celui  dei  aambm  r  que  l'on  cboiMMe  diaa 
rintertallc  (  R„  R }.  Cela  tait,  il  ut  ailé  de  voir  que,  pour  chaque  nlear  de  c 
dont  la  valeur  absolue  vérifie  les  ioé|alitéi 


1»  =  -- 
cst  Téririûe  quel  que  soit  le  nombre  r  que  l'on  choisisse  dans  l'iatervalle  (R,,  R). 
C'est  la  Tormute  du  commandant  Laurent;  elle  est  démontrée  en  toate  ri|uear 
et  d'une  façon  élémentaire  pour  toute  fonction  aouly tique  uniToqueX(')'  Daas 
le  cas  c>A  R,  =  o,  on  a.  eo  particulier, 


,w-.,  "^-m[/J£2], 


c'est  la  formule  de  Maclaurin. 

\iilher  {M.).  —  Sur  les  sept  systèmes  de  coniques  qui  passent 
par  les  points  de  tangence  des  tangentes  doubles  à  une  courbe 
du  quatrii^mc  ordre.  (93-100). 

Kiude  complète  de  ces  systèmes,  complétant  les  recherches  de  O.  Hesse 
{Journal  fur  Malittmatik .  I.  4(1  cl  Vi)  cl  celles  de  M.  NOiher  lui-raéme(Xa- 
Ihematiiche  Annalen,  t.  \V). 

von   iVcber  (£d.).  —  Sur  les   équations  aux  dérivées  partielles 
ïtimultanées,  du  second  ordre,   dépendant  de  trois  variables 
indépendantes.  (101-1 1.^). 
Itccherclie,  par  un  Douveao  procédé,  plus  simple  que  ceux  de  Valyi  et  de 
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uoÎToque  d'une  aire  limitée  par  une  courbe  déterminée,  sur  un  demi-plan,  les 
points  de  ramification  de  la  fonction  qui  fournit  cette  représentation  conforme 
détruisent  en  général  Tunivocité  de  la  représentation  conforme  précisément 
aus  points  où  il  serait  indispensable  qu'elle  ne  fût  pas  détruite.  Parfois  cepen- 
dant on  peut  éviter  la  difficulté;  le  Mémoire  de  M.  Lindemann  en  fournit  un 
exemple  intéressant. 

Dyck  (  \V^.  —  ContribulioQ  à  la  théorie  du  potentiel.  Premier 
article  :  Sur  la  représentation  par  des  intégrales  définies  du 
nombre  que  Kronecker  a  nommé  caractéristique  d^un  s}  stèmc 
de  /i  +  I  fonctions  de  n  variables  indépendantes  réelles.  (261- 

277)- 

L'intégrale  par  laquelle  Kronecker  représente  la  caractéristique  d'un  système 
de  n  H-  I  fonctions  de  n  variables  indépendantes  réelles  et  les  deux  formules  de 
sommation  de  Kronecker  au  moyen  desquelles  on  peut  déterminer  Ifîs  caracié- 
ristiqnes,  peuvent  être  envisagées  la  première  comme  uii  cas  particulier,  la 
seconde  comme  un  cas  limite  d'une  représentation  générale  de  la  caractéristique 
due  ft  M.  Walther  Dyck. 

On  remarquera,  dans  son  Mémoire,  la  représentation  presque  immédiate 
qu'il  donne  de  la  caractéristique  d'un  système  de  n  +  j  fonctions  de  n  variables 
au  moyen  d'une  intégrale  multiple  d'ordre  n  dont  l'élément  peut  être  envisagé 
comme  la  généralisation  dans  une  variété  d'ordre  n  de  l'angle  solide  élémcii- 
taire  introduit  par  Gauss  dans  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  du  po- 
tentiel qui  porte  son  nom. 

Lindemann  {F^y  —  Sur  la  représentation  conforme  d'une  aire 
limitée  par  des  arcs  de  paraboles  ayant  même  axe.  (^y^)- 

Cette  Communication  n'a  pas  été  publiée. 

Lindemann  (f,)  présente  à  TAcadémie  un  modèle  antique  en 
bronze  trouvé  en  Asie  Mineure  et  représentant  une  des  figures 
rhomboïdales  d'Archimède.  (278). 

Archimëde  a,  comme  on  sait,  étudié  le  premier  les  polyèdres  semi-ré^'ulicrs 

à  angles  solides  égaux;  Pappus  énumére  les  treize  polyèdres  rentrant  dans  ce 

type.  Les  figures  polaires  de  ces  polyèdres  semi-réguliers  sont  des  polyèdres 

semi-régn tiers  à  faces  égales;  ils  n'ont  été  étudiés  qu'au  dix-neuvième  siècle. 

Le  spécimen,  trouvé  en  Asie  Mineure,  que  M.  Lindemann  présente  à  rAcadémic, 

rentre  cependant  dans  ce  dernier  type,  et  comme  son  authenticité  ne  semble 

fMit  pouvoir  être  mise  en  doute,  il  faut  bien  admettre  qu'au  moins  une  des 

fignres  polaires  des  treize  polyèdres  énumérés  par  Pappus  a  été  envisagée  par 

les  anciens.  Ce  polyèdre  n'est  pas  mentionné  par  Pappus;  il  est  donc  fort  pro- 

iNible  qu'il  n'avait  pas  encore  été  envisagé  de  son  temps;  il  est  bien  possible 

qu'il  ait  été  envisagé  pour  la  première  fois  par  un  mathématicien  vivant  au 

quatrième,  cinquième  ou  sixième  siècle  de  noire  ère;  le  modèle  qui  nous  est 

parvenu  ornait  peut-être  son  tombeau. 

Le  spécimen  présenté  par  M.  Lindemann  est  massif;  il  est  limité  par  ironie 
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Iciwngci  égaux  formant  na  polyËdre  eircoatcrit  t  une  aphiM',  Htr  Ica  UMU— 
(Icut  MmmEts  de  ce  polyèdre  il  jr  en  a  dousa  oli  vieBoeDl  abODlir  cAiy  dci 
Ircute  losangu  et  uinjfoavJeaocDt  aboutir  troii  KUlemebtdnticateloaklBtt. 

Prin^skeim  {A ,).  -*■  Sur  l'inl^grale  de  CaUchjr.  Deuxi^e  iHicIc. 
(u95-3o4). 

lltimoDiLraiiun  pour  iei  (unctioDs  d'bne  variable  complexe  de  la  foMBaie  dct 
accroiMcments  Cnis,  ou  plutAt  de  la  géuéraliMliiib  de  celle  fttmiile  qMTM 
doit  i  M.  Darboux. 

Ce  théorème  Une  fois  lïtabli,  il  est  aiaé  de  démontrer  que  ta  coadiUaa  mien 
taire  et  lu/filante  pour  qu'une  fonction  /[  s  )  d'une  Târiable  complète  i,  nai- 
voqur  et  llnic  dans  un  domaine  (E),  soit  continue  dans  ce  domaine  et  j  ad* 
mcilc  une  [onction  dérivée /'(  =  ),  elle-même  unîvoque  et  coHliime,  nt  que  le 
quiitient  dc«  dilTérCnccs 


hirormétneaL  ContJbuc  des  dcUx  Variable»  s,  As,  pour  toaUs 
sant  partie  du  domaine  (E)  et  pour  tous  les  A*  plus  petits, 
qu'un  nombre  Cdi  arbitrairement  Gié. 


Sc/iniirit  (.te/ofp/i).  —  âumoe  nouvelle  détermioBlion  da  poteo- 
licl  m  i){ini'li()iii'  Icrreslre.  (3o5). 
Olte  rouiniuniriiti<in  vM  insérée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie. 

Djrk  (ir.).  —  tlonlribiilion  à  In  théorie  du  potentiel.  Second 
nrliclc  :  Sur  la  formule  de  Gaiiss  se  rapporlanl  i  l'eaUcemeot 
nViproque  de  deux  courbes  gauches  et  sur  son  extensioD  i  de« 
tarit'lûs  d'ontre  sii|H3rictir.  Représentation  du  nombre  des  enli- 
crmciils  DU    moyeu  de  caracléristiques  de  certains  sysLèUes  de 
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pmÊW€^m  de  Yariétés  d'ordres  o  et  it  —  t,  i  et  n —  s,  3  et  n  —  3,  ...»  auxquelles 
cc»«nr^e:spoDd  le  même  nombre  d'enlacements. 

recherches  de  M.  Dyck,  mettent  en  pleine  lumière  l'importance  de  la 

I  de  caractéristique  due  à  Kronecker. 


Pr£^m^^^$heim  (>4.).  —  Sur  la  façon  dont  peuvent  se  comporter  les 
«^«•î^s  entières  sur  la  circonférence  de  leur  cercle  de  convergence 
et:    SB^  ma  les  séries  de  Fourier.  (v337-37o). 


v  —  m 


J{x)r=y^a,x^, 


Dctioo  représentée  par  la  somme  d'une  série  entière  convergente  à  Tinté- 

^u  cercle  (C)  décrit  de  l'origine  des  coordonnées  comme  centre  avec  un 

égal  à  l'unité.  Nous  supposerons,  d'une  part  que,  sauf  en  un  nombre 

c  points  X  =  e*^  de  la  circonférence  (C),  l'expression  /(e***)  envisagée 

e  Qoe  fonction  de  la  variable  réelle  u,  est  non  seulement  continue  mais 

1  anssi  des  dérivées  de  tous  les  ordres;  et,  d'autre  part,  que  cette  môme 

on  /(e***)  de  la  variable  réelle  &>,  est  intégrable  en  chaque  point  de  la 

férence  (C).  Nous  supposerons  aussi  que  la  série  dont  le  terme  général 

e^  est  convergente,  sauf  pour  des  valeurs  de  o)  correspondant  à  un  nombre 

e  points  de  la  circonférence  (C). 

9  ces  trois  hypothèses,  il  est  clair  que  l'expression 

t»  =  0 

ea^^rm^s^^g^  comme  4]ne  fonction  de  la  variable  réelle  lo,  est  identique  avec  le 
^ ^^ ^ ^ ^Bppemen t  en  série  trigonométrique  de  la  fonction  /(c"*)  de  la  variable 
'^■^^^     w.  La  première  des  trois  hypothèses  est  d'ailleurs  inutile;  la  seconde 


^tre  remplacée  par  une  hypothèse  bien  moins  restrictive;  quant  à  la  Croi- 

*^*^^»  on  a  cru  pendant  assez  longtemps  qu'elle  était  toujours  vérifiée  dès  que 

*^l*ïc^cs8ion /(«•*)»  envisagée  comme  une  fonction  de  la  variable  réelle  w,  est 

..  ^^*<^pable  en  série  trigonométrique.  Cette  erreur  étant  encore  assez  répandue, 

,  ^^    ^    quelque  intérêt  à  démontrer  le  contraire  et  à  en  donner  des  exemples; 

?^    ^2c  qu'a  fait  M.  Pringsheim  en  démontrant  qu'il  existe  des  séries  entières 

g^_     '^^^9ergent  sur  la  circonférence  de  leur  cercle  de  convergence,  quoique  la 

^2^11  qoe  représente  la  somme  de  ces  séries  à  l'intérieur  du  cercle  de  con- 


if  eoTisagée  comme  une  fonction  de  l'argument  de  la  variable  complexe 
j.        •'^  circonférence  de  ce  cercle  de  convergence,  soit  développa ble  en  série 

^2^  "^  omélriq  ue. 
^  *  Ji^ttgsheiro  donne  aussi  un  exemple  d'une  série  qui  converge  sur  la  cir- 
#1  ^^'^^nce  de  son  cercle  de  convergence,  sauf  en  un  seul  point  de  cette  circon- 
j^  •^^te,  et  qui,  envisagée  sur  cette  circonférence  comme  une  fonction  de  l'ar- 
^^^^■it  de  la  variable  complexe,  ne  peut  être  développée  en  une  série  de 
^^  *^^r  dans  laquelle  les  coefûcients  soient  représentés  par  des  intégrales 
^'BS  proprement  dites,  mais  seulement  en  une  série  de  Fourier  dans 
>le  les  coefficients  sont  représentés  par  des  intégrales  définies  «  géncra- 


r 

i 
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lU^cs  ■,  suivant  la  termiaologie  de  H.  Jordan,  un  ■  artiflciellc*  >  ninat  ^ 
de  M.  Méray. 

Lehmann-Filhès  (V?.).  —  Sur  les  perlurbalions  séculaire!  (!■ 
Lune  sous  l'inQuence  dVne  force  de  gravitation  n'agissant  J 

à  dislance  d'une  façon  instantanée.  (371-423). 

Si  l'on  suppose  que  li  gratllation  Ul  uoK  tbKe  éinillaiit  des  diBIK*  d'aU- 
tion  et  se  IraasmDluint  eh  ligue  droite  arM  Une  Viteufe  cOhitaDtlS  ■%■■■ 
faire  scDLir  son  aétiolt  sur  Ici  points  nlatériKIs  tar  leiqiiItU  Hlle  altiU  H  Vk 
suite  néeessaii^imcitt  certalriei  perturbât! ont  dani  le  moatfcmellt 
célestes  cl  ces  petiut-batioas  olTrfcbt  ube  certaine  analogie  aitc  le*  fi 
d'aberration  et  de  lumière. 

On  peut  se  ph)poser  d'Évaluer  ces  peftu^balions  en  tbnetîoU  dt)  Il 
eimsunie  de  là  gravitation,  daris  le  mouvement  de  la  Lune.  U.  Lehml 
Filhès  dénlontre  qu'elles  Ont  rt^Ccssairctheot  (mur  cITel  de  retarder  le  tto 
uiouvcment  séËulaire  constant  de  la  longitude  de  cet  Hstre.  L'experienee)  coU 
on  sait,  iriodtre  que  c'est  jualenteilt  le  eontraitre  qui  a  lieul  le  nioyca  m' 
veroenl  séculaire  de  la  longitude  de  la  Lunb  va  en  au^raenUnt.  On  UVat  d- 
pas  en  droit  de  Taire  l'bjpolliésC  qui  a  scrVi  de  pdinl  de  départ  aoz  ealeHIl 
M.  LcllmartD-Fithcs;  la  gravitation  he  peut  ùtre  une  farce  éblanaUt  tlb  i^l 
d'attraction  et  se  transmettant  eil  llgnK  droite  avec  une  vitcasK  coniUate. 

l'on  W'ehcf  {Ed.),  —  Sur  Certains  8jstèiwes  d'équ«tlons  de  Pfâ 
(iï-Viis!). 

Uans  ce  Mémoire;  W.  von  \Vcb(>l'  pose  lïs  fortdemeatli  'A'Mt  ttltorit 
de  l'intégration  Ai%  équaliims  nuti  dérivées  pataiellei  llépendïnt  de  trois  V- 
riabics  indépcnddilteï.  I.a  ttiéuric  de  l'iatégralion  des  eqtiation  ank  déril 
partielles  du  second  ordre,  due  i.  M.  Darboux,  peut  être  coUpléUei  Ibi 
Suivant  les  principes  géométriques  de  Sophus  Lie)  et  enfin  étendu*  à  dn^al 
llnns  et  sysivmes  d'équations  auk  dérivées  partielles  d'un  ordre  qndeotqvi 


) 
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on  n'aperçoit  aucune  analogie  entre  ces  formules  et  celles  bien  connues  de 
Cayley  qui  se  rapportent  à  la  transformation  d'une  somme  de  carrés  en  elle- 
même,  M.  Voss  a  cru  devoir  reprendre  le  même  problème  en  se  plaçant  à  un 
point  de  vue  différent. 

La  solution  qu'il  en  donne  peut  être  étendue  au  problème  plus  général  encore 
<ie  II  transformation  cogrédiente  en  elle-même  d'une  forme  bilinéaire  quel- 
<^€>n^ae,  à  déterminant  différent  à  zéro. 

Parmi  les  transformations  cogrëdientes  d'une  forme  bilinéaire  en  elle-même, 

Voss  envisage,  en  particulier,  celles  qui  transforment  en  elles-mêmes  les 

bilinéaires  symétriques  et  celles  qui  transforment  en  elles-mêmes  les 

Cormes  bilinéaires  alternées.  Il  montre  comment  on  peut  déterminer  aisément, 

dans  ees  deux  cas,  le  nombre  de  paramétres   indépendants  figurant  dans  la 

^vinsformation  et  étudie  la  fonction  caractéristique  de  chacune  de  ces  deux 

Vraasforma  tions. 

^^tUffer  (//.).  —  Sur  l'agrandissement  apparent  de  l'ombre  de 
la  Terre  dans  les  éclipses  de  Ltine.  (24). 

Cette  Communication  est  inséfée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie. 

f       Lœwy  (A.).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  transformations  con- 
juguées d'une  forme  bilinéaire  en  elle-même.  (25-3o). 

Une  transformation  conjuguée  d'une  forme  bilinéaire  -^  =  A    X  ^ik^i^k 

i  =  t  A  =  l 

en  elle-même  est  propre  ou  impropre  suivant  que  le  déterminant  de  trans- 
formation est  égal  à  +1  ou  à  —I.  On  reconnaît  aussi  qu'elle  est  propre  ou 
impropre  suivant  que  \t  produit  des  racines  de  l'équation   caractéristique 


A  — pE|  =  0 
est  égal  à  H- ■  ou  à  —I.  Rappelons  que  p  désigne  un  paratnètre  variable,  E  la 

forme  E  =  V  x^yt  et  |  A  —  pE|  le  déterminant  de  la  fot-me  bilinéaife  A  —  pE. 

i  =  i 

M.  Loewy  démontre  que  pour  qu'une  forme  bilinéaire  A4  à  déterminant  diffé- 
rent de  zéro,  se  transforme  en  elle-même  par  des  transformations  conjuguées, 
propres  et  impropres,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  caractéristique  |  A  —  pE  | 
de  cette  forme  A  admette  au  moins  un  diviseur  élémentaire  à  elposant  impair. 
Ce  sont  donc  deux  choses  entièrement  équivalentes  que  l'on  exprime  en  disant 
4§ue  les  exposants  des  diviseurs  élémentaires  de  la  fonction  caractéristique  d'une 
fortoe  bilinéaire  sont  tous  pairs,  ou  que  la  forme  bilinéaire  ne  peut  être  trans- 
fbnnée  en  elle-même  que  par  des  transformations  propres. 

Mm  Voss  avait  montré  que  toute  forme  symétrique  se  transforme  en  clle- 
méiDe  par  des  transformations  symétriques.  En  appliquant  aux  formes  symé- 
triques les  considérations  générales  développées  par  M.  Lœwy,  on  peut  com- 
pléter ce  résultat  en  ajoutant  que,  parmi  les  formes  symétriques*  il  y  en  a 
certainement  qui  ne  peuvent  être  transformées  en  elles-mêmes  par  des  trans- 
formations symétriques  impropres. 


fa  SECONDE   l'AItTlE. 

Lindemann   (/*',)■   —   Sur  les   transformations   linéair-cs   d'une 
variéLi;  quadratique  en  elle-inéine.  (3i-C6). 

L'olijet  principal  du  Mémoire  de  M.  Lindeainnn  esl  de  mettre  les  formule» 
gÉDériiles  de  M.  Ldw;,  coacernanl  les  Iraiigrurtnatiorts  liaéalrcs  d'ooc  v»riélf 
quadratique  quelconque  en  elle-mimc.  90uS  une  forme  lelle  que  les  rdsnlUU 
se  rappurlanl  aux  marnes  transformalions.obleDDS  pur  M.  Voss  dans  un  M^ 
moire  ilqnt  il  u  i'l£  rendu  compic  plus  haut,  s'en  déduisent  aisémcDt. 


iiodl  (ir.).  —  S 
quatrii^me  ordi 
(i  19-166). 


r  le  cercle  de  Fcuerbacli  et  sur  une  courbe  "lu 
;  et  de  troisième  classe  envisagée  par  Steincr. 


Soit  1,1, 1,lj  un 
i  angle  droit  ou 

cercle  auquel  un 
que  l'emploi 


quadrangle  dont  tes  trois  paires  de  eûtes  opposés  se  cuupcnt 
rois  points  A,  B,  C  On  sait  que  ces  Irois  points  A,  8,  C  cl 
X  eûtes  du  quadrangle  sunl  siluis  sur  la  circonférence  d'au 
lonne  parfais  le  nom  àe  cercle  de  Feuertach.  On  sait  aussi 
;  cercle  permet  d'établir  facilement  plusieurs  théorèmes  inic- 
rcssants  de  Cjoinétrie  éléroentiire.  M.  Godt  montre  qu'il  permet  aussi  de 
déniunirer  plusieurs  des  théorèmes  caoocés  sans  démonslratioa  par  Steincr 
(ÛETufru,  I.  Il,  p.  S41  et  suivantes)  et  démontrés  en  partie  par  Cranona 
{Journal  /tir  Metihematik,  t.  C4)  par  une  tout  autre  voie. 

Piingshcini  {A.).  —   Sur  la    théorie  des  fonctioas  synecliqucs 
(,li;-.Sa). 

Pémunsl ration  nouvelle  du  tliéuréme  d'après  lequel  toute  fonction  synec- 
tiqae  dans  un  domaine  (E)  ( c'est-1-dire  uniioque  et  admettant  dan>^  ce  An- 
mainc  une  déritée  continue  au  sens  de  ta  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
i-oinplexc),  est  dcWcloppable  en  strie  entière aui  environs  de  chacu 


Le  mode  de  di 


e  précédente  Coin  m 
de  la  râleur  nio^-ti 


des  points 
1  le  même  que  celui  dont  M.  Priat^beini  ■  ilëja 
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Voss^À.).  a.  —  Sur  le  nombre  des  transformations  cogrédienlcs 
et  adjointes  d'une  fornic  bilinëaire  en  elle-même.  (211-272). 

Vota  (A.)^  b.   —  Solutions  symétriques  et  alternées  de  l'équation 
SX  =  XS'.  {273-281). 

a.  Le  problètne  w  ramène  à  la  détermination  du  nombre  de  solutions  linjai- 
remcat  iodépendanlcs  de  deux  systèmes  d'équations  lioéaires  déterminées. 

Dans  le  cas  général,  l'étude  directe  des  mineurs  des  déterminants  de  ces 
dens  systèmes  d'é>iuations  linéaires  ne  semble  pas  être  facile.  Mais  il  est  un 
cas  particulier  où  ceHe  élude  se  ramène,  par  des  apéraiions  rationnelles  seule- 
mcot,  i  celle  de  la  rnoctiuu  raractéristique  de  la  forme  envisagée.  M.  Voss 
cooMcre  la  plus  grande  partie  de  son  Mémoire  à  l'étude  de  ce  cas  particulier 
qu'il  développe  arec  tnin.  Le  dernier  paragraplie  contient  toutefois  quelques 
considérations  d'an  caraclcre  plus  général. 

On  remarquera  le  lien  qui  unit  la  solution  du  problème  proposé  i  la  déter- 
mination du  nombre  de  Formes  bitinéaires  X,  symétriques  ou  alternées,  véri- 
Cant  une  relation  de  In  forme  particulière 

SXS'=  S'XS. 

A.  Heeherche  analogue  ayant  pour  objet  de  déterminer  le  nombre  de. formes  K 
•.jmétriques  ou  alternées  qui  vérJQent  une  relation  dé  la  forme 


Charlier  (C).  —  Recherche  sur  les  méthodes  permettant  de 
construire  des  Tables  pour  les  perturbalioDs  des  petites  pla- 
nètes. {a8;-3o8). 

von  Voit,  —  Notice  biographique  sur  Franz-Ernst  Neumann. 
(3.'ï8-343). 

Seefigef  (//.).  —  Sur  la  loi  de  gravitation  de  Newton.  (373-4oo). 

I>'aprvs  M.  Sceligcr,  si  nous  admettons  que  la  loi  de  gravitation  de  Newton 
s'apiiliquc  i  tonl  l'Univers,  il  nnus  faut  aussi  admettre  que  les  masses  de  den- 
sité Raie  u'oecupeal  qu'un  c-piK-ryîni  (et  non  indélîni)  dans  tout  l'Univers.  Si, 
NU  fonlraire,  nous  admciiuns  <|iie  les  masses  de  densité  finie  distribuées  dans 
l'Uaîvvrs  y  occupent  un  e»pat:c:  inrioi,  il  nous  Tant  aussi  admettre  que  la  loi  de 
Newton  ae  saurait  être  qu'une  loi  approchée.  Il  est  fort  possible  que  l'on  par- 
vieane  nn  jour  A  expliquer,  sans  modiTier  aucunement  la  lui  de  Newton,  les 
qaetqaM  nres  anomalies  que  semble  encore  présenter  noire  sysléme  solaire; 
I  in*f»>  même  alors,  on  ne  serait  aucunement  en  droit  d'en  conclure  à  la  pot- 
f  ' tUriii té  d'éleniiii:  la  lui  ck'  Newton  A  tout  l'Univers;  bien  au  contraire,  on  devrait 
«doieltre  que  seules  Ick  petites  dirnensions  de  notre  système  solaire,  relative 


6.1  SKCONDB  PAHTIS. 

meni  nui  diïUnce*  qui  nog*  téparcnt  des  étoile*,  pemMtteal  de  !>■  apflifi^*' 
■■ni  aucune  correction  I*  loi  de  Newton.  ^ 

Dans   one  Kconde  partie  de  ion   Mémoire,  M.  Seelîger  b 
l'hypothèK  d'une  maise  iulinie  distribuée  dans  rUaiTera,  il  l 
aieettaire,  pour  expliquer  que  l'éclil  de  la  voûte  céleUa  eu  loin  d'être  tcf^^^\ 
parable  à  celle  du  Soleil,  de  supposer,  comme  l'ont  (ait  L.  de  Cbmanx  et,plk^ 
tard,  Olbers,  que  la  lumière  provenant  des  étoiles  eit  abaorbée,  en  toal  o^^ 
partie,  par  les  eapaces  célestes  qu'elle  iraverse  avant  de  b*fpw  notre  rétine' 


Lindemann  (F.),  —  Continuation  analytique  dei  fonctions  qo.* 
permeitent  d'eflecluer  la  représentation  conforme,  sur  un  demi'* 
plan,  de  i'sirc  inlérieure  à  une  conique  donnée.  (4oi-4s<4)- 

[.es  (armutcs  au  moyen  desquelles  on  peut  eOectuer  la  repréieatalioa  coo 

forme  sur  un  cercle  de  rayon  égal  A  i  ou,  si  l'on  veot,  sur  un  demi-plan,  sait-' 
lie  la  partie  d'un  plan  située  i  l'intérieur  soit  de  celle  située  i  ruléiienr,« 
d'une  ellipse  ou  d'une  parabole  sont,  comme  on  sait,  dues  k  U.  H.-A.  Scbwan  ^ 
[Œuvrez,  I.  II,  p.  77,  101  et  iji].  M.  Lindemann  a  résolu  le  même  probMse  ^ 
dans  le  cas  où  l'ellipic  est  remplacée  par  une  hyperbole. 

Dans  sa  Communication  i  l'Académie,  il  commence  par  établir  i  ooavcan  - 
les  Turmulcs  de  M.  Schwari.  Il  étudie  ensuite  la  continnatîOD  analytique  de  ' 
chacune  des  fonctions  obtenues. 


ron  ll'eber  {Ed.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivée»  partielles 
du  second  ordre  dont  l'intégration  se  ramène  &  celle  d'éqDitions 
diflVrcnticlIes  ordinaires.  (  iab-^Z-). 

Ko  s'appuyadt  sur  une  suite  de  propositions  énoncées  sani  démonatration 
eu  i»-3  par  H.  Lévy  dans  les  Compta  rendu*  de  l'AemUmU  dt*  Seitmem, 
M.  Kitnig  a,  daos  le  tome  XXIV  des  JUathematùcke  Aimaten,  énonoé  k  sea 
tour,  sans  le  démontrer,  un  théorème  d'après  lequel  l'applicalioB  de*  criteriaa* 

:   M.    Dariniu»   {Aiuialei   de    l'École  NormaU  i 


î> 


;_ 
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Pringsheim  {A),  —  Sur  la  limite  et  sur  le  domaine  limite  entre 
convergence  et  divergence.  (6o5-624). 

Eovisageons  deux  suites  indéfînies  monotones  décroissantes  de  nombres  posi- 
tifs tendant  vers  zéro, 

^0»         *'!»         ^2^         •  •  •  J        ^n»        •  •  •  1 
^$f       ^I»       ^2»        •••»       ^11»        •••» 

l«  première  conçergente,  la  seconde  divergente,  telles  que  Ton  ait,  pour  chaque 

indice  v, 

d^  >  c. 


t  "^     »> 


que 


,.      d^ 

lim   — î^  =  -♦-oc. 


M.=  ""      C 


f 


Si 

teigne  une  suite  indéfinie  monotone  de  nombres  positifs,  cette  suite  ne  peut 

être  qae  convergente,  lorsqu'il  existe  un  entier  n  tel  que,  pour  tout  indice  v^ny 
oa  ait 

dit  ne  peut  être  que  divergente,  lorsqu'il  existe  un  entier  n  tel  que,  pour  tout 
iodice  v^n^  on  ait 

(B)  a^^d^; 

Mais  si,  quelque  grand  que  -soit  l'indice  Vy  a^  vérifie  les  inégalités 


ios  qae  Ton  puisse  assigner  un  nombre  déterminé  n  tel  que  l'on  ail  pour  tout  v 
plus  grand  que  n,  soit  c^=  a^,  soit  a^  =  d^,  les  deux  cas  peuvent  se  présenter, 
la  soite a«,  a,,  Hj,  . . .,  a„,  ...  peut  être  convergente,  elle  peut  aussi  être  diver- 
gente :  on  dira,  dans  ce  cas,  qu'elle  appartient  au  domaine-limite  entre  con- 
vergence et  divergence,  borné  par  les  deux  suites  c^^  c,,  ...,  c„,  ...,  et  d^y 

p.  da  Bois-Reymond  et  plusieurs  autres  géomètres  ont  cru  qu'il  suffisait  de 
'lEaccr  arbitrairement  ces  deux  bornes  c^,  c,,  . . .,  c„,  . . .,  et  £^o,  cf,. . . .,  e/„,  . . . , 
|lonr  pouvoir  partager  les  séries  à  termes  positifs  décroissant  d'une  façon  mono- 
toae»  en  trois  groupes  nettement  caractérisés,  le  premier  par  les  inégalités  (A), 
te  second  par  les  inégalités  (B),  le  troisième  par  les  inégalités  (C).  Ce  n'est 
pas  exact.  On  peut,  en  effet,  démontrer  que,  quel  que  soit  le  choix  que  l'on  ait 
-Cnit  des  deux  bornes  c«,  c,,  c,.  ...,  c„,  ...  et  d^y  d^y  d^y  ...,  </„,  ...,  il  existe 
ttae  inûnité  de  suites  monotones 

^•0»       "M       ^»»        •••>       **n»        •••1 

«'appartenant  à  aucun  de  ces  trois  groupes  et  pour  lesquelles  on  a.  ou  bien 


icoNiH':  l'Aimi- 


a;<c-,.     a^Xi^ 


pour  un  nombre  indiifiDi  d'indices  dUtincts  y.  et  gi;  dan; 

nombres  1  et  ]j.  épufiflot  entiércmont  la  suite  des  oomhre»  entiers  plus  |,-r«ndfi 

qu'un  nombre  assignable  ». 

Ainsi  à  tout  choix  de  deux  suites  monotones  c,.  r,.  c,,  ...,  c,.  ...  ''t  à,,  d,. 

d,,  ...,d,,  ...,  correspond  une  înQnilé  de  suiti^i  monotones  a',,  a',,  aï 

n'„,  ...,  n'appartenant  pas  au  domaine-limite  entre  convergence  Et  divergcnco 

borné  par  les  deui  suites  c„  c,,  c„  ...,<■_,   . . .,  et  rf„  rf,,  d„  ....  rf,. ,  et 

dont  la  Donvergrnnc  ou  divergence  ne  peutcepcndaat  pas  ftre  discernée  en  com- 
parant les  termes  a',  avec  ecax  de  mime  Fang  e,  ou  ^,.  On  en  conclut  qu'il  nr 
saurait  exister  i  la  fois  une  borne  générale  de  convergence  et  une  borne  géoe- 
ralc  de  divergence?,  Or,  il  y  a  une  borne  Bénéralc  Je  convergence  qu'on  « 
apprendre  â  (orme»;  il  n'y  a  donc  pas  de  borne  générale  de  divergence. 

Dans  uni;  Eiecondc  partie  de  son  Uid^ire,  M.  Pringslieim  étudie  de  pivs  pr^ 
d'abord  le  cas  de  la  couvetgence,  puis  celui  de  la  divergence  des  aérir.».  Il 
montre  ijue  ii  tond 


lim(i«,)=. 


siiiL  convergente,  mai!t  qu'il  peut  se  fiiire  cluc  cette  suite  ma  conten;enle 
1)111'  la  condition 

«oit  vérillée  qucO/iie  tealenicnl  que  l'ou  suppose  que  le»  nu(nlii'(-:i  ni,  i.ri'i^ 
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teodenl  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  il  existe  une  infinité  de 
séries  monotones  décroissantes 


ûft,    «I,    flj,     ...,    a 


«» 


qui  sont  conçergentes  et  dont  les  termes  deviennent  cependant,  à  partir  d'nn 
terme  quelconque  n,  une  infinité  de  fois  plus  grands  et  une  infinité  de  fois  plus 
petits  que  le  terme  de  même  rang  de  la  suite 


"12  n 


Il  en  résulte  que,  quelque  rapide  que  soit  la  convergence  d'une  série  donnée 


III  I 

c.'  c;'  c; c;' 


» 


00  peut  toujours  concevoir  des  séries  monotones  décroissantes 

qui  soient  divergentes  et  dont  les  termes  deviennent  cependant  une  infinité  de 
fois,  à  partir  d'un  indice  quelconque  n,  plus  petits  que  les  termes  correspon- 
dants de  la  série  convergente  donnée,  en  sorte  que  la  limite  inférieure,  au 
sens  de  Cauchy,  du  produit  G^a^  pour  i^  =  00,  soit  nulle. 

On  peut  d'ailleurs  toujours  former  efiectivcment  de  telles  séries  a^,  a^  a^,  . . . , 
a^j  ...,dés  que  les  coefficients  C^de  la  série  donnée  sont  connus.  Ces  résultats 
s'étendent  immédiatement  aux  intégrales  de  la  forme 


/     f(x)dx, 


o&  f{^)  désigne  une  fonction  monotone  décroissante  tendant  vers  zéro  quand  x 
augmente  indéfiniment.  Cette  intégrale  converge  ou  diverge,  en  elTet,  en  même 


Mes  «0 


temps  que  la  somme  2,  fW)'  Chaque  courbe  ayant  une  équation  do  la  forme 

»»=rO 

où  t  est  un  nombre  positif  fixé  arbitrairement  aussi  petit  que  l'on  veut,  forme 
dooc  une  borne  de  convergence  pour  l'intégrale  envisagée,  en  sorte  que  toutes 
îeM  courbes  monotones 

â  intégrale  convergente  sont  situées  au-dessous  de  cette  courbe  xy  —  t)  elles 
conpeot  cependant  une  infinité  de  fois  toute  courbe  dont  l'équation  est  de  la 

forme 

xy  =  0(j7), 

o&  ^(^)  désigne  une  fonction  quelconque  de  x^  tendant  vers  l'infini  en  même 
que  JPp  aussi  lentement  d'ailleurs  que  Ton  veut. 

Il  n'existe,  au  contraire,  aucune  borne  de  divergence  pour  l'intégrale  envi- 
saffée  en  sorte  que  cette  intégrale  peut  diverger,  même  si  la  courbe  monotone 
ayant  pour  é|uation  y=zf{^x)  coupe  un  nombre  infini  de   fois  toute  courbe 
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dont  l'éqaation  j-=  ;(x)e»tielleqae  l'intégrale    /     fix)ilxco«mf  ■«■•*> 
rapidement  que  l'on  veut. 

Lindemann  (F.).  —  Contribution  à  l'histoire  des  originel  el  <3^ 
premiers  développements  de  la  notion  des  poljrëdres  et  des  »y  ***' 
Loles  numériques.  (635-^58). 

On  ailribue  gtniratement  aux  Grecs  l'origine  des  poljédres  régnlicn.  p»^^* 
la  plupart  en  pierre  ou  en  bronze,  que  l'on  a  trouTé»  dans  diTcrses  finiii  V^^ 
ce  «ont,  en  général,  des  dodécaèdres.  Oa  admet  qu'ili  datent  enviriMi  à»  ^f-ï-*-' 
quième  siècle  avant  notre  ère.  M.  Lindemann  ne  partage  pas  cette  d 
voir.  Ajant  constaté  que  l'un  au 
d"oi-igine  plus  ancienne  et  l'ayant 

I.M  habitants  du  Piémont 
que  nous  appelons  Vdge  du  fer 


moins  de  ces  dodécaèdres  eat  cettaiocaK^*  ^^ 
comparé  i  d'autres  dodécaédret  raoïn*         ■"'"' 
:s  (le  l'ancienne  Ganle,  toit  dans  des  rè^B-   '=' 
;lusions  bien  dilTérentes. 

l'tlr  d'Elbe  pendant  la  période  prèhiflorB   -^7* 
ont  été,  d'après  M.  Lindemann.  les  preM*      "' 
sage  des  dodécaèdres  et  des  icosaèdrei  régalien     * 
cri^itaui  de  pyrite  de  fer  trouvés  dans  ces  régions  aOeclent  toaient  1  tri»  ^* 

près  la  forme  d'un  icnsacdre  régulier  ou  d'un  dodécaèdre  i  faces  pentagoBB  -^^^ 
presque  régulières',  puur  ces  habitants  le  fer  était  certainement  on  métal  ■^P^*'^ 
une  grande  valeur;  il  est  donc  assez  naturel  qu'ils  aient  été  frappés  p^-^^^^^ 
forme  presque  régulière  alfccièe  par  ces  cristaux  et  qu'ils  lui  aient  attribik^^^^^ 
sen^  symbolique  conforme  i  leurs  idées  religieuses.  Les  même*  idées  ■eiBl>  ^^^ 
s'èirc  répandues  plus  tard  chez  les  Étrusques  et  les  Gaulois  où  elle*  penisL^ 
encore  du  temps  des  empereurs  romains.  Ce  sont  les  Gaulois,  on,  peat-étr*?^^^^ 
Kirusqucs,  qui  ont  appris  A  l'ythaiîore  l'eiistence  d'icosaèdre»  et  dcdodéeâfc*^^^^ 
(Il  en  c«t  sans  iloulc  de  mi'niu  du  pentafcone  étoile  que  l'on  cnnnaiauit  m^^^^ 
Pytiiagore.  )  ^ 

M.  Undcmann  remarque,  d'uutre  part,  que  les  signes  que  portent  snr  M^^^^ 
Ucci  les  dodéccicdres  d'origine  antique,  et  sans  doute  celtique,  qu'il  a  pa  ^"^^^ 
parer  entre  eux,  sont  des  iigntê  de  nombre*  dont  l'origine  égjptieaa  ^^^^^^ 
babylonienne  n'est  pas  douteuse.  ICn  Kgjpte,  les  symboles  représentant  le* 
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U»mi»  'rtiit  les  unes  et  les  autres  on  caractère  symbolique,  se  rcncunlrent  sur 
to^K  le  littoral  de  la  Médilerrïtife;  on  en  a  fait  L^age  pendant  toute  la  durde 
im   nvoyen  Igeet  même  parfois  pendant  les  temps  modernes. 

BM-  Liademano  conclut  aussi,  des  nombreuses  recheiclies  auxquelles  il  s'est 
lÏTr^  an  sujet  des  signes  tracés  sur  les  polyèdres  d'origine  antique  dont  il  vient 
d'ALin^  question,  que  la  pliilosopliie  pythagoricienne  est  en  relation  intime  avec 
les  dœlriDes  qu'enseignaient  les  prêtres  étrusques  et  gaulois.  Il  rapporte  en 
pMVtÂ allier  à  ces  doctrines  te  godt  prononcé  des  pythagoricien!:  pour  les  rctalioDs 
•y^saC  ■•  esraetèro  arithmétique. 


Tome  XXVll. 


f^»jc»^(v4.).  —  Sur  nnc  exlcDsion  possible  de  la  loi  tlu  Newton. 

^■■fkposons  que  les  pi.inls  de  l'espace  soient  alTrclés  de  cnefficicnls,  les  uns 
^***«^^«, d'autres  négati/i,  d'autres  encore  nuU,  auxquels  nous  donnerons,  par 
"^^   extension  assez  oalui-elle  du  langage,  le  nom  de  ina»u  de  ces  pohits.  Sup- 

^P^**>«as  aussi  r\at  l'action  de  la  eravitation  ne  soit  pas  instantaoée,  mais  se 
P''**I>«ge  par  l'ialermédiaire  de  l'élher,  que  les  masses  des  divers  points  soient 
'*"  »<*itrcti  de  llux  de  forces  allant  des  musses  positives,  par  exemple,  aux 
"""^K^ss  négative),  que  la  somme  des  sources  positiies  soit  égale  à  la  somme 
"^A  s«>Brees  négatives  et  que  l'iînergie  du  cliamp  de  gravitation  distribuée  sur 
"**  ^t^nicnl  lie  volume  dv  suit  donnée  par  une  expression  analogue  à  relie  qui 
"•■^«•«i  d'après  Maxwell,  l'énergie  du  champ  électrique  disiriliuée  sur  iin  élé- 

"'■^■■«.    dv:  il  surfit,  pour  l'obtenir,  de  chan;;er  le  signe  de  reiLprcssion  -  c\'dv, 

•^'***n^t  pur  Mutnell  cl  d'ajouter  une  <c.nslante«,i  ta  fonclii.n  tecinricllc  V. 

"•••^    Sourbilhiii,  qui  y  ligure  et  détermine   l'cLat  bciuoI  du  champ  de  gravila- 

'  Hilipii.rSe  ne  dépendre  que  du  rayon  vecteur  abuuliss.nnt  i  un  point  de 

euvisiigé  dv;  les  toiircti  de  cette  fonction  vectorielle  enlin  sont  snp- 

I  ruIncidiT  avec  les  niasses  [Misitivcs  on  ni'gatives  de  res|>ace.  Quant  aux 

™*"  *      eon9lanle«  c  et  e,.  elles  ilépendenl  du  milieu  par  lequel  on  suppose  que 

l"     R'avilalton  se  propage  dans  l'espace;  la  seconde  e,  est  l'énergie  contenue 

•■*    l'unité  df!  volume  de  l'espace  quand  la  Tonction  \ectoriclle  y  est  nulle. 

^•-     Fuppl  démontre  que,  sous  ces  hypothèses,  deux  masses  queli'un(|ues  de 

"**■••»•  ligne  l'attirent  suivant  ta  loi  de  A'eii(on.  tandis  que  deux   niasses 

^,    "'Ccnquc^  de   signet  contraires  se  repoussent  suivant  la  toi  de  A'eivlon. 

"*  ■  Vci'i  entier  serait  donc  comparable  à  un  ensemble  de  masses  éleclriqurs 

**ne)  positives,  les  autres  négatives;  seulement  là  oit  il  v  aurait  allrarlion 

'*T^    «=*»  masses  électriques  il  y  a  répulsion,  et  inversement! 

^^**    sait  que  l'uD  a  observé  dans  plusieurs  systèmes  d'étoiles  doubles  que  te 
**^«ment  relatif  du  compagnon  autour  de  l'étoile  principale  a  lieu  conformé- 

1*****^    k  la  loi  de  Newton.  D'après  le  théorème  démontré  par  M.  Kôppl,  ce  fait 
.       *■    ^nt  aussi  bien  concorder  avec  l'iiypollièse  d'après  laquelle  l'étoile  prii 


'■^l*n 


Il  campagoon  aurai 
dtt  Sehace*  malfirm.,  3 


s  négali 
.  X\V.  (Mars  i>joi). 


'S  deu> 
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c«lk  [l'apr^a  lu<[ucll«  Icut-s  masses  » 
quG  Ir  disirihulioa  de  Onergîe  dans 
U  loi  analogue  à  celle  de  Maiwell, 
dVn  cnnclure  que  )c  champ  de  la  gr 
ii  peul  turl  bien  élie  IJruilé;  il  Vcsl  i 
tliéses  que  M.  Fiippt  eBliine  aruir  i\ 
cninme,  malgré  lout.  ce»  hypolLéses 


fiosilivcs  touiMdeas.s!  Vaa  admri 
cnp  de  la  grarilalion  >  lieu  saîvaal 
e  plufl  haut.  On  nVst  pu»  en  diait 
n  sVtend  n£ces<aimnrnl  à  l'inllni; 
liypolbèses  tatle»  plus  liaul,  Iiypn- 


e  de  V 
des  liypotbês 


mklar 


r  les 


y  pcoc 


Piingslteim  {A.).    —   Sur    les  principes    fondaincnlaux.    de    U 
tbéorie  des  séries  à  double  entrée.  (lOi-iSa). 


e  éléoienuire.  M.  Priiig 


exposer  en  ddiail  c 

s  Ic^uetli»  les  lin 


irniti^s  supérieures  d'indélerniiuation 
«upjlimjupaMl  ILmsuj.  riimtupa^"!. 


Les  dilTérentes  érentualités  qui  peuve 
vergearE  ou  de  lu  dïvrrgenL-c  d'une  séi 


liminfriuKinfa'-l. 
ï=.»    L  !>  =  -      ""  J 


i  double 


s  l'éliide  de  la 
sont  enï^uitr  n 


m  formées  pai 


lelleaieiit  la  dilTcrence  qu'il  y  a  entre  une 
simple  enlrée  dont  tes  clémcnls  sont  Irt 
colonnes  (ou  les  lignes)  de  celle  sériel 
DIS  un  ou  plusieurs  exemples. 
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des  éléments  d*iine  st^ric  convergente  à  double  entrée 

u^^       (jx,  V  =  o,  1,  2,  ...,  x), 

et  si  chaque  colonne  et  chaque  ligne  du  Tableau  formé  par  les  éléments  u'^^  de 
cette  série  à  double  entrée,  converge,  ou  encore  oscille  entre  des  limites  finies, 
la  série 

fV.,     W,,     «Vj,      ...,     tv,,      ... 

ne  peut  aussi  que  converger  ou  osciller  entre  des  limites  finies,  tandis  qu'elle 
ne  peut  jamais  diverger  dans  ic  sens  propre  du  mol.  Dans  le  cas  où  chaque 
ligne  et  chaque  colonne  du  Tableau  envisagé  converge,  on  a  d'ailleurs  néces- 
sairement 

il  =  • 

c       V 

■ 
Parmi  les  séries  cimvcrgcntes  à  double  entrée 

l/J;"  (JX,   V  =r  O,  1,    !?,   ...,    X), 

celles  pour  lesquelles  la  série  à  double  entrée 

l'^li^'l         ([A,  V  =  o,  1,  J,   ...,  x) 

est  convergente  jouent  un  rôle  particulier;  on  dit  qu'elles  sont  absolument  con- 
Tergeotes.  On  sait  que,  duns  toute  série  à  double  entrée  qui  est  absolument 
convergente,  on  peut  intervertir  à  volonté  Tordre  des  termes,  ou  grouper  à 
Tolonté  ces  termes,  sans  changer  la  valeur  de  sa  somme.  Inversement,  lorsque, 
tians  une  série  à  double  entrée  convergente^  on  peut  intervertir  à  volonté 
i'ordre  des  termes,  ou  grouper  à  volonté  ces  termes j  sans  changer  la  va- 
i^ur  de  sa  Momme^  cette  série  à  double  entrée  est  nécessairement  absolument 
canvergenie. 

Un  dernier  paragraphe  est  consacré  à  l'exposé  de  diverses  méthodes  propres 
A  fournir  des  critériums  de  ronvorgcnro  el  de  divergence  pour  les  séries  à 
double  entrée. 

Lindemann  {F.)*  —  Lettre  de  M.  Ilcrniite.  (i53). 

M.  Lindemann  donne  lecture  à  l'Académie  d'une  lettre  de  M.  Hermite  dans 
laquelle  Tillustre  géomètre  remercie  l'Acadéniie  de  l'envoi  qu'elle  a  bien  voulu 
lai  faiire  des  Œuvres  complètes  de  liesse  et  rend  hommiige  aux  services  rendus 
à  la  science  par  ce  malhémalicien  bavarois. 

von  Orff{K.),  — Remarques  sur  Tulilité  que  peuvent  avoir  pour 
le  développement  de  la  Géologie  les  mesures  de  la  pesanteur 
effectuées  en  diverses  régions.  Rapport  sur  les  mesures  eflec- 
(aëes  en  Bavière  au  moyen  du  pendule.  (135-179). 

Oa  ae  saurait  déduire  directement  des  mesures  de  la  pesanteur  effectuées  en 
régions  aucune  conséquence  concernant   la  constitution   interne  du 


SECONDE    P.VIirili 


lir  lori'c^lro:  muis  »ï  t|uclqiie  li.vpntli^e  cnncernanl  In  pn^llnn  aeciifie  |>ir 
(iia^ïci  pcrlai-tMlriccs  s  tué<>  A  l'inliHieiir  du  f^My  tprrcslre.  ou  cocjirf 
orme,  Ifs  dimension»  et  lu  itcnait<l  dn  ces  niasar;,  iirinble  vra>seinl>lal>l«  auï 
l<i^ii«,  les  mesures  dp  lii  pesiintcue  peiineltcnt  de  contrôler  l'Iiypiiili^st  uu 
moins  de  décider  s'il  ,v  a  lieu  de  lii  rejeter  purem«nt  n  simpkiiicnt  nu  ûr 
vUagcr  comme  a^aat  <[ueliup  ciractCrc  de  pruhabllilé,  M.  von  OrfT  en  il'innc 
r„.,npl.. 

n  (//.).  -  Sur  les  fo.icli.m!  inolO 


.(,»,., uf>). 


ri)iiriiiton  iiit'Ciiiiiquc  rnliomielle  l'expression 
iniiiini  [iia(1i<^mnliifuc  qiicknnque,  en  un  p 
ndiie  Ac  de  ce  eonlinuuin,  élément  dans  h-q 
•t  Ant.  nn  sutistilue  en  Pliysiqiic  rupdrimenlale  la  formule  appruchée 


sseïp-.'oin^ue.d-«n 

lop(>é  par  l'éliimiMit 

1^  U 


-tj- 


l'iiilégralc  est  étendue  à  Inni  les  éléments  de  la  petile  étendue  envisagée  Av, 
sinie  ijiie  i,  irsl  une  valeur  moyenne  de  l  dans  le  volume  de  Ai*.  On  soppu- 
■»  qu'en  Elii][)nc  point  itltué  A  l'Intérieur  de  l'élendiie  envisagée,  l'ci>prKssïnn 
ic  diiïére  de  la  valeur  d'une  Tonelion  rotilinue  drlenninée  de  x,  y,  =  ijue  do 
aniîLés  qui,  par  rappnrt  i  l'unité  de  densité,  snnt  petites,  de  l'ordre  du  np* 
n  des  dimcn-iiins  de  iv  A  l'unité  de  l»ni:iiciir. 

iniis  celle  liypiiiliéE^r,  M.  Korn  se  propose  d'éVHluer  l'erreur  «luc  l'on  ciimnMt 
reiiiplaçanl  i  par  i,  dans  la  foi-mule  de  d'Aleiiilicrt  Ci>nvennnl  «u  cas  où  il 
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'  très  faible,  remplissant  tout  l'espace.  Supposons  que  noire  système  solaire  soit 
ioivié  par  des  éléments  E  beaucoup  plus  compressibles  baignés  dans  le  fluide 
impondérable  et  que  la  partie  de  ce  fluide  impondérable  dans  laquelle  se  trouve 
notre  système  solaire  soit  soumise  à  une  pression  périodique.  On  peut  démon- 
trer qoe  les  éléments  E  se  mettront  alors  tous  à  se  dilater  et  à  se  comprimer 
alternatiTemeot  de  telle  façon  que  les  périodes  et  les  phases  des  oscillations 
représentant  ces  pulsations  des  éléments  Ë  soient  identiques.  Dès  lors  il  résulte 
des  recherches  de  M.  Bjerkncss  (  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
1879-81;  Journal  de  Physique,  1880)  que  les  éléments  E  du  système  solaire 
se  tnowfroni  comme  s'ils  s'attiraient  suivant  la  loi  de  Newton. 

Un  appareil  construit  par  M.  Korn  a  pour  objet  de  permettre  de  contrôler 
les  calculs  en  faisant  une  série  d'expériences  déterminées. 

t^oss  (A.).  —  Conlribulion  à  la  théorie  des  déformalions  iiiGni- 
ment  petites  des  surfaces  flexibles.  (22g-3oi). 

Dans  sa  Théorie  générale  des  sur/aces  (  t.  IV,  p.  f\2  et  suivantes),  M.  Darboux 
a  donné  des  formules  qui  fournissent  les  expressions  des  trois  coordonnées  des 
points  d'une  surface  sous  une  forme  que  l'on  peut  envisager  comme  résultant 
d'ane  transformation  eu  coordonnées  curvilignes  quelooi)<|ues  des  formules  de 
LeiieuTre  (Bulletin  des  Sciences  mathématiques ,  18S8,  p.  126).  Les  formules 
de  M.  Darboux  présentent  un  intérêt  particulier;  elles  permetteiii,  par  exemple, 
de  mettre  les  équations  aux  dérivées  partielles  d'une  surface  courbe  quelconque 
sons  une  forme  tout  autre  que  celle  de  Gauss  et  bien  plus  avantageuse  à  cer- 
tains égards. 

Le  Mémoire  de  M.  Voss  a  pour  objet  de  montrer  que  cette  forme  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  d'une  surface  courbe  quelconque  facilite  singu- 
lièrement Tétude  générale  des  déformations  infiniment  petites  des  surfaces 
flexibles.  Dans  l'exposé  d'ensemble  qu'il  fait  de  la  question,  M.  Voss  retrouve 
naturellement  plusieurs  des  résultats  connus  dus  à  MM.  Darboux,  niunclii  ou 
Cosserat,  mais  il  parvient  aussi  à  quelques  propositions  nouvelles  qui  pourront 
elles-mêmes  servir  de  point  de  départ  à  de  nouvelles  reclierches. 

jPrùigsheim  (A.).  —  Sur  la  notion  de  limite  de  convergence  de 
Paul  du  Bois-Reynnond  et  sur  une  forme  particulicre  donnée  par 
cei  auteur  à  la  condition  sous  laquelle  une  série  est  conver^^cntc. 
(3o3-334,  356-358). 

Paul  du  Bois-Reymond  a  cherché  {Mathematische  Annalcn,  t.  X\I.  p.  iJ8 
et  saivantes)  à  légitimer  l'introduction,  dans  la  théorie  générale  des  fonctions, 
d'vpe  certaine  fonction  t(a)  (qu'il  démontre  d'ailleurs  ne  pouvoir  être  uncune 
jdcs  fonctions  connues)  marquant  la  limite  entie  la  convergence  cl  la  diver- 
^ace  des  intégrales  de  la  forme 


/ 


-   t(2)d2, 

a 


ce  sens  que  pour  toutes  les  fonctions  t{a.)<  t(a)  dans  rinlcrvalle  en\isiigé. 
fialégrale  serait  convergente  tandis  qu'elle  serait  divergente  pour  toutes  les 
fesctions  <(«)>t(a)  dans  l'intervalle  envisagé. 


74  SKCUNUK  TAUTIE. 

M.  ri'iugilicim  CKNiniiie  dï  pvè»  les  areuniruls  ilc  P.  du  I 
inonlre  qu'iU  «onl  loin  d'être  prabBnt«.  L'étudi;  de  la  fafiin  dont  I*.  du  Buïi- 
neyniinid  a  présenté  U  eondiLion  néces<iire  el  sutfisanle  de  U  nonvergeofc 
id'nne  série  doanL'e  p»T  Ctuchy  daai  le  Tome  II  de  ses  Extrcieet  de  Matht- 
matiquc»  (p,  ïïi).  «mine  ensuiic  M.  Pringsheim  à  critiquer  plu«(cur«  des(d<^n 
funil* mentales  émises  par  P.  dn  Duis-Hcjfmond  sur  les  prineip»-*  de  U  Ibiirie 
des  tondions. 

Dyck  { \V.).  —  Sur  les  machines  ù  calculer  en  géiiûrul,  cl  sur  un 
noDvcati  t^jio  de  macliiac  à  cnlcdler  construit  piir  MM.  O. 
Sleijcr  el  E.  Egli,  à  Zurich.  (335). 

PringsUelm  {A.).  —  Sur  deux  lhdor.'-ni.>s  d'\b«l  concernant  la 
continiiité  tics  fondions  rei>r(?  se  niées  ]>;ir  des  sumiiics  de  séries 
convergentes.  (343-356), 


Il  s'3t;iL  de  dnii  lliéorcm 
el  donl  le  premier  conccrn 


la  c 


AIk'I  (Œiivift.  t.  t.  p.   3i]-iii) 
e  la  f<ini!lioii  de  x  délintc  put  U 


sDmnit   *   a.j"  d"unc  série  etiliÉre  où  l«  roefllcients  «,  îonl  des  o-nsUDtrt 

par  lappiirt  i  -z,  landis  que  le  srennd  cuiiecrno  la  euiilinuiti''  dr  lu   luortioa 

de  y  définie  por  lu  sumine  d'uno  série  eonïi.rgcntc  de  ta  Tornic  >   /,{y)x'. 

dans  laquelle  x  esi  envisagée  comme  une  cunslanic  par  rapport  i  y. 

La  Communication  iln  M.  Pringsheim  comprend  des  eunsidéra lions  liislnri- 
qucs  A  propos  du  premier  de  ces  deux  ih^urèmcs,  suiiipi  d'une  extcniiDo  de 
ce  premier  ibëorême  bhi  fonriimis  d'une  (arial.le  compleieiun  pcoi,  en  cffei, 
déniontrcr  que  si  U  série 


a  un  point  X  de 
ni/ormémenl  dai 


ire  de  s(in  rcrcle  de  convergence,  elle 
limitée  par  uo  qucleonquc  dex  triaft- 
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Xtmior  (5.).  —  Théorie  de  l'équivalence  de  faisceaux  linéaires  oo^ 
de  formes  bilinéaires.  (367-38 1). 

Recherches  rentrant,  quant  au  fond,  dans  Tordre  des  recherches  de  M.  Gordan 
sar  la  théorie  des  Combinantes  ou  dans  celui  de  la  ihéorie  plus  générale  de  la 
transformation  des  formes  de  plusieurs  systèmes  de  variables  par  des  subsli- 
talions  linéaires  indépendantes.  (  Voir  aussi  Frobenius,  Journal  fiir  Mathe- 
matik,  t.  86). 

Le  ^int  de  Tue  auquel  se  place  M.  Kantor  est  toutefois  entièrement  difTé- 
rent.  A  ce  point  de  vue  la  théorie  des  diviseurs  élémenlaires  de  Weierstrass 
apparaît  sous  un  jour  tout  nouveau.  En  résumé,  l'auteur  est  amené  à  une  géné> 
ralisation  de  la  théorie  de  Péquivalence. 

t^on  Voit»  —  Notice  biographique  sur  Carl-Thcodor-Wilhelni 
Weierstrass.  (402-409). 

"VOn  Voit,  —  Notice  biographique  sur  Ilugo-Johann- August 
Gyiden.  (409-41 3). 

t»o/i  Orff  {K,).  —  Rapport  sur  les  mesures  de  la  pesanteur  exé- 
cutées dans  le  courant  de  l^année  par  la  section  bavaroise  de 
l'Association  géodésique  internationale,  en  vue  de  contribuer  à 
la  détermination  de  la  forme  et  des  dimensions  de  la  Terre. 

(475). 

\Ldndemann  (/'.).  —  Sur  l'étude  des  dodécaèdres  et  des  monnaies 
d^origjne  ancienne  ainsi  que  sur  celle  des  symboles  ayant  autre- 
fois servi  à  représenter  les  nombres.  Résultat  de  recherches 
entreprises  pendant  un  vojage  fait  en  Italie  sous  les  auspices 
de  rAcadémie  de  Munich.  (475). 

Celte  Communication  fera  l'objet  d'un  Mémoire  qui  sera  inséré  ultérieure- 
meot. 

Tome  XX VIII. 
Communications  faites  à  rAcadémie  en  1898. 

Frutnke  (^J.-!!.).  —  Transformations  de  coordonnées  dans  un 
réseau  de  triangles.  (iq-SC). 

Lindemann  {F.),  —  Sur  certains  problèmes  d'inversion  que  Ton 
rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (3^-54). 

£«es  équations  du  mouvement  d*un  point  matériel  P  de  masse  1  attiré  par  deux 


SKCO^Dli   l'AHillî. 
net  m' suivant  la  loi  dt  .Vcn 


(id  Ft(u)  ili^ïigiin  un  pol<rnanie  du  quatriûme  dcgrd  A  racines  inig*(»,  el  ■>• 
l«s  limites  supL^rieiires  d'inlégration  p  cl  q  «ont  \iiti  tr^s  «itoplemcnt  »ai 
cocirdannéei  clljpliques  planri  du  piiinl  P,  pour  une  ellipse  de  télircnce  oo- 
teniihlcment  clioisîc. 

n'niitrc  part,  le  moUTcmciit  envisage  se  réduit,  [Ktvr  m' =  a.  bu  mouci^mcnt 
rlli|)li'|iic  (non  troubla)  d'une  planète  autour  du  Soleil,  pourvu  que  U  vit««M 
iniii^ilc  du  piiint  matériel  I'  ne  dépissc  pas  une  limite  diitcrmloéc,  et  l'on  s«ît 
>|ni'  IV'iuitc  de  la  loi  du  mouvement  et,  pur  conséquent,  celle  de  l'cKprewoa 
'{!••,  niurdiiniiccs  du  point  l'  en  fonction  du  temps  (,  se  lameue  b  la  rdsolulïnn 
<lc  l'i'<[utitii.n  de  Kepler. 

Il  Tuul  donc  que  l'inversion  des  lïquations  (i)  se  ramené  i  la  l'csolulion  d'une 
i-quiition  t ra n sec n Junte  identique  â  celle  de  Ki'plcr. 

M.  Lïndeiiiann  coniniencc  pur  établir  cette  équation  IranscendanLe ;  pots  il 
montre  conimcnt  on  peut,  par  itci  Iranirormalions  convi:nablcs,  la  rëttuin: 
cITeRlivement  â  réquation  de  Kt^pler.  Il  eiaminc  enlin  quelques  cooséqucnces 
néomclriqucs  bien  iutfresaaaies  que  l'un  peut  tirer  des  LransformatioaB  cITeG- 
luéea. 


Piingslieim  {A.).  - 
doubles.  { J9-;4)- 


ribi.Li 


la  théorie  des  intégrales 


Lnrsqu'on  suppose  connus  les  rcsuluts  obtenus  dans  la  tlit^oric  des  ensembles 
de  Canlur,  on  n'cprouve  aucune  dirricullc  A  (étendre  «ux  intégrales  dérioie» 
doubles  les  délinitious  el  les  diïmonstralions  concernant  l'eiUlence  des  ioté- 
^'rales  dAltnies  «impies.  Il  en  est  tout  autrement  lorsqu'on  se  propose  de  démoii' 
Irei'  que  le  calcul  d'une  intégrale  définie  double  peut,  sous  certaines  resirïc- 
liiins.  se  ramener  au  calcul  successiT  Je  deux  inlé);rales  déGnies  simples.  Cela 
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lile  A  enWsager  le  cas  où  l'aire  plane  donnile  csl  un  rectangle 
dont  les  cAtés  «ont  parallèles  aux  axe»  coordonnés,  M.  Pringslieim  montre  sous 
i|iielles  conditions  on  a,  en  désignant  par  da  l'aire  élémentaire  dxdy  du  rec- 
tangle. 


Yfn'.n^ 


=  f  •irf  H',y'i<"- 


L  n  arliljce  d'int  on  fait  parfois  usage  dans  la  théorie  de  l'attraction  des  corps 
et  dans  d'autre*  brandies  de  l'Analyse,  mais  que  l'on  n'avait  pas  encore  songé 
A  appliquer  '*  l'objet  actuel,  lui  permet  enfin  d'étendre  les  résultats  obtenus  an 
cas  ufl  le  conluur  de  l'aire  plane  donnée  est  un  contour  curviligne  de  forme 
(iu«looni|iie  tunstitué  par  une  ou  plusieurs  courbes  continues  formées  d'un 
nombre  Tinl  de  parties  monotones  par  rapport  à  cliacun  des  deux  axes  eoop' 
donnés. 

Glan  (P.)-  — -  Recherches  théoriques  sur  les  corps  élastiques  et 
sur  rélcciricûé.  (i  i^-iaS), 

Korn{A.^.  —  Sur  les  catises  du  magnétisme  terrestre  quand  on 
adopte  la  théorie  liydrod^namique  de  la  gravitation.  {i29-i34). 

La  théorie  lijtdrodjnamique  de  la  gravitation  permet  de  se  rendre  compte 
dcï  raisons  pour  lesquelles  l'axe  magnétique  de  la  Terre  est  voisin  de  l'axe  de 
rnlaliun  de  la  Terre.  En  supposant  <[ne  les  oscillations  des  puitationa  de  la 
Teri-r  {voir  l'analj'sede  la  Communication  précédente  de  M.  Korn  i  l'Académie, 
I.  \XVn  dL-s  Sitsangtberichie)  aient  mfme  pi^riodc  et  même  phase  que  les 
oscillations  magnétiques,  M.  Korn  démontre,  en  elTet,  <[ue  l'axe  magnétique  de 
I*  Terre  roTnniile  lulcesiairemenl  avec  son  axe  de  rotation.  Le  manque  de  eoîn- 
adence  absolue,  en  tait,  peut  provenir  de  ce  que  les  rorps  conducteurs  ne  sont 
pas  distribués  d'une  façon  uniforme  à  l'intérieur  de  la  Terre,  et  les  variations 
diurnes  et  .séculaires  du  magnétisme  terrestre  peuvent  avoir  pour  cause  l'action 
exercée  par  les  autres  corps  rélestes  sur  la  distribution  des  corps  conducteurs 
«1  stir  la  direction  des  courants  électriques  dans  l'intérieur  de  la  Terre. 

M.  Korn  indique,  en  terminant,  comment  on  pourrait  étendre  au  magncLismc 
permanent,  en  général,  le  point  de  vue  liydrodynaniiquc  auquel  il  se  place 
dam  sc«  rcchcmbes. 

A'"/«  (.-'■).  —  Sur  la  conservation  de  l'élat  diélectrique  d'un 
(litidc  incompressible.  (i35-i4'»)- 

Lîiiilcmiinn  (F.).  —  Sur  le  tnouvcment  d'un  solide  rigide  autour 
tU-  Miii  ci-nire  de  gravité.  (iSi-aoa). 

L'intéunilion  des  équations  dilTérenticlles  du  mouvement  d'un  solide  rigide 
pcxant  autour  de  soo  centre  de  gravité  se  ramène,  comme  on  sait  i  l'intégra- 
lion  snciiesslvc  de  deux  systèmes  de  trois  équations  dilTérenticlles  simultanées 


SECO.NUK  l'Ainili, 
n  du  premier  de  Mi 


deUi  syiXiraei 

ilégralion  du  second,  aiilEr^ 
ibcrcUes  d'ilrrmitc  ont  pcrmïï  d'apporier 


du  premier  ordre.  L'Inligratii 

espËce  de  dîmcullé;  il  n'en  esl 

les  grandes  siEQpIÎQcationi  que 

a  la  solultoa  de  ce  problème. 

M.  Lïndemiinn  cherche  â  simpliTier 
mouvcmenl.  du  corps  solide  rigide  dan 
rapport  au  solide  rigide.  Le  prcilili^iiie  se  rariièae  alun  i  la  solution  d'un  prU' 
tjlème  d'Hydroitj'DaiiiiqDc  HaiMé  par  M.  Vuigt;  M.  >enske  »  d'aillcors  rampât 
la  solulion  de  ce  probliime  i  dM  quadratures. 

M,  Lindemano  a  (Occtni'  tnus  le*  calculs  en  ne  perdant  pas  un  seul  ïntLant 
de  vue  la  symétrie  et  l'éléfiancc  de^  formules,  el  a  choisi  »es  nolalions  de  façon 
que  les  résultats  se  présentent  sous  la  furme  même  soui  laquelle  ils  ont  élê 
donnés  par  M.  Hei-mile. 

Dans  un  dernier  paragrafilie,  il  monliH-  que  des  eon  si  déni  ions  nnaingues. 
ajaut  pour  point  de  départ  l'anilugie  qu'ollre  le  mouvemi^nt  d'un  solide  rigide 
dans  un  fluide  incompressible  el  le  mouvement  d'un  lolide  rigide  duns  le  vide 
lorsque  l'un  des  points  du  solide  esl  fiKe,  permettent  de  ramener  d«  nitme  U 
solution  de  certains  problèmes  de  rolullon  d'un  solide  rigide  autour  de  son 
centre  de  gravité,  dam  le  on  au  il'autrei  forces  que  In  pesanteur  sont  dittri- 
buées  sur  ce  solide,  i  U  iolulion  de  problàmei  d'Hydrodynamique  déjA  étudiés 
par  DIebscli,  M,  H.  Weber  el  .M.  kiilter. 

Supposons,  pour  ed  donner  un  exemple,  qu'une  masse  m,  snlt  distribuée 
d'une  façon  uniforme  sar  un  cercle  Cie  de  rayou  f,,  ayant  son  eentrc  au  point 
flie  du  solide  rigide  envisagé.  Si  celle  masse  attire  le  solide  rigide  suivant  la 
loi  de  Newtoa,  le  premier  système  de  trois  équatious  diO'ércnlïelles  simultanées 
du  premier  ordre  qu'il  s'agit  d'iolégrer  est  le  suivant 

\^+(C-Il)9r=^f^(B-C)r,Ti. 

B  ^  +  (  A  -  C)  r/,  =  ^-  f  ^  iC-X)-f,-!,. 


■  lit 


s  équatinns  \,  D,  C  design 
le  par  rapport  au  poi 


■ut  les  trois  monjcnls  d'ioerlie  principant 
O;  p.  7.  r  désignent  les  composantes,  sni- 
■nie  en  O,  de  la  »ile«c  ancuUirc  de  rota- 
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dtt  noiiTeaieot  d*an  solide  rigide  dans  un  fluide,  quand  ce  solide  rigide  admet, 
rriativttDent  à  sa  forme  et  à  la  distribution  de  sa  masse,  trois  plans  de  symé- 
trie rectaDgalaire.  M.  H.  Weber  a  étudié  {MathematUche  Annalen,  t.  XIV) 
nn  cas  particulier  du  problème  de  Clebsch  dans  lequel  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  s'intègrent  au  moyen  de  fonctions  tht^la  de  deux  variables; 
les  équations  différentielles  de  ce  cas  particulier  peuvent  être  identifiées  avec 
les  six  équations  différentielles  du  problème  de  M.  Lindemann,  à  condition 
tootefoisde  prendre  ( — /)égal  au  carré  d'une  constante  qui,  dans  le  problème 
de  M.  Weber,  dépend  de  l'état  initial  des  vitesses;  il  en  résulte  que  les  argu- 
méats  des  fonctions  tbéta  de  deux  variables  qui  fournissent  la  solution  du  pro- 
biéme  de  M.  Liodemann  sont  purement  imaginaires. 

M.  H.  Weber  n'avait  poussé  jusqu'au  bout  la  solution  de  son  problème 
d'Hydrodynamique  qu'en  faisant  certaines  restrictions  concernant  les  condi- 
tioos  initiales;  mais  M.  Kôller  {Sitzungsberichte  de  Berlin,  1891)  s'est  affranchi 
de  ces  restrictions  et  a  montré  que,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales, 
la  solntion  du  problème  peut  être  donnée  d'une  façon  complète.  11  en  résulte 
que,  dans  tous  les  cas,  le  problème  du  mouvement  de  rotation  d'un  solide 
rigide  fixé  par  un  de  ses  points  et  attiré  par  la  masse  envisagée  m,  suivant  la 
loi  de  Newton,  peut  être  envisagé  comme  entièrement  résolu.  Si  le  solide 
rigide  est  pesant,  le  point  fixe  doit  être  supposé  en  son  centre  de  gravité. 

Â/ycA  (  ïf').  —  Conlribtition  à  la  théorie  du  polenliel.  Troisième 
article.  ( 203-224 )• 

EDTÎsageons  dans  un  espace  à  n  dimensions  une  région  (R)^  de  dimen- 
sioo  (il  —  k),  ayant  pour  enceinte  une  variété  d'ordre  («  —  k  —  1);  désignons 
par  s^yZ^,  '*'i^m  '^^  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'espace  à  ^i  dimen- 
sions; les  coordonnées  des  points  de  la  région  (R)i^  vérifient  l'inégalité 


et  les  k  égalités 


F,(«„  ^j,    ...,  5„)>0 


't(*l»  ■*»»    •  •  •»  ^h)  —  **»         ^jC'^n  '•jî    •  •  •>   -^n  )  —  **' 


**  k\^lf   ^2'    •  •  •»    ^nf 


O, 


taodis  que  ceux  de  l'enceinte  de  (R);^  vérifient  les  (A*  + 1)  égalités 
mP0\^i%  ^t  • .  -t  ■*»)  =  o,       F, (5,,  z^y  . . . ,  z^j  =  O1       •  •  «1       F|^(5,,  z^y  . . .,  -„)  =  o. 

Désignons  par  A,,  A,,  ...,  A    les  points  de  lu  région  (R)jb  dont  les  cnordon- 
(a|,  €1),  ...,  a^)  annulent  {n  —  A)  fonctions  univoqucs 


*^M«iv*i> -^i»  ••  •!  ^1»)  —  **»      '^fc+îC'^ii  ^2»  •  •  •»  ^„)  —  o>       •••»      1*11(^1» -^j»  •••>--») —  O 

des  n  variables  réelles  ^p  z^y  . . .,  z,^,  en  sorte  que,  si  ai'\  aj'^  . . .,  alp  sont  les 
coordonnées  dii  point  A.,  on  a 


et 


poar 


F.(al'\  a'j\  ...,  ai'>)>o 


F^{a\^\a['\  ...,  a!;\):=.o 


/7  =  I,  a,  , .  .y  n. 
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M.   Dyck  démnaire  que  l'on   peut   obtenir,  au   moyen   de  àtm   i 
muttipics,   l'une   d'ordre   (ii  —  kj   étendue   H   tuule   la   régioa    (  It  ), .   l'iulrc 
d'ordi'e  (n  —  t  —  t)  élendue  L  rcDC(!intc  de  celle  région,  la  lomnte 


S=  VF(a','',  ni'',  ...,al;') 
des  i-aleura  que  prend  une  fonriion  unh-oqae  quelconque  donnte 


'■(', 


=J 


de)  n  variablet  reellet  Si,  s,,  ■ . .,  -..  niu:  poinlt  eiu'Uagà  A,,  A.,  ....  A  . 

C'esl  la  général ia^lioii  noxPLËTK  d'un  problème  bien  connu  résoin  par  Cauchi. 

L'indice  k  peut,  pour  chaque  valeur  dnnoée  de  R,  prendre  une  quelconque  drs 
valeiir?  a,  i,  j,  . ..  (n  — i).  Dam  le  cas  oii  *  =  n  —  i,  ta  délermiontion  de  la 
somme  S  se  ramène  i  celle  d'une  intégrale  simple  Cl  i  nelle  d'une  samoie  al^' 
brique.  Dans  le  cas  oii  /■  =  o,  la  région  {R),  cil  de  rafme  dimension  n  que 
l'espace  dans  lequel  elle  est  située  et  l'enceinle  de  celte  région  a  pour  équaliuu 


P.l^,.' 


les  dciii  intégrales  qui   rnurnissenl  la  somme  S  «ont  alors   l'une   d'ordre  n, 
l'autre  d'ordre  (n  —  i).  e[  l'un  retombe  sur  un  Eliéui-éine  dùinontré  pur  Kroncrker 
en  i8G;)daiis  les  Aloniuteberkhle  de  llerlia. 
Toulcruïs.  quand  oa  applique  le  Lliéoréme  de  Kruiieckcr  à  une  fonciion  uni~ 
innée 
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de  Texpréision  Iroavée  par  Kroneckcr  celle  de  la  somme  chcrcliéc 


i=p 


S=^F{a[^a^/\  ...,al''). 


M.  Dyck  montre,  en  outre,  que  si  Ton  remplace  /{z^J  z^.  ...,  z„)  par  le 
prodait  de  F(:;|,  s^t  ...,  2„)  par  une  autre  fonction  convenablement  choisie 
et  tout  aussi  aisée  à  former  que  la  fonction  <l>(«p  ^s,,  ..,,  z^),  la  formule  de 
Kronecker  fournit  l'expression  de  la  somme 

i=t 

des  Taleurs  absolues  de  la  fonction  F{z^yZ^J  ...,£„)  aux  points  Ap  A,,  . ..,  A  . 

Ce  qui,  dans  le  Mémoire  actuel ,  se  rapporte  au  cas  où  A'  =  o  peut  être  con- 
sidéré comme  le  développement  des  Communications  à  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris  que  Ton  vient  de  rappeler.  Si  l'on  remplace  P(S(,^2,  ...,  ^n)y  Q"i  ^^^ 
4  notre  disposition,  par  V unité,  l'expression  de  S  fournit,  en  particulier,  le 
nombre  p  de  points  A|,  A,,  . . . ,  A  situés  dans  la  région  (  R  )o,  et  la  formule  que 
l'on  obtient  coïncide  avec  celle  due  à  M.  Picard  {Comptes  rendus,  7  et  12  no- 
vembre 1891),  qui  Ta  d'ailleurs  obtenue  par  une  autre  voie. 

La  forme  des  fonctions  données  peut  ne  pas  ôtre  avantageuse  pour  elTectuer 
les  intégrales  multiples  à  la  détermination  desquelles  se  ramène,  dans  tous  les 
cas,  la  somme  S.  Dans  cet  ordre  d'idées,  on  peut  observer  tout  d'abord  que 
VAnafysù  situ»  fournit  parfois  un  moyen  de  modifier  avantageusement  les 
fonctions  Fp  F^,  ...,  F„  en  les  remplaçant  par  d'autres  fonctions  se  prêtant 
mieux  an  calcul;  les  zéros  de  ces  fonctions  importent  seuls  en  effet;  il  suffit 
donc  de  faire  ce  changement  de  façon  que  les  points  Ap  A,,  . .  •>  A  ne  changent 
pas.  On  peut  de  même  modifier  parfois  avantageusement  la  fonction  F  en  la 

faisant  varier  d'une  façon  continue  sans  que  les  valeurs  F(aV\  n-j'\  •••,  a^n) 

qu'elle  prend  aux  points  Ap  Aj,  .*.,  A  ne  changent.  On  peut  aussi,  et 
cette  remarque  est  loin  d'être  aussi  évidente,  remplacer  la  fonction  donnée 
^•(^1»  ^3f  •••*  ^n)  dont  dépendent  les  limites  d'intégration,  par  d'autres  fonc- 
tions se  prêtant  mieux  au  calcul.  iM.  Dyck  montre,  en  effet,  que  l'on  peut, 
dans  tous  les  cas,  remplacer  les  intégrales  à  effectuer,  par  ces  intégrales  prises 
dans  des  régions  (T)  arbitrairement  fixées  parmi  celles  qui  comprennent  le 
diamp  d'intégration,  et  par  d'autres  intégrales  déterminées  étendues  aux  mêmes 
oonvelles  régions,  intégrales  dans  l'élément  différentiel  desquelles  figure  la 
fonction  F,  que  Ton  a  éliminée  des  limites  des  champs  d'intégration. 

Dans  le  cas  où  Ar  =  o,  la  détermination  de  la  somme  S  peut  ainsi  toujours  se 
ramener  à  celle  de  deux  intégrales  multiples  effectuées  dans  l'espace  à  n  dimen- 
•iiMis,  l'une  d'ordre  n^  l'autre  d'ordre  (/t  — i),  étendues  à  des  variétés  planes 
^ractérisées  chacune  par  le  fait  que  l'une  des  variables  ^p  z^^  ...,  ;;^  y  a  une 
ymlenr  constante,  en  sorte  qu'elles  forment  dans  l'espace  à  n  dimensions  une 
00ure  tcalaire  analogue  à  un  polyèdre  dont  les  faces  seraient  toutes  parallèles 
à  l'an  on  à  Tautre  des  trois  plans  de  coordonnées  rectangulaires. 

Kionecker  avait  démontré  son  théorème  fondamental  concernant  la  déter- 
nination  de  S  dans  le  cas  où  k  =■  o,  au  moyen  de  formules  empruntées  à  la 
fliéorie  da  potentiel  d'une  masse  distribuée  dans  une  région  déterminée  à  n  di- 
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inensions  iiluv«  dans  un  espace  A  n  diroeoiiiuns.  M.  Djck  éUbiit  In  prapriii- 
itons  les  plus  générales  que  nous  veaoas  de  citer  au  ronfcnde  branla  coBcer* 
nant  le  poieniiel  d'une  maste  dislribn£e  dans  une  viriëtt  É(it  —  i')diiiien*io«», 
section  plane  de  la  misse  i  n  diinenaions  eniiMgfe  par  Krooeekrr. Dau  le  cai 
où  k  =  n  —  i  le  potentiel  lugariiliuiique  remplace  le  poteotiel. 

Seeliger{Il.).  —  Considéra  lions  générales  sur  ladîstrîbatlon  des 
(étoiles  dans  l'espoce.  {2'i6  et  363). 
Cette  Communication  est  publiée  dans  les  IBémnire»  de  l'Académie, 

Pringsheim  {A.).  —  Sur  la  convergence  des  frac  lion  s  continues 
illimitées.  (295-3'î.O- 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'élablisscment  de  conditions  êuffiëante*  poar  la 
converijeiice  de  fractions  continues  illimitées  dont  Ici  termes  sont  det  qdintitë* 
quelconques,  réelles  ou  complexes.  Ces  conditions  sont  tris  simples  et  assci 
ffiniïrales  pour  permettre  dans  un  nombre  de  cas  relalivemenl  considérable 
immédiatement  la  convergence  des  fractions  cnntinuei  que  l'on 


dont  les  termes  b„a,,  b,,  a,,  b,,  ...,  a,,  £,,  ...  soient  des  quantiUs  rtelles  «■ 
imaginaires:  désignons  par  A.,  B„  A,.  Il,,  ....  K,,  B„  ...  le*  expreuioas 
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la  fradion  continue  illimitée 


83 


(a) 


•n-*-l 


à^ 


««+ 


-3 


+1 


à^ 


+s^. 


a 


*^Ô-H- 


obteoue  eu  laissant  de  côté,  dans  l'expression  (i),  les  premiers  termes  69,  a,. 
bi^  ....  a^,  b^,  est  encore  convergente,  quel  que  soit  m,  et  celles  pour  les- 
quelles il  existe  au  moins  un  ^ntier  positif  m  pour  lequel  la  rraclion  continue 
illimitée  (a)  est  divergente.  Nous  dirons  des  premières  qu'elles  sont  conver- 
gentes s€ms  restriction^  et  des  secondes  qu'elles  ne  sont  que  conditionnelle- 
ment  convergentes, 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fraction  continue  illimitée 
conTcrgeote 

(3  °' 


*. 


le  soit  sans  restriction,  est  qu'aucune  de  ses  réduites  ^  ne  soit  égale  à  la 

▼alear  finie  K  de  cette  fraction  continue  illimitée  convergente.  Lorsque  la 
fraction  continue  illimitée  convergente  (3)  ne  converge  que  condilionnelle- 
ment,  il  existe  donc  au  moins  un  nombre  positif  m  tel  que  l'on  ait 


B« 


=  K, 


en  sorte  que  l'on  peut  remplacer,  dans  ce  cas,  la  fraction  continue  illimitée  (3) 
par  la  fraction  continue  limitée 


I 


b. 


m  • 


lorsque  K  =  o,  on  a  nécessairement  m  =  0  et  cette  dernière  fraction  continue 
limitée  doit  être  remplacée  par  o.  Une  fraction  continue  illimitée  ayant  une 
somme  nulle  ne  peut  être  convergente  que  conditionnellemeut. 

On  peut  mettre  toute  fraction  continue  illimitée  (3)  sous  la  forme 


Y, 


a. 


*. 


P.?, 


\b,\ 


a. 


a 


Bi'  SUCUSIili  l'Ail  MR. 

où,  pour  chaque  indice  v,  la, |  et  \b,\  ildal^nenl  Ifs  valeurs  ali^UO  de  a, 
eL  6,,  et  a,.  ^,  (Ips  nombres  rfcis  ou  conplcxet  ayant  une  valeur  al«ular  it*'^' 
h  i;  tout  criiëi'iuni  canceraanL  Ih  convergence,  suns  l'nsli-idion  ou  condiliua* 
nelle,  des  fracliun»  conlinnM  illimitées  de  la  tiirmc 


w 


où  p„  f ,,  /r,,  q, p^,  9,.  ...  sont  dcn  nomiires  potiti/»  et  E,.  (, ■>•-•' 

ilcj  nombres  réel»  ou  couiplenea  é^bux  â  i  en  valrui'  Absolue,  fournit  donc 
iinmdiliaiemcni  itn  cHiérium  coi'respondiiiit  pour  les  rractrons  conlinucs  illî- 
milKcs  du  irpe  peinerai  (3).  Or,  M.  Prinealieim  démontre  i|ii'il  iiujfit  i]ue  l'on 

pour  que  la  Jraclion  continue  iUîmilée  (j)  converge  sans  rvalriction.  C'ett 
une  g£iiiïralilaLiun  d'un  Lhfoi'ènie  dÉuionlc^  par  Scidcl.  en  i63.î,  duns  le  cas  oïl 
tous  \ts  nambi'cs  p^  sunl  égaux  i  t  et  les  i,  â  —  i,  puis  par  Slern  dans  le  c» 
où  les  p,  désignant  des  nombres  paBitifs  quelconques,  les  i,  sont  encore 
i^gauK  à  -1. 

Si  K  désigne  la  valeur  de  la  fraction  continue  illimitée  <{).  qui  c«iirerg« 
sans  restriction  >ous  les  liypolhèses  (5),  on  peut  démontrer  que  la  râleur 
absolue  dï  K  vérifie  nécessairement  les  intigulités 

o<IK|<<. 
saufdan^  le  r.39  où  la  limite 

liii.  Il -^-/',-^-y',/',-^-... +  (/>,;>,... /».)) 
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est  égal  i  I,  <n  i  une  Crsclion  plii«  petite  que  i,  suivant  qu?  m  —  i 
On  rancontre  Miivrnt  des  rraetion*  continues  illimitées  de  la  forme 


uu  fr,.  ^, li_,  .. .  désignent  des  nombres  réels  (ou  complexes)  quelconques. 

M.    Pringsheim   dvmontre  qu'une   telle  fraction  continue  illimilée   converge 
toujoon  sans  restriction  lorsque  l'on  a,  pour  tout  indice  v  — i,  3,  3,  .... 


<nt.  a  fortiori,  suflisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi.-  cette  condition  est  celle  que 
fournit  le  Ibéorcme  précédent  pour  a,=  t  (c  =  i,  i,  3,  ...).  M.  Pincherle  avait 
donné  comme  coiiditioD  sufGsanie  (  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  nome. 
sérir  IV,  I.  V.  p.  Tj^o)  que  pour  tout  indice  v  on  ail 


IM>  =  +  < 


(■Il  rf,,  a, n,.  ...  désignent  des  nombres  réels  (ou  complexes)  quelconque: 

M.   l'ringsheim  ili'fiioDtre  qu'une  telle  fraction  continue  illimitée  est  toujour 
cotivcrgente  suit''  restriction  lorsque  l'on  a,  pour  tout  indice  Vs^i,  ï,  3.  ... 


!«,!<;       «.1^ 


•ant,  a  /orliori,  nunisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

lût  Seienrei  mathém.,  3*  série,  t.  XXV.  (Avril  iqoi.) 
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CnntinuR   illimilcc  (  1  )   pi 


on  déduit  imniédiaieniFnt  du  dernier  Ihdoréme  une  condition  laflisante  $out 
laquelle  toute  fraction  continue  illimitée  (3)  csl  coofergenlc  il 
Cette  condition  est  exprimai;  par  les  inégatilés 


la  fraction  cnniinuc  illiniilfe  (3)  eat,  a  fortiori,  convprgciilc  tant,  («slrlclioB, 
M.  llelge  Ton  Koch  avait  donné  {Comptes  rendan  de  l'Académie  tlei  Scient^. 
I.  CXX,  p.  i4â)<  comme  condition  suflisantc,  qun  l'on  «it 


Pringsheim  {A.).  —  Sur  la  preinii're  démonstration  ilo  l'incotti- 

raensuraliilUiî  des  iiuiiibrcs  e  el  it.  (SaÔ-Sa^). 

On  admet  généralement  que  la  première  démonstralion  iIr  l'irrationaliiii  de* 
nombres  e  et  ic  cl  de  celle  des  nombres  que  l'on  obtient  en  remplaçant  x  par 
un  nonilirc  rationnel  quelconque  dans  les  expressions  de  f  ou  di:  taug^,  est 
due  i  Lambert  et  que  Legendre  a  complété  lu  démonstration  deLanibrrl  en  l> 
rendiint  plus  rigoureuse,  M.  Cringsliciin  montre  que  cette  opinioQ  al  contraint 


mm 


REVUE  DES  PUULICATIONS. 
Il  saffil,  i  cet  elTct,  d'intégrer,  l'équation  de  Riccati  de  deux 
fiart  au  mojen  d'une  friction  continue  illimitée,  d'autre  pan  sous  rormc  finie 
«D  moyen  de  fonctions  eiponcDlJelles,  dans  tous  les  cas  où  cela  est  possible. 
CoiaiDe  Euler  observe  expressément  qu'i  tout  nombre  rationnel  correspond 
na  développement  limité  de  la  forme 


•4t(.  A,,  b„ ,  fi_  sont  des  nombres  en  tien 

^B*  IMI  <li«eloppcment  illimité  de  la  forn 


comiiie  ceux  auxquels  il  est  parrean  pour  les  cipjrcssions  précédentes,  ne  peut 
représenter  qu'un  nombre  irrationnel. 

Pour  être  en  droit  d'envisager  comme  rigoureuses  les  rcclierches  d'Eulcr,  il 
fnot,  sans  doute,  ;  joindre,  d'une  part,  la  démonstration  de  la  convergence  des 
fractions  contînoes  illimitées  auxquelles  il  parvient  et,  d'autre  part,  In  démon- 
stration que  ces  développements  convergents  représentent  eflcctivemcnt  les 
sombres  <t).  Mais  cette  démonstration  ne  se  trouve  pas  plus  dans  les  Mémoires 
.  de  Lcgendrc  qoe  dons  celui  d'Euler.  Ce  n'est  d'ailleurs  que  vers  le  milieu  du 
xn*  siècle  qne  la  nécessité  de  ce  gcni-c  de  rcclicrclies  commence  i  s'imposer  à 
l'esprit  des  géomètres. 

Il  est  d'autant  plus  remarquable  que  Lambert  ait  donné  implîci 
déinonrtratioii  dMiis  le  i  as  du  développement  de  tangv, 


<.rllc  il.:n 

•i»os  les  Mémoire 

le  développement  obtenu,  les  réduites  successives     ''  de  ee  dévcloppcmeni  et 

montre  ensaile  que  si  l'on  fait  croître  i>  îndéGniment,  l'txpretaion  de  ~  tend 

tffettivement  vers  lange. 

La  démonstration  de  Legcndrc,  loin  de  rendre  plus  rigoureuse  celle  de  Lam- 

bcrl.  comme  on  le  répète  si  souvent,  n'est  au  contraire  pas  rigoureuse  du  tout. 

Elle  oc  complète  même  pas  cette  démonstration.  Par  contre,  elle  ta  rend  plus 

éUgante,  en  substituant  un  procédé  de  récurrence  i  la  rechcrclie  de  plus  grands 

IDiuns  diviseurs  qu'uHTcctuc  Lambert  avec  quelque  lourdeur. 


SECONnK  PAHTIB 


On  rcmarcjucra  [i)uier>iis  que  l>«acU(udc  du  leiiiiiie  di^  Lcfiendrc.  qui  »ia. 
itUuc  en  réalilil'  le  Qizud  de  1b  démonetratinn  cl  ifur  l'on  (lenl  ifnonci^r  i^n  disant 

que,  5'  m,  n,  m',  n',  ...,  nil"i,  nW,  ...  d*si({DPnt  d«  nombres  entien  pnïilil> 
au  nègalifs  Icis  que  Ici  quotients  —  •  —^i  •  ■  ■  •  —-^  <  •  -  '  surent  Icius  plus  |H.-iili 


a  toujours  une  ïsIkuf  irrationnelle,  ne  peut  itre  mise  en  doule  ditnft  aucao  Ci». 
Elle  a  été  dimontrëe  en  toute  rigueur  par  M.  Priogsheini  lui-nj£me  (  iwr  l'ani- 
Ijse  de  sa  commanitalion  précÉdenle  i  l'Académie). 

von    Weber  {E.).    —   Sur   [es    faisceaux  de    formes    bilinéaircs. 

(369-394). 
Eiposé  de  la  théorie  des  înTarianl^  d'un  faisceau  de  Tormes  bilini^Biros 


"2]''.,(^.rj+''^]^,j-^.->>        (ï.  ?='.■• 


groupes  de  TSrialjtes  x  et  y. 

Les  méthodes  générales  de  réduction,  ducs  â  Weicrstrats  et  h  Kronecker,  nr 
s'appliquent  à  Ce  cas  que  si  on  leur  Tait  subir  des  modiCcalions  prorondcs. 
Comme,  d'autre  pan,  ce  cas  jonc  un  rflle  importai^  duns  la  théorie  e^néralc 
det  systèmes  d'équations  de  Pfaff,  il  y  a  lieu  de  l'étudier  avec  sain.  C'nl  M 
qu'a  fait  M.  von  Weber. 


ItliVUl'    IIES  l'UKMCA TEONS.  Rf) 

OtMPTES  RKNDtlS  iiEitiniii*D*iiiES  aux  skances  ue  l'Acuiémie  des  ^ciencks, 
par  MM.  les  Secrélaires  perpéluols. 

Tome  CXXVIII;   189g  ('). 

Poisson  (G.).  —  Sur  la  propagation  des  ondes  liquides  dans  les 
cours  d'eau,  ((ja-45). 

Lu  Lniraut  dus  i  [le  Snint-Veaant  et  surtout  à  M.  Bousaioesq  cipliqueot  la 
plupart  dc<  faits  enaslalés.  iNësnmoins,  quand  il  Tsul  appliquer  les  formules,  un 
eu  touTCnt  arrdlë  par  ce  fait  qu'elles  sont  établies  pour  des  nndes  de  faible 
haat«ur,  «e  propageant  danc  des  ranaui  de  forme  réguliËre,  tandis  qu'on  peot 
avoir  A  eonsidcrer  des  ondes  relaiivements  hautes,  et  des  cours  d'eau  de  furme 
et  de  pente  très  variables. 

M.  G.  Poïssan  se  propose  de  donner  dans  ce  cas  une  indication  approxiuia- 
tÎTC  sur  les  lariations  de  la  lauleur  maxima  de  l'onde  en  cliaque  point  du 
roun  d'eau.  Sons  le  bjnflice  de»  lijpolbâaes  babiluellcment  admises,  il  trouve 
que  r^couleoient  permanent  se  fait  11  d<!bit  constant,  et  que  le  pralil  en  long 
de  la  surface  libre  correspondante  est  d^lerminé  si  l'on  connaît  la  hauteur  et 
la  vitesse  dans  une  section  quelconque.  Son  analyse  Tournit  ainti  la  hauteur 
■naiima  dans  chaque  section  et  la  vitesse  correspondante  de  l'eau. 

Elle  permet  en  outre  d'étudier  en  première  approiimation  les  modilica lions 
que  snbit  la  hauteur  d'une  onde  liquide,  par  l'elTet  des  varfnlions  de  pente  et 
de  Kction  du  cours  d'eau  dans  lequel  elle  se  propage. 

//(!//.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Porliot,  du  ti  juin  iSijS  : 
Choix  tl' uni;  formule  de  célérité.  (73-71)). 

FobryiEug.).   —   G.'Ti.!falisali<.n  du    prolonscmcnt    ao;il_)lii|(rc 
dutiefuiiclinn.  (7S-S1O. 

lorsqu'une  fonction  analytique  u  une  ligne  singuliÈre  fermée,  on  considère 
celte  fonction  comme  n'ayant  plut  aucun  sens,  si  la  t'-iriable  traverse  cette 
ligne  siagulière.  1,'auteur  se  propose  de  montrer  que  l'on  peut,  par  la  seule 
considération  de  la  continuité,  giïnéralliier  la  diillnilion  des  fonctions  analy- 
tiques, de  façon  1  pouvoir,  dans  des  cas  très  généraux,  les  prolonger  au  deli 
de*  lignes  singulières, 

Sr^rtant.  —  Sur  les  points  singuliers  d'tine  fonction  définie  par 
iiitc  série  de  Taylor.  (So-SS). 

L'aiitPiir.  nprr?ï  avoir  rappelé  les  travaux  de  ses  devanciers,  gi-iiiiralisc  nn 
rcïultal  <\ù  i  M,  llfirnl.  \  une  série  de  Taylor 

'^       (  •  )  i  oir  aulUtin,  l.  WtV,,  p   <,i. 


ifO  SI^CUNDIi  l'AltilK 

cnavcr^Gulc  ù  J'îiitcricur  du  cercle  de  rajoD  i,  on 

Si  l'argumenl  d'un  point  siagulicr  en  i,  on  a 

formule  qiii  permet  de  déterminer  les  poinis  singuliers  de  fis)  Mtués  sur  te 
cercle  de  eon  vergence  et  mime  snr  le  poljrgoaç  de  sommabiliU,  quelle  que  sût 


Lovetl  {E.-O.).  —  Sur  Ni  correspondance  entre  les  ligues  droilci 
elles  sphères.  (83-86). 

Il  s'ugit  de  savoir  si.  dans  l'espace  A  n  dimensions,  la  droite 

ï-..',-'-"    "  =  ■■' "->  ^ 

peul  i'irc  iransfurmÉc  en  splii^re  par  lu  corresponduncc  litublip  par  1rs  t^(]ilJlions 
^9,(X„  ..,,  \.)J7,+  ?.(\, XJ^o, 

^+.(X, XJ^+it,(X ,  \.)  =  o. 

l'our  les  espavp*  i  cinq  dimensions  ci  davaniiiçc.  il   n'existe  point   rie  .■■irn>- 
pimdanec  de  eciic  [orme  entre  droite*  n  splic^rrs.  Pour  l'espace  a  qiinlri'  illmrn- 
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ordre  pour  ude  fonction  s  de  n  variables  (n  ^  /n).  Le  sjstèmc  étant  supposa 
en  lATolution,  il  s'agit  d'eiprimer  s  et  ses  n  dérivées  premières  en  fonclion 
des  variables  iodé  pendantes  et  de  n—  m-t-i  constantes  arbitraires. 

Le  problème  dépend  de  l'intégration  d'un  sjsléme  de  a(n—  m)  +  i  équations 
aux  dilTéreotielles  totales.  Les  intégrales  générales  étant  supposées  obtenues 

leaqneli  la  coanaiiunce  de  ces  intégrales  suFfit  pour  résoudre  la  question  pro- 

Picard  {^Ém.")^  —  Quelques  remarques  sur  le  prolongement  ana- 
lytique des  runctions.  (193-195). 

Leniodede  protungetnent  proposé  par  M.  Picard  consiste  à  employer  toujours 
des  fonctions  analytii/uti,  mais  en  augmentant  le  nombre  det  variables. 
Ainsi,  soit  u{,x,y)  la  partie  réelle  d'une  fonction  analytique  de  ;c  +  (y  qui 
>ar*it  pour  coupure  une  certaine  courbe  fermée  C.  Supposons  qu'on  puisse 
trouver  une  fonction  analytique  réelle 

F(x,  ^,  t) 

des  trois  variables  réelles  x,  y,  t,  fonction  définie  pour  toutes  valeurs  réelles 
de  X.  y  et  t,  quand  (  n'isl  pas  nul,  et  pour  toutes  valeurs  de  3;  et  y  corrcs- 
poudaul  à  un  point  non  situé  sur  la  courbe  C  quand  I  est  nul;  supposons 
enfin  qu'a  l'intérieur  de  C,  on  ait 

flx.y,  o)  =  «(a:,r)- 

On  peut  alors  ullcr  d'un  point  A  intérieur  à  C  i  un  point  B  extérieur,  sans 
franebir  C.  en  chctliintint  dans  l'espace  {x,  y,  l);  on  fait  ainsi  une  succession 
de  prolongements  analytiques  et  l'on  arrive  en  B  avec  une  valeur  déterminée. 
M.  Pirard  donne  ensuite  l'indication  de  moyens  propres  à  restreindre  l'indé- 
tcnninatiou  de  la  foncliun  T. 

Salty/cotv.  —  GénL^ialisuLion  <lc  la  première  méthode  de  Ja- 
cob! sur  l'inlégralion  d'une  équation  aux  dérivées  partielles. 
(aaS-aa^). 


Vc  système  ne  contient  pas  la  fonct 
tion.  Son  intégration  dépend  de  celle  d'un  système  d'équations  au: 
{(•lies  totales  (aytiéme  canonique). 

L'auteur  établit  le  lica  étroit  qui  ciîslc  entre  l'intégration  de  t' 
systèmes  rt  l'intégration  de  l'autre,  ce  qui   lui   permet  de  généralise 
s  syaléincs  canoniqu 


A/t'i/er  (G. -A.).  —  Sur  les  groupes  d'opérations.  (227-229). 

L'*Qleur  u  énuuiéré  {Comptes  rendus,  t.  GXMl,  p.  ô-)t)  tous  les  groupes 
piisiklblcs  dont  l'ordre  n'exccJc  pas  Î9.  Il  Communique  ici  un  Tableau  conlc- 
njnt  l<s  nombres  de  tes  groupes  jusqu'à  l'ordre  C^  inclusivement  et  ajoute 
narlauct  indications  sur  la  façon  dont  ce  tableau  a  pu  être  constitué. 


Crelier.  —  Sur  le  dévcloppi 
fraction  continue.  (aay-iSi) 

Guichard.  —  Sur  la  déformât 
(a32-a33). 

Énoncé  de  Irois  ihéorcmes  meila 


révolut 


PeUel{J.) 

Résultats 
lignes  de  cm 


:  Icï  déformijc 


r  l'équ) 


celUi  des  quadrtques  de 


relatifs  aux  surram  de  l'ospvcc  A 

ion  ik-  h   |)i 


lie  ile.s  surfaces.  (233-a3îï). 


SfillyAo»:  —  Sur  la  gô.r 
Jacobi.  {2^4-276)- 

L'autcur  i^trnd  aiii  systèmes  ransidùrés  dans  su  preniirri>  Note  (Sur  Im 
intégrales  complète»  det  équaiiant  aux  dérivée»  parlietlf)  1rs  rrsuluils 
qu'il  a  démantréa  dans  la  aiiiiante  (Généralisation  de  la  premUre  méthùde 
de  Jacobi  sur  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivéct  partielle»)   p»iir 

drs  systèicea  plus  particuliers. 

Maillet  (Edm.).  —  Sur  les  groupes  de  classe  N  —  «et  de  degré  N 
ati  moins  h  — 1  fois  IransJlifs.  (277). 

Lémuray.  —  Sur  le  problème  de  l'iléralion.  (^78-^79). 

Sie/do/f  (H'.).  —  Sur  le  dffveloppemenl  d'une  fonclion  donittc 
suivant  les  foiiclions  liarnioniques.  (379-382). 

Oin'idérons   Ipï  fonctions  V',(s  =  1,   1,   , . .  )  qui  salisfonl  rcsp 
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Peltet  {A.).  —  Sur  les  sysLùmes  orlhogonaux.  (284-283), 

i   ortliugonaux    dans   l'espace 

Bnjfy  (/,.),  —  Surfaces  doublement  cjlindrées  el  surfaces  iso- 
lheriitii]iies.  (285-a88). 

(I  conjugué  (u,  c)  tel  que  les  plans  oscula Leurs, 
lous  les  points  de  chaque  courbe  u  =  const. 
soient  parallèles  i  une  direcliim  liie,  l'auteur  dit  que  la  fainitle  u  =  consl.  est 
cylindrée  (ce  qui  c^t  le  cas  de  toute  fainilte  de  lignes  de  cnurburcs  planes); 
la  sorTacc  est  dite  doublement  c)lindrée  si  la  même  propriété  appartient  aui 
deui  ramilles  du  réseau, 

M.  italTy  donne  d'ahord  le  moyen  de  déterminer  toutes  les  surfaees  double- 
ment cylindrées  suivant  leurs  lignes  de  courbure;  puis  il  dérmil  gconiétrique- 
ment  celles  de  ces  surfaces  qui  sont  isothermiques. 

Tzilzéica.  —  Sur  les  surfaces  à  courbure  totale  conslanie,  (288). 

lllittel.  —   Sur  les  lignes   de   courbure  de  certaines  surfaces. 
(^89-29.). 

L'îluieur  étudie  les 
sphère»  priucipulcs  rcli 
an  plan  ou  une  sphère  sous  uu  anjele  constant. 

Parmi  ces  surtates  figurent  celles  \  lignes  de  courbure  planei.  celles  à  li|:nc^ 
de  courbure  sph^riquel  dans  un  système  et  plus  généralement  relies  qui  ont 
(n^iue  image  spliérique  qu'une  surtucc  à  lignes  de  courbure  spliériques. 

Si  la  propriété  des  sphères  principales  peut  èlre  réalisée  de  deui  manières. 
U  suriace  est  i  lignes  de  courbure  spliériques  ou  A  lignes  de  courbure  planes, 

Poincarc(ll.).  —  Le  pbL-nomi'ne  de  Hall  ella  théorie  de  Loreniz. 
(339-341). 

KéOexions  sur  h  ra<;DD  dont  s'explique  dans  la  théorie  de  M.  Loreniz  le  phé- 
nomène de  Huit  :  il  y  ■  lieu  de  reclicrcher  expérimentalement  si  le  phénomène 
ne  le  produil  pas  pour  tous  les  métaux  quand  ils  portent  une  Frirtc  charge,  et 
t'il  n«  ehangc  pas  de  signe  avec  cette  charge,  quand  elle  est  très  forte. 

tturwilz.  —  Sur  un  thtiort^me  de  M.  Iladamaid.  (3Jo-o53). 
Kn  appliquant  le  tliéoreme  de  Cauchv  généralisé  à  l'intégrale  double 


(%T.i)--J,l  ;(-"x 


l'anlcur  «  rclruuvé  un  ihéi>r>>Mii' 
afulaf-urs,  dont  cclui-i'i  : 


4)4  SRCONUU  PAHTIB. 

Si  les  fonction!! 


/(■)=2.Ai-    '('l'Ir-:.- 


n'iilaicltcnt,  en  dcliors  tiu  poinl  3  =  0,  d'autres  aingularitiîi  qne  da*  pAlei 
siiu|)les,  I*  fooction 

liera  uniforme  duns  tout  le  plan  et  n'admettra,  elle  aussi,  en  debon  de  potali 
sinsulieri  de  /(s)  cl  ?(s),  il'aulrcs  singularitcs  que  des  pùles  simple»;  lean 
arnxrs  seront  les  sommes  des  afiixcsdcs  pôles  des  deux  fonctions /(s)  et  ?(3), 
leurs  résidus  les  produits  des  rùsidus  correspondants. 

l'iiichdlc  (S.).  —  Sur  les  scrics  de  puissances  toujours  divcr- 
{jL'iitcs.  {4<»;-.iio). 

L'auteur  iniliijuc  un  moyen  pour  transformer  ocs  séries  (séries  entières  i 
rayon  de  ittiiivei-si-iK'r  nul  )  en  d'itulres  sitics  ayant  nn  rliump  de  coavcrgenec; 
l'c  pnirédé  e.«t  fondé  sur  ri'mpUii  de  la  dérivée  fonctionnelle  d'une  opération 
dislrihulivc  .\(?)  appliriuée  A  une  fonclinu  ?(x).  Cette  opération  que  M.  Pio- 
clicrlc  a  introduite  est  détiiiie  pur  l'identilù 

A'{5)    .^A(j-?)-j:A(î). 

Autoniu:  {/..).  —  Sur  les  iiilcgrulos  al^6l>ri(|u<:s  do  Tétiuulioii  du 
Uiccali.  (4i<>-ii:i). 


REVUK   DES   PUBLICATIONS.  9^ 

^^t^grale  réelle  de  cette  équation,  définie  par  des  conditions  initiales  ralion- 
^^^Ics  x^f  y^y  y\f  ...;  il  existe  toujours  une  fonction  qui  croît  plus  rapidement 
^^e  le  module  de  y  aux  environs  de  ses  divers  points  singuliers. 

*^c  Roy.  —  Sur  les  séries  divergentes  et  les  fonctions  définies  par 
Un  développement  de  Taylor.  (492-495). 

L'auteur  résume  les  recherches  qu'il  a  faites  en  vue  d'obtenir  des  caractères 
<iai  permettent  de  découvrir  la  nature  d'une  fonction  définie  par  un  dévelop- 
pement en  série  entière  (Voir  Comptes  rendus,  1898,  second  semestre).  II 
représente  la  série  par  une  intégrale  définie  qui  fournit  une  expression  analy- 
tique de  la  fonction^  valable  pour  un  domaine  absolument  quelconque  sauf  des 
coupures  grâce  auxquelles  on  atteint  les  points  singuliers  et  les  périodes  qui 
s*y  rapportent. 

Cette  méthode,  convenablement  généralisée,  permet  dans  des  cas  très  étendus 
l'étude  effective  d'une  série  donnée;  elle  donne,  dans  nombre  de  cas,  une  solu- 
tion déterminée  du  problème  des  moments  de  Stieltjes;  elle  s'applique  à 
Tétode  des  fonctions  définies  par  certaines  séries  autres  que  la  série  de  Taylor 
(notamment  les  séries  trigonomélriques). 

Ces  mêmes  procédés  s'appliquent  au  problème  des  séries  entières  toujours 
divergentes;  si  on  les  combine  avec  celui  de  M.  Borel,  ils  permettent  d'étudier 
les  séries  entières  (convergentes  ou  divergentes)  par  lesquelles  s'intègrent  les 
équations  différentielles  linéaires  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  en- 
tiers par  rapport  à  la  variable. 

Coiton  (Ém,).  —  Sur  les  formes  de  différentielles  invariantes  vis- 
à-vis  de  certains  groupes.  (495-497). 

L'auteur  indique  une  méthode  pour  former  des  systèmes  d'expressions  de 
Pfaff,  invariants  vis-à-vis  de  certains  groupes  finis  et  continus;  puis  il  applique 
SCS  résultats  à  la  détermination  des  ds-  à  trois  v;<riablcs  qui  admettent  un 
groupe  continu  de  transformations. 

M.  Bianclii  a  traité  complètement  le  problème  pour  les  ds^  définis  positifs. 
Les  autres  sont  réductibles  à  l'un  des  six  types  nouveaux  que  M.  Coiton 
éoumére. 

La  méthode  qu'il  emploie  permet  de  reconnaître  si  deux  variétés  données 
sont  applicables  et  de  déterminer  la  transformation  de  passage. 

Darboux  (G,).  —  Notice  sur  M.  Sophus  Lie.  (525-529). 

Vessiot,   —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 
(544-546). 

L'objet  de  cette  Note  est  de  répondre  à  la  question  suivante  : 
On  suppose  que  deux  intégrales  indépendantes  de  l'équation 

satis/oot  à  un  système  connu  d'équations  aux  dérivées  partielles,  d'ordre  d'ail- 


■lO  SËCONlHi  l'AIITIK. 

leur*  quelconque.  Quel  parli  peul-nn  en  tirer  pour  rintifiralioa  de  r^HaUaa 
proposée  ? 

Stekloff{W.).  —  Sur  les  problèmes  fondamentaux  de  la  I^ysiquc 
mathémalique.  (SSS-Sgi). 

En  rapprochant  et  combinant  1rs  travaux  récents  de  diven  aatenr»,  H.  Sle- 
klolT  a  réussi  A  résoudre  les  problèmes  rondamentaui  de  Ta  Pliyiique  maUié- 
matiq ne  d'une  façon  simple  et  rigoureuse,  sans  admettre  le  principe  de  Uirtcblct. 
Il  communique,  dans  la  préscnle  Note,  le  thi'oréme  suivant  : 
Soit  V  le  potentiel  d'une  couche  simple  de  masse  totale  nulle,  répandue  s«r 
une  surface  (S)  fermée,  admettant  partout  un  plan  taDgent  et  ayant  partnat 
sa  courbure  finie  et  déterminée;  soient 

di^ux  inti^zriilrs,  iHcndues.  Iii  praiiilèri'  à  ions  les  éléments  de  volume  dt  du 
<tomalne  inléiieur  à  (S),  Id  sri^onrle  i  tous  les  cléments  de  volume  </t'  <Iu 
domaine  rxtriicur  ii  (S),  ces  ilrux   iiitéRrales  étant   d'ailleurs  supposée)  avoir 


e  limite  inférieure 


diiïérrnlr  de  xéio,  la  inélhodr  de  lloliin  rit 
rdui  de  la  distribution  élerlruslalique  pour 


Ooursdl.  —  Sur  lo  prolon^'cnicnt  analvl'iqiic.  (391-593), 


^•.=2>..< 
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iJorel  (Ëm,),    —    Sur  la   nature   arillimétîqiic    du    nombre   e, 
(596-599). 

On  sait  que  e  ne  peut  vérifier  aucune  équation  algébrique  à  coeffiricnl? 
entiers.  Étant  donné  l'entier  «,  si  l'on  cherche  à  déterminer  les  coefficients 
(entiers)  d'un  polynôme  P(j:)  de  degré /i,  de  manière  que  P(c)soit  inférieur 
i  tf  la  somme  de  leurs  valeurs  absolues  est  supérieure  à  Mc"^,  M  étant  un 
nombre  fixe  et  pi  étant  défini  pur  la  relation 


^        1       1 
—  Ioî:  Iojîe, 


où  k  est  une  constant!'. 


Guichard.  —  Sur  les  roseaux  conjugués  dont  les  courbes  d'un 
système  sonl  des  géodésiques.  (599-601). 

Tzitzéica,    —    Sur   certains   systèmes    d'équations   de    Laplace. 
(6oi-6o3). 

Ktant  donné  un  svstéme  de  équations  de  la  forme 

>upposé  admettre  les  n  —  a  solutions 

on  peut  obtenir  n  -4-  i  autres  fonctiou> 

l{' .     .1  _,    -: _i.  -2 ii'î 

^1»     *»•«     ..-,     •*.. «     •*•     •».  ^"^  •»-  ""^ .  • .  ^~  «*  ■""  i\   . 

I  •  M  mm  H 

vérifiant  un  même  système  de  Lapiare  de  la  forme  (L)  en  posant 

ôx,                      Ox^            i)x.                      (tx^       .^  '>f^ 
z.  — -i  -h. .  .-1-  z^  ~~  —■  X.  -----  — . . .  "  .r    --—  —  H  —         (1  =  I,  j /11. 

•  ê  «   I  I   i  II  I   • 

Cette  proposition  peut  (Tailleurs  élre  i^énéralisée. 

Chessùi.  —  Sur  les  liiéorèines  de  Green  et  de  Caucliv.  (6o.i-6o6). 

Pour  que  rinlé;;rale  d'une  fonilion  f{z)  soit  nulle  |<?  long  «lu  «^)ntour  d'un 
dtMiiaine  simplement  connexe  (H)  dans  lequel  flz)  est  uniforme  et  continue. 
il  n'est  point  né^es^aire,  roinme  on  l'admet  généralement,  que  la  dérivée /'(z) 
soit  continue  dans  tout  ce  domaine;  il  suffit  que/'(c  )  snit  continue  dans  (  D  ). 
sauf  peut-être  en  des  point>  ou  sur  des  lignes  formant  un  ensemble  réductible, 
où  nulle  h\pothé!>e  sur  l'existence  ou  la  nature  de/'(;)  n'e«;t  n«*eessaire. 

Poîncarr  (//,),  —  Sur  les  nombres  de  l^elli.  M)i<()-()/$o  ). 


FxtrÉmcs  sonl  l'g 
Ce  résullsl  n'c! 


s  lie  Belli  égaTcmcnl  dïMitnia  de* 


exacl,  stDsi  que  l'a  reaiarqué  M.  ttugia 
:i  comme  l'a  fait  BclLi  Int-atéinc.  Mai 
e  l'a  fiit  M.  Puincard. 


Blutel.   —   Sur  les  lignes   Je   . 
(7.1-7=3). 


lurbiirc   de  cerLarrx 


Il  s'agît  àci  iorhcsi  (S)  qac  l'iiiitcur  n  rnnsia^rc'Mi-i  dnns  une  Stu  rtecnic 
(voir  ci-[|cEsii<),  M.  Blutel  diïniontrc  que,  si  (S,  )  cit  l'une  de  cei  lurfarcs  raji- 
portàc  ù  ses  Jïgncs  de  courbure,  il  cxïslc  une  inRnitâ  de  surfaces  (S),  dépendant 
d'une  fonction  arbitraire,  qui  admettent  la  mime  représentation  Sipliërique 
qnc  (S,).  De  plus,  un  peut  trouver  tautcs  les  surfaces  (S,)  telles  qac  les 
fpbcrcs  ctirrcsponilantes  piisacnt  toutes  par  un  point  ù\e. 

Gtnchard.  —  Sur  quelques  applications  de  la  loi  de  parallélisinu 
des  réseaux  cl  des  congriicnccs,  (723-725). 


s  réieaux  et  de»  con- 
E  rbeaut  l^ceiumenl 
X  cylindi-é*  ci 


L'auteur  présente  diverses  applications  de  la  1 
gruenccs  parallèles,  qoi  se  rapportent  principal 
considérés  par  M.  Raffjr  {voir  ci-dessus)  sous  U 
doublement  cyliiidréë. 

Ainsi,  parmi  les  roseaui  parallèles  i  un  réseau  doublement  cylindre,  ïl  y  en 
a  un  dont  les  deux  (awfentes  renconlrcnt  chacune  une  courbe  fixe.  Cette  priv- 
priftii  permet  de  construire  tous  ces  réscaui. 

Les  surfaces  doublement  cylindrées  suivant  leurs  lignes  de  courbure,  que 
M.  Rnny  a  dfteruiindesanaljliqucmeDt,  peuvent  tire  dëHnics  g^amétriquciueut  : 
ce  sont  celles  qui  ont  mâme  représentation  aphériquc  de  leurs  lignes  de  courbure 
que  les  surfuLCs,  dùLcnniiiées  par  Ossian  Bonnet,  qui  ont  pour  ligne  de  cour- 
bure des  cercles  géodtsiques.  Il  suit  de  là  que,  sur  chaque  nappe  de  la  surface 
des  centres,  les  conjuguÉc»  des  géodésiques  sont  des  courbes  planes. 

S  tache  I  (P.).  —  Sur  quelques  proprit-tis  srilhiiiL^liques  des  fooc- 
ircins  analvtiqucs.  (723-727). 


lilîVUIÎ  DliS   l'UDLICATIONS.  99 

sur  nnc  Mirtacn  appli^nblc.  \m  druii  génératrices  isotropes  qui  passent  par  le 
point  de  contBCt  de  la  qundrique  et  du  cercle  de  l'infini  coupent  le  plan  de 
caDiact  suirant  deux  points  dont  Je  milieu  décrit  une  surface  k  courbure  totale 
eonstinle. 

Boussïnesq.  —  De  l'effel  [irodttil,  sur  le  mouvement  d'inclinaison 
d'une  bicyclette  en  marche,  par  les  dcplacemenls  laiératix  que 
s'imprime  le  cavalier.  {j^^-^T^)- 

Leau.  —  Sur  les  foncLions  définies  par  un  développemenl  de 
Tajior.  {8o^-8o5). 

La  méthode  que  l'auteur  a  indiquée  (  Compte»  readut,  iSgS,  second  semestre) 
pour  l'étude  d'uuG  fonction  sur  le  cercle  de  conicrgcnce  de  la  série  de  Taylor 
qai  la  représente,  s'applique  également  A  la  recberche  des  régions  du  plan,  où 
cette  rooclidn  est  holnmorplie.  M.  Leau  indique  ici  la  modirication  qu'il  con- 
vient d'y  apporter  à  celle  Hn. 

Stâckel(P.).  —  Sur  quelques  propridtés  arithmétiques  des  fonc- 
tions analyliques.  {So5-So8). 

L'anlcur  revient  sur  sa  récente  Communication  (  noir  ci-dessus)  pour  mettre 
faorsde  doute  l'irréductibilité  de  l'équalion  transcendante  qu'il  avait  considérée. 

Slekloff  {\V.).  —  Sur  l'esistencc  des  fonctions  fondamentales. 
(808-810). 

Démonstration,  indépendante  du  principe  de  Dirichlet,  de  l'existence  des 
ronctioos  fondamentales  de  \\.  I.c  Koy  et  de  M.  l'oincarc,  pour  les  surfaces 
considérées  par  l'auteur  dans  sa  dernière  Note  (uoir  ci-dessus). 

Lebesgue  {II-).  —  Sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables. 
(8ir-8i3). 

L'auteur  fait  connaître  la  suite  des  propositions  par  lesquelles  il  est  arrivé 
k  Bcnéraliser  un  ibéoréme  établi  par  M.  flaire  (Comptes  rendus,  i8g8)  sur  les 
fonriions  d'une  variable  : 

Pour  qu'une  roncliun  de  plusieurs  variables  sait  dévcloppabic  en  série  de 
IH^lyooincs,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  ponctuellement  discontinue  dans  tout 
ensemble  parfait. 

M.  Lcbesgue  a  construit  et  représenté  par  des  séries  de  polynômes  des  fonC' 
tioos  discontinues  dans  n'importe  quel  domaine  et  cependant  continues  sur 
luutc  cuurlie  algébrique  ou  même  analytique. 

Darboux  (G.).  —  Sur  la  défonnalion  des  surfaces  du  second 
degré.  (854-859). 

Snile  de  la  Note  précédente,  de  même  titre.  Étant  donnée  une  surface  à  cour- 
bHK  lotBic  constante,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  la  qnadrique  (Q) 


slCCOMH-;  l'AKTIi;. 


i-  |in 


Ll.{ll( 


'  iliinnù  le  iiiuj'cn,  M.  Oarlioux  fuil  cuiiBaltre 
surfures  ii[)  pli  cibles  »ur  Us  quadnqun  de 


Ile  rliHigiii'  (miiit  'l'iiiio  quiiilriijiiR  ilc  ri'viiluiion  (Q)  comme  cenir*,  décri- 
vons 1rs  h|>(ii-ri'-i  (S)  igiii  sont  UiiiiiRiilci  ii  une  sfilii're  lilc  ayant  pour  centre 
l'un  dits  fiiyi'rs.  Si  la  cjMiiih'ic]nc  r»ulR  snr  iiriR  mitre  surfiice  appliciLle  (B)  ca 
enlrainnnl  Iri  i-plirres  (S),  IViivrliipjic  de  celle  de  ces  iipbéres  qui  i  son  centre 
au  iiiiiiil  dit  niiitiirl  di:  (H)  cl  île  (t^>)  est  une  surTiicc  sur  Ie«  dcui  nuppei  de 
laigurllr  le*  lij;iii'i  de  cniirliurc  xi'ri>rri'S|ii>ndi-iil  toujours  et  correspondent  aui 
.-..url lu  syMèniP  i-onjusué  .r.mmux  à  («)  et  à  (Q). 

Ce  i'é«iilt«t  conduit  A  une  nouvelle  di'monstration  de  l'un  des  tliéorèmcs  de 
M.  ciuicliurd. 

/(niissitif'X'/.  —  (liili'iil,  <l;itis  iiii«  hv|>ulliiv«o  simple,  <)u  dûplacn- 
iiii'iii  liLi('i\il  ipic  iloit  >'liii|iriini'r  le  ciivalior,  sur  tinc  liicycletif 
fil  iii;iitlif,  imiif  poi-lor  li-  cciitin  do  ;,'ru\ilr  iln  svslènie  à  iin«r 
|t.'lil.-  .h>hin.-<-  l.,.ri/.i><ihil<-  voiih.t-  <!<-  1»  Lus.-  «lo  îa  bJcvcleite. 

^  S  ;"iii-st  ;■..■!. 


/Hr/,s..n  yl..'l: 


..'S    h  11 


ni,- .roi-,i.v  -i:.,!"".  is-;f-«^:,^. 


ui„'fl.     -  Sur  un.'  .'-.|Ln>i;.>L>  .tiltV-iviili.-ll.-  lin 


'  tlii  s<-c-(.i).l 


il'iiiii-  urulde  n-ellr  x,  continue   c 
J..„i/..j-.ne>t.,.end[K,inl. 

cl    uni-  r..ni-|i..n  n-.lle  tnajou 
.ur  U  njluTe  do  inlcgralei. 
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Andmde.    —    Sur    riiomograpliie    de    la    lliéoric    des    poutres. 
(917-920). 

fVâlsch^Em,).  —  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courhuie  planes 
otM    sphériques.  (920-922). 

Hai^d^iakis.  —  Trois  formules  1res  générales  relatives  aux  courbes 


Tespace.  (923-924). 


ileur  indique  divers  procédés  pour  résoudre  le  prohième  suivant  : 
it  données  deux  courbes  quelconques  dans  Tespacc,  exprimer  la  courbure 
et  la     torsion  de  l'une  par  la  courbure,  la  torsion  et  rélcmcnt  d*arc  de  TaulrCf 
et  pai  v   la  position  mutuelle  des  deux  courbes. 

f^jc  vnoyea  le  plus  simple  consiste  à  considérer  les  deux  courbes  comme  tra- 
cées ^ur  deux  surfaces  qui  auront  leurs  normales  parallèles  aux  points  corres- 
pond s»  nis  des  deux  courbes;  on  peut  alors  appliquer  les  formules  données  dans 
le  Tonie  11  des  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces  de  ^I.  Harboux.  Les  rela- 
tions <|u*on  obtient  ainsi  en  éliminant  les  rotations  des  trirdrcs  auxiliaires 
reviennent  à  celles  de  M.  Schonflics,  et  sont  susceptibles  de  nombreuses  appli- 

^ft^'i^o ux  (G.).  —  Sur  les  transformations  des  surfaces  à  courbure 
iot^le  constante.  (9^3-958). 

Soîtcde  la  Communication  précédente  do  M.  harboux.  Celle  Noir  ronliont 
^**»»x  ciémonslrations  géométriques  nouvelles  des  théorèmes  de  M.  Guicliurd, 
^lêmonstralions  qui  permettent  à  Tauleur  d'établir  que  les  méibodes  âo  irans- 
f'oi-m ai t.ion  des  surfaces  à  courbure  totale  constante  auxquelles  conduisent  ces 
*^^c»E-êmes  ne  sont  pas  distinctes  de  celles  que  .MM.  Hianclii  et  Baekiund  cnit 
■•■••   connaître  antérieurement. 


^^'*-c7iVi7rt.    —    Sur    les    intégrales    përiodi(pies    des    équations 
liriéaîres  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  (9-8-981). 

Ktanl  donnée  Téquation 

()t  i)x  Oy  ' 

**■*    suppose  \  et  Y  fonctions  périodiques  de  t,  avec  la   périoclt;  t,  IioIo- 

""Pncs    p3p  rapport  à  a:  et  ^'  autour  de  l'origine  O  et  nulles  à  la  fois  en  <) 

**  ^uie  valeur  de  /,  reconnaître  s'il  existe  des  intégrales  régulières  dans  le 

^*"^€  du  point  O  et  périodiques  en  /  avec  la  période  t. 

'  ■  On  connaît  deux  intégrales  régulières  en  O  et  dont  le  déterminant  fone- 

^•^Cl    pap  rapport  à  j:  et  à  y  ne  s'annule  pas  pour  a:  —y  —  /  =  0,  on  peut 

^'^■*   si  toutes  les  intégrales  sont   périodiques,   ou  si  aucune  ne   Test;  eu 

*»  *t  les  deux  intégrales  supposées  connues  satisfont  à  une  certaine  c«>ntli- 

**  *n)éfalitë,  il  existe  une  intégrale  périodique,  et  une  seule. 

••  fies  Sciences  niat/teni.,  *'  série,  t.  \\V.  (Mai  ujoi).  H. S 


reUlir*  mil  [«ncUunt  fonitamentiil» 
nt  UDC  furnmle  générale  susceptible 
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Petrovilch.  —  Eilension  du  lfu'or<'m«  de  la 

lions  diiïi'reiiliellcs  du  pi-emier  ordre.  (i)8i-f)84)- 

Slekloff  {U\).   —  Sur  lu  throric  des  fonctions   fo 

(i.8i-08;)- 

L'auteur  fail  cnnnallrc  dîver»  rrïiilla 
{voir  lA  Xuic  pi'ëcédenle)  et  noumir 
d'appiiculiuus  iiuporuntps. 

Darboux{G.).  —  Sur  les  siirfafcs  àcoinljuie  cnnslaitio  posïlivp. 
(1018-103^). 

Celle  Nuie  conlient  la  virificiition  inutjiique  des  ri'sull.ils  qne  M.  [)atbou\ 
aruit  établis  par  voie  gtomélriquit  dans  sa  dernière  Cnmmuniotioa  (roir  rU 
dessus),  Il  7  e^l  montré  que  le  tlijur^me  de  M.  Guictivrd  permet  d'utitiier. 
paar  la  Géométrie  des  élimvuts  réels,  les  tr«iif formation!  de  MM.  Bianchi  et 
lUcUund  lorsigue.  appliquées  aux  surraccs  i  courhurc  positive,  elles  sr  pr^ 
sentent  sous  une  forme  nécessairement  irnaginaire.  On  peut  d'ailleurs  utïliM'r 
plus  cumpléleinent  ces  ira nslomia lions,  lorsiiu'elles  sont  imaginaires,  en  rttre- 
tuant  ïucrcs^it'rment  deui  transformations  de  Ilïrkiund,  assujetties  4  lu  seule 
cuiiililiiin  d'iHrr  iriiugiiiaircs  conjuguées  l'une  de  I'-iuIit. 

Poincaré  {II.).  —  Sur  les  groupes  cotiUuus.  (io63-io6g). 


L'juteur  préscnle  quelques  observationa  sur  la 
(Siiplius  Lie)  et  démontre  d'une  manière  nouTelle  !'( 


Dickson    {L.~E.).    —    Sui 
Fermât.  (io83-ioS5). 


:alisaLion   du    lliéori-nie    de 


Liapounoff. 
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traire  en  une  série  procédant  suivant  les  fonctions  harmoniques. 
(1088-1089). 

L'auteur  communique  sans  démonslralion  le  ihéoréme  suivant  : 

Soit(l))  un  domaine  limilé  par  une  surface  fermée  (S),  pouvant  se  composer 
de  plusieurs  nappes,  mais  admettant  en  chacun  de  ses  points  des  rayons  de 
courbure  principaux  non  inférieurs  à  une  longueur  lixc. 

Soit/(x,  X^  z)  une  fonction  donnée  s'annulant  sur  la  surface  (S)  et  admet- 
tant dans  toute  retendue  du  domaine  (D)  des  dérivées  secondes. 

Soient  U,,  U,,  Uj,  ...  la  suite  des  fonctions  harmoniques  relatives  au  do- 
maine (D)  et  A'p  Ar,,  Ar,.  ...  celle  des  nombres  caractéristiques  correspondanis. 

On  pourra  trouver  des  constantes  Ap  Aj,  A3,  ...  et  une  suite  infinie  de 
nombres  entiers  positifs  croissants/?,,  z?,,  p^^^  •••  tels  que  si  l'on  pose 

Wv-       ^       A,ll,        (/?.»=  o) 

/s/fv.l-l-l 

la    série   W, -f- W^-H  W3-+-. . .    soit    uniformément    convergente    dans    toute 
rétendue  du  domaine  (D)  et  ail  /{x,  x*  ^)  P^^u^'  somme. 

Giiichard  (C).  —  Sur  les  réseaux  qui  correspondent  au  cas  ou 
la  suite  de  Laplace  est  limitée  dans  un  sens.  (1  i49~i  1  «>'>.). 

L'auteur  commence  par  établir  deux  propriétés  générales  des  congrucnccs 
et  des  réseaux,  d*où  découlent  les  conséquences  suivantes  : 

On  sait  trouver  tous  les  systèmes  conjugués  formés  d*unc  série  de  courbes 
planes  et  d'une  série  de  géodésiques. 

On  sait  trouver  tous  les  réseaux  cycliques  qui  contiennent  un  système  de 
courbes  planes. 

Le  Vavasscur.  —  Les  groupes  d'ordre /?2f/-,  p  étant  un  nombre 
premier  plus  grand  que  le  nombre  premier  q,  (1  i  ja-i  i53). 

Aliltag'LefJler.  —  Sur  la  représentation  d'une  branche  uniforme 
de  fonction  analytique.  (12 12-121 5). 

L'auteur  communique  sans  démonstration  trois  théorèmes  importants,  qui 
permettent  de  former  un  développement  propre  à  représenter  une  branche 
uniforme  de  fonction  analytique,  prolongée  dans  le  domaine  le  plus  étendu 
possible. 

Beudon  (./.).  —  Sur  le  calcul  des  formules  contenant  des  fonc- 
tions arbitraires.  (i2i5-i2i8). 

Darboux  (G,).  —  Sur  la  déformation  des  surfaces  générales  du 
second  degré.  (1264-1270). 

Une  quadrique  ^.énérale  ((^)  roulant  sur  une  surface  applicable  (6),  on  cun- 


lal 
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sidi're  lu  surFHCcs  décrites  par  ici  pnioU  où  le  plan  de  ronlact  «tt  rencnMvé 
pur  tes  huit  gL'néralrîces  iiotropes  <lc  la  surface.  Ou  a  le  Ibéorrine  sarfam  : 
Cm  liuiL  surfuces  snnt  isolliErniiquis  gL  k  ci<rre»pondrnl  avec  «iniilitudc  drs 
(élément!!  innnimtnt  petits;  leurs  lignes  de  longueur  nulle  coirespundent  aut 
asjmpL»tir)ue9  de  la  surface  (  S  ). 

M.  narbnui  déduit  ce  rètulut  de  la  prupaiilion  gi^ncrate  que  Toiri  : 
Si  une  surfuce  l'égtée  (Q)ruule  sur  une  surface  applicable  (S),  les  poinls  ot 
les  dilTiirenlM  lignes  de  lunçueur  nulle  de  (Q)  rencimlrent  le  plan  de  cunlad 
de  (  8)  et  de  (Q),  pointi  qui  sont  tous  si1u*s  sur  la  gëaiiratrice  de  (Q)  c»n- 
lenuc  dans  le  plan  de  conlnci,  décrivent  des  surfaces  qui  se  correspondeat  a*ec 
similitude  des  éléments  iofiniiiient  peins:  les  lignes  de  longueur  nulle  de  c» 
surraccs  correspondent  aux  lignes  asymplotiqui's  de  (8). 

Thyhaiit  (-/-)■  —  Sur  les  surfaces  Jsolliermlijiies  el  la  d»'forniii- 
lion  du  paraholoïde.  (1274-127^). 

Sur  la  normale  on  chaque  point  M  d'une  surface  (  M  )  on  prend  le  roiijn^rit' 
harmonique  C  de  M  par  rapport  aux  deux  centres  de  Courbnn;;  de  C  cuniiuc 
centre  on  trace  la  spLérc  (S]  dont  le  rayon  R  est  l'inverse  de  la  cuurburv 
miij'ennede  la  surface  (M)au  point  M.  Les  sphères  (S)<uiDt  tangeiilc;  â  (Ml: 
lortgu'ellei  coupent  une  iphère fixe  *ous  un  angle  constant,  la  *n/-y£ic'(M) 
eil  itatherniiqtie.  La  délermioation  des  surface)  (M)  qui  jouissent  d«  celu 
pnipi'iété  retient  â  celle  des  surfaces  applicables  sur  un  parabololdc  i(uelcunqur. 

Les  surfaces  îsolhcrmiques  que  ce  tbéorimc  fait  con'cspondrc  à  la  di^forn»- 
liria  du  paraliulolde  i.  un  plan  dirccleuc  isotrope  sont  celles  que  AI.  TbyblOI  a 
découvertes  précédemment  (Thiisc  de  Doctorat). 


TzUzéka.  —  Sur  la  défonnation  t)e  certain 
siii-faces  du  second  degré.  (i.«-6-i aj^). 


siirfao 


■  Wées  a 


UEVUE    DliS    PUBLICATIONS.  lo) 

Borel  (Ém.).  —  Sur  le  calcul  des  séries  de  Ta^lor  à  rayon  de 
convergence  nul.  (1281-1283). 

Uanteur  indique  le  parti  qu'on  peut  tirer  des  séries  de  M.  Mitlag-Lcfflcr 
(voir  ci-dessus)  pour  l'élude  des  séries  entières  dont  le  rayon  de  convergence 
se  réduit  à  zéro. 

Darboux  (G,).  —  Sur  les  surfaces  isolhermiques.  (lagg-iSoS). 

Dans  quel  cas  une  sphère  qui  dépend  de  deux  paranjùtres  enveloppe-t-elle 
une  surface  dont  les  deux  nappes  se  correspondent  avec  similitude  dos  élénienls 
infiniment  petits?  Tel  est  le  problème  que  se  pose  M.  Darboux.  Après  avoir 
montré  que  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  doivent  être  isolhermiques,  il 
établit  ce  théorème  : 

Etant  donnée  une  surface  isolhermique  quelconque  (M),  on  peut  lui  faire 
correspondre,  avec  similitude  des  éléments  infiniment  pelils  et  conservation 
des  lignes  de  courbure,  une  infinité  d'autres  surfaces  isotherniiques  (M')  qui, 
prises  chacune  avec  (M),  constituent  les  deux  nappes  d'u-ue  enveloppe  de 
sphères. 

Voici,  en  outre,  une  propriété  caractérisliqiie  des  surfaces  isolhermiques  : 

Etant  donnée  une  surface  quelconque  (M),  on  construit  en  chacun  de  ses 
points  M  la  sphère  tangente  qui  a  pour  centre  le  conjugué  harmonique  de  M 
psir  rapport  au  segmenl  formé  par  les  centres  de  courbure  principaux.  La  con- 
dition'nécessaire  et  suffisante  pour  que  (M)  soit  isoihermique  est  (|ue  cette 
sphère  enveloppe,  en  même  temps  que  (  M  ),  une  surface  (  M'  )  dont  les  lignes  de 
courbure  correspondent  à  celles  de  (M). 

Giiichard  (C).  —  Sur  les  réseaux  cycliques  qui  conliennenl  nn 
système  de  géodésiques.  (i3o8-i3io). 

La  représentation  sphérique  des  surfaces  (M)  telles  que  la  congruence  des 
tangentes  à  l'une  des  familles  de  lignes  de  courbure  soit  une  congruence 
cyclique,  dépend  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre. 

A  chaque  surface  (M)  on  peut  faire  correspondre  une  infinité  de  surfaces  (  M') 
telles  que 

I*  Les  rayons  de  courbure  correspondants  sont  égaux; 

a*  Les  lignes  de  courbure  d'une  famille  ont  même  longueur; 

3*  Celles  de  l'autre  famille  ont  même  rayon  de  courbure  aux  points  corres- 
pondants. 

Lerch.  —  Sur  les  séries  de  Dirichlel.  (i3io-i3 1  1). 

Picard  (^Em,).  —  Sur  les  dévcloppcnienls  en  série  des  inlé- 
grales  des  équations  din'érciilielles  par  la  méthode  de  Cauchj. 
(i363-i366). 

L'auteur  montre  que,  sous  certaines  conditions  très  peu  restrictives,  on  peut 
obtenir  par  la  méthode  de  Cauchy-Lipscliil/.  des  développements  qui  conver- 
gent  tant  que  les   intégrales  restent  continues.  Kn  particulier,  étant  donné  le 


SIÎCONDK  l'AHTIB. 


ai 

=    X; 

{•e 

oti  les  X,  sont  de: 

I  polïi 

de  poly..omcs  on  ( 

,qui  s 
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La  méthode  en  ( 
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éléments  réels,  est  donc 

SU| 

le  même  objcl. 

e»,  les  X  poarront  être  reprd«eaté«  pir  rf«*  iMt* 
it  conTergentes  laot  que  les  x  serunt  dm  foBcUoM 


it  l'application  n'est  pas  d'ailleurs  reitrcinle  ■■> 
;ure  i  toutes  les  autres  mélliodei  propottei  pa«r 


A/nillet  (Edni.).  —  Sur  les  équations  iniléiermïnécs  à  deux  et 
trois  variables  (jiii  n'onl  qu'un  nombre  Cini  de  soliilions  CD 
nombres  entiers.  (i;i83-i38J). 

Émincé  de  diverse»  condiliuns  qui  assurent  l'cxUtenre  de  ptiinta  1  coordon- 
nées entiri-ei  sni-  les  caurlie»  et  les  surfaces  atgéliriques  dont  les  équations  ont 
leurs  cueriiricnts  entier»  et  sont  Hritliiiiétiqueiiieni  liréductibles. 

Coitloii  {./.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  ]iarticllps  du 
second  ordre  ù  caracliTisli(|iiC5  réelles.  (i38()-i38()). 


ili''  rt'siiltats  obtenus  p^r  MM.  Volierra  cl  Tcilone  dans  le  ras  particulier  oi 
L  dérivée  partielle  alTectce  du  si{;ue  j>lu4  e»l  seule  de  son  espèce  { p  =  i). 


P/iiftf^nii-n.  —  Sur  m 
I.cfflcr.  (1131-43:). 
Il  s^apit  du  lliù-iri-ine  *u 


xlcn^ion  d'tin  llicorcme  de  M.  Mittag- 


uoiromie  de  font- 
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de  Q  Cl  de  (6).  Chacune  de  ces  surfaces  satisfait  à  une  équulion  de  la  forme 

soD  élémenl  linéaire  rapporté  aux  lignes  de  courbure  étant 

u  et  u'  désignant  les  quantités  suivantes 

R  ^  R,  \R        R,/ 

<  R,  R,  rayons  de  courbure  principaux)  et  A,  B,  C,  D  des  constante*:.  M.  Dar- 
boux  montre  que  cette  condition  nécessaire  est  en  même  temps  sunisanle. 

/^îcard  (JEm.).  —  Sur  la  délerminalion  des  intégrales  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  par  leurs  valeurs 
sur  un  contour  fermé.  (1487-1489). 

M.  Picard,  ayant  complété  des  travaux  antérieurs  sur  Textension  du  prin- 
cipe de  Diriclilet  à  diverses  équations  du  second  ordre,,  énonce  les  résultats 
qu'il  a  obtenus  relativement  à  Téquation  linéaire 

â'U       â^tt  ,  du  au 

-T-r;  -¥■  3-^  H-2cf- hae- \-fu  —  0 

dx^        ây-  dx  ôy      *' 

»ous  certaines  conditions  simples.  Ainsi,  en  supposant  que  les  cocflicicnts  d^  e, 
y  soient  continus  ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  on  peut,  par  une  série 
d'approximations  successives,  obtenir  Tintégrale  qui  prend  des  valeurs  données 
sur  un  contour  (simple  ou  composé),  pourvu  que  cette  succession  de  valeurs 
soit  continue  et  admette  des  dérivées  des  trois  premiers  ordres.  Si  les  coeffi- 
cients cf,  Bf  /sont  analytiques,  il  est  possible  de  traiter  la  question  dans  des 
cas  plus  étendus. 

Lebesgne  {II")»  —  Sur  quelques  surfaces  non  réglées  applicables 
sur  le  plan.  (i5oa-i5o3). 

L*auteur  substitue  à  la  définition  classique  de  l'applicabilité  la  nouvelle  déf»- 
nition  que  voici  : 

Une  surface  est  applicable  sur  le  plan,  s'il  est  possible  d'établir  entre  les 
points  de  cette  surface  et  ceux  d'une  aire  plane  une  correspondance  univoque 
et  continue  telle  qu'à  toute  courbe  recliliiible  de  In  surface  corresponde  dans 
l'aire  plane  une  courbe  rectifiabte  ayant  même  longueur,  cl  inversement. 

Avec  cette  définition,  il  existe  d'autres  surfaces  «ipplicablcs  sur  le  plan  que 
les  surfaces  développables.  M.  Lebcssue  <lonnc  des  modes  de  génération  de 
pareilles  surfaces,  les  unes  réglées  m;iis  non  développables,  les  autres  ne  con- 
tenant aucun  segment  de  droite. 

Painlcvé  (P.).  —  Sur  le  calt^ul  des  intégrales  des  équations  dif- 
férenlielles  par  la  niéthode  de  Cauchv-Lipschitz.  (i5o5-i5o8). 

M.  Painicvc  s'est  servi  de  cette  nii  ibode  pour  étudier  le  mouvement  d'un 


loK  StiCtlMUi   I-AIIIIK. 

ïy>iÉnie  matériel  danë  l'intervalle  de  tempi  le  plui  grand  poti^Dli'i 
miniinum  ilc  reïlriclions  relalîves  à  h  conlinuilii.  Il  résum«  les  nSululs  gini- 
raux  qu'il  a  oiitcnui  et  Icun  prinrïpaicx  Rfiplji^aliuos. 

\insi,  étant  diinnéc»  deui  quanlîEéi  [mïitiven  A  cl  ■  {  A^i)  aussi  petites  que 
l'on  vent,  on  peut,  dam  le  problème  dei  n  eorp»,  uknicr  uvei:  l'approiiina- 
lion  E  lc«  po«iii<ifi«  àt*  H  corps  dans  un  intervalle  d«  Icmpi  uu  arDmier  iiue 
dun!<  r.el  intersullr  l'érarl  miaininm  de  dirux  aïtres  Mt  moindre  qae  A. 

l'nur  un  sj'^léme  mati'i'iel  qneli;oni|ue,  s'il  n'ctîsic  pai  de  position  wingulUre 
'a  ilisluni'E  linie  el  si  la  Turcc  vite  du  «jslâme  reste  linje  pour  t  nui,  on  (H'nt 
n-présentcr  le  mouvemenl  du  sjslême  par  iIcB  siriet  qui  conTergcol.  quel  que 


SafixAoiv  (;V.).  —  Considérât  ion  s  sur  les  Iravaiix  ik  MM.  S.  Lie 
elA.  Maver.  (i55o-i553). 

L'intëKraliiin  d'un  sysléme  complet  de  m  iqnsilïoni  ans  dérivées  parliell» 
du  premier  orilie  pour  une  Funr.tiuii  de  n  iRriables  (  n  >  m  ]  revient,  suitani 
Jacobi,  à  former  n~  m  nouvelles  équations  ronstiluBol  uiee  les  première*  un 
sysiènie  eumpli'l  et  réiolable  par  rapport  i  toutes  les  dérivée*. 

Celte  deniiire  restriction  n'est  point  nécessaire,  kinsi  qae  S.  Lie  l'a  d<imi>ntrc 
dans  le  caii  d'une  seule  équatioo.  Ensuite  ce  rriiUtIBt  B  été  éteodil  par  Ma>rr 
aux  équatiims  simultanées.  Mai»  l'analyse  de  Mayer  pri^le  à  une  nbjectino  que 
M.  S^ilUkuw  r.>it  cuniidilie,  avei-  une  noutelle  déuiniislraûun  non  sujctlr  i 
tïlLc  diiliiulLé. 
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En  particulier,  si  les  équations  <l>  =  o  et  W  =  o  sont  linéaires  en  x^  y^  z^  pour 
que  les  droites  soient  transformées  en  quadriques,  il  faut  que  les  équations 
soient  bilinéaires.  On  trouve  x-^  transformations  de  cette  espèce;  si  l'on  veut 
que  la  quadrique  soit  une  sphère,  il  n*y  eu  a  plus  que  x'^,  parmi  lesquelles  figure 
la  célèbre  transformation  de  Lie,  et  qui  sont  toutes  des  transformations  de 
conlact. 

Viennent  ensuite  quelques  indications  sur  les  transformations  de  droites  en 
sphères  dans  les  espaces  à  n  dimensions  (;i  ne  peut  dépasser  11). 

Guichard.  —  Sur  les  surfaces  de  M.  Voss.  (23-2G). 

Il  s'agit  des  surfaces  qui  admettent  un  réseau  conjugue  exclusivement  formé 
de  lignes  géodcsiques.  L'auteur  montre  que  la  recherche  des  surfaces  de  Voss 
est  équivalente  à  celle  des  congruences  dont  Tun  des  réseaux  focaux  est  formé 
par  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  et  dont  l'autre  se  projette  sur  un  plan 
lixe  suivant  un  réseau  orthogonal. 

Z#e   Vavasseur.  —  Les  groupes  d'ordre  \(Sp^p  étant  un  nombre 
premier  impair.  (26-27). 

Trente-quatre  de  ces  groupes  sont  décomposables.  L'auteur  énunicre  les 
antres. 

JPainlevé  {P,).  —  Sur  le  développement  d'une  branche  uniforme 
de  fonction  analytique  en  série  de  polynômes.  (2--3i). 

Applications  diverses  de  la  méthode  donnée  par  l'auteur  pour  démontrer  le 
théorème  récemment  publié  par  M.  Miltag-Lefller. 

Goursat,   —  Sur  deux  équations   intégrables  du   second  ordre. 
(3i-3'j). 

L'auteur  fait  connaître  les  intégrales  générales  des  deux  équations 

*5  r=:  V^(l-r /?')(!  -+-^=),  5  sln  -3  =  V^(  H" />' K  »-+-</' )• 

t^redholm.  —  Sur  une  classe  d'équations  aux  dérivées  partielles. 
(32-34). 

Etant  donnée  une  forme  dcfmie/C^,  t,,  ÎJ)  du  degré  2/1,  on  considère  rét|ua- 
iion  linéaire 

^  "^  \Ojc    dy    Oz] 

Si  l'on  désigne  par  ^{/(î,  t,,  !J)  une  forme  (luelconquc  du  degré  2/e  —  2,  l'in- 
tégrale 


"=//5i^<''"''-*''^--^ '''')• 


lin  SECONDE  l'ARTIE. 

dl«D(1ui:  i  loua  lu  élfmcati  d'une  droite  située  dant  le  plan 

ei  pasnunL  par  le  puint 

X  =  cy  —  bz.        T,  =  o  s  —  n,        t  =  ft*  —  ajr 

Ml  une  intiïgrBlc  liomoRciic  cl  de  degré  —  i  de  l'équilion  (i)  Ma*  ■■!!«  poiaV 
tiiigulicr  niel  que  l'origine.  Si  l'un  pi-end  en  particulier 

*  =  î«T,Piî     o  +  p+r-ï"-»). 

on  obtient  une  iniûgmlc  dont  le  n'ile  par  rapport  i  l'équaliAn  (i)  eit  aaaloga^ 
a  celui  de  U  runctinn      par  rapport  à  l'i!i[iiatian  de  Laplare. 

S(tllv/,oiv.  —  CoDsidoiiiiIons  sur  les  travaux  de  MM.  S.  Lieel- 
A'iMavrr.  (:îi.3;). 

iïbles  de  M.  A.  Mayer.  iodiqni 


<  ilcruii 


m,  et  t'applique  i  l'eicmple qu'il  avait  dijt  traité.       — 


Piiiiitcvt-  (P.).  —  Sur  le  (lr-vclo|)[)einGnt  des  foncltoas  aDalylic]iies 
.le  |,l„sic„.,  ..r;.l,k-,.  (,j.i-oi). 

1,'aiitrur  ri>iniiitrr  une  f..(irlinn  ^(i,  «■)  dp  drus  variable»  complexes,  h«l«- 
fiiorplic  pnur  :  .-  ri.  >v  =:  a.  Apri'S  avilir  indiqiKÏ  Ir  moyen  de  définir  le  domaine 
de  ninviT^ciK''.  •tans  ^«^pil^•r  ù  rjuaire  dimensions,  de  la  s^ie  de  Mac-I^uria 
qui   r<'pifM;iiIc  l'~  aui  envirnns  du  l'origine,  il  inli'iHluit  un  déretoppemcot  de 


»l.  Millag-Urncrqui  n-pr.'-icii 


n  itrhor 


segment  de  droite  (i,  +«); 


,  vr.(;) 
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rinq  diroensinns  correspondent  des  propriétés  dos  congrucnres  de  cercles  et  de 
spkéret. 

^atlykoiv.   —  Sur  lii   lliëoric  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles. (ipS-ii^S). 

L'anteur  revient  sur  ses  précédentes  rerhcrclics  (Comptes  rendus^  jan- 
TÎer  1099)  pour  étendre  sa  théorie  aux  éf|ualions  quelconques  en  involution, 
sans  les  supposer  résolues  par  rapport  aux  dérivc(*s  partiel  les. 

Uaiilei  (Edm.).    —    Sur    les    étjuations    indéterminées    de    la 
forme  x^-|-^'^=  cz^.  (ipS-ipc)). 

Indication  do  nombreux  cas  d'impossibilité. 

emouiin  (-•/.).  —  Sur  une  correspondance  enirc  deux  espaces 
réglés.  (  200-202  ). 

L'auteur  fait  connallre  deux  snlulinns  particulières  de  re  problème  :  Ktablir 
entre  deux  dn>iles  une  rorrespondance  telle  (|uo,  si  Tune  dVIies  engendre  une 
cungruence  de  normales,  il  en  soit  de  même  de  l'aiilre. 

L'une  de  ces  solutions  constitue  une  généralisation  nouvelle  du  théorème  de 
I>upin. 

veii  (A\-0.).  —  Sur  les  écpiations  de  PfaflT.  (27Î-275). 

Généralisant  un  résultat  de  M.  Guldbcrg  (Comptes  rendus,  décembre  i%S), 
l'auteur  ilémontre  ipie  : 

L'ne  équation  linéaire  aux  dt(rérciitiellcs  totales  (inlégrable  ou  non  inté- 
firable)  peut  admettre  des  intégrales  singulières  dont  la  détermination  se  fait 
9*ans  intégration. 

Il  donne  deux  exemples,  dont  Tun  échappe  à  la  méthode  île  M.  Guldberg. 

^^^élac{II.).  —  Sur  les  cols  des  rqualionsdifTcrenlicllcs.  (sijd-tiTC)). 

l'ne  équation  dilTérenticlle  du  premier  ordre  peut,  en  général,  dans  le  voisi- 
nage d'un  point  sin;(ulior,  se  mellro  sous  la  forme 

(  j7  -f- . . .  )  dy  =  dx{ —  \y  -+-...)? 

I«s  Ci>effi«"ient"»  de  tiy  et  de  dx  sont  des  fonctions  liolomorphcs  de  x  et  de  y 
«ians  le  voisinage  de  x  =^'  —  o;  les  ternies  non  érril-*  sont  de  degré  su|M'ricur 
^u  premier. 

Dans  le  ras  où  X  nrxt  pax  un  nombre  réel  positif,  on  ^ail  que  l'équation 
stdmct  une  inlintté  d'intégrales  pour  le'^qnelles  x  el  )*  Icntlent  bimullanément 
^en*  zéro  (Poinraré). 

M.  Dulae  alMtrde  le  ras  on  a  est  positif;  il  il«'"inonlre  <|iie  si  a  est  commcn- 
*urabie,  il  y  a  une  in/initv  d'inté;:rale'i  qni  vont  |>«is>cr  par  Toriginc. 

-  ^ppell,  —  Sur  les  mouveincnls  de  roiilcuiciit;  r<piallons  du  mou- 
veinenl  }inalo;;tic<  à  colles  de  Laf;raiij;r.  (  »  1  ^-.rio). 


m  SliCUNDR   PARTIE. 

I^s  éitii*tinns  ilc  Lu^i'ane'!  ne  pcnfcnl  pis  élre  ippliquéet  uni  modiBalioM 
«iix  prultkniM  (luns  le!H|ii«lH  dm  solides  riiulent  rt  pivolent  la  an*  Mr  Ici     ^ 
aulifs.  I.'BUK'ur  indique  une  rurnic  iiimple  des  c'q nation i  dn  mouTemeal,  qai     i 
!i'ipp1i(]ue  en  particulier  i  ce  gcni'c  de  liaisons. 

iMvett  {E.-O.).  —  Sitr  la  correspondance  enlrc  les  lignes  droites.» 
cl  les  splièrcs.  (SSS-.tSà). 

1,'iiiitenr  complète  les  rdsiillats  de  sa  Nnle  réirente  «ur  le  même  miet  (twù— " 
ri-drssus).  L«<i  Iranstormulions  d'un  espace  (x,y,s)vn  un  autre  espace  (K,  Y,  I)tf 
dolinics  par  deux  équations  hilincairas  changpnt  une  draite  dn  premier  rn  vx^* 
ijuailrique  du  sn-ond.  Cette  quailriquc  se  ri^dnit  à  ane  splitre  dans  denK  ca«;s 
le  premier  est  celui  que  M.  I.iiveti  avait  sicnalé:  le  locund,  qu'il  ili'nnit  ici^r 
eondnit  k  Hne  fiiniilte  pluEt  éieudiie  de  IranE^formations  de  coolact,  à  no  groupe^ 
lie  x'^  (rnnsrnrnialiiins.  On  les  nliticnt  en  rombinant  la  célclire  transfiirmalioa  M 
de  Lie  avec  tonte*  Ici  Iransfurmuliiins  riu  groupe  prujectir  général. 


l0i-rtH/-:.-O.).  -  Sur 
tidiii!  tic  oonliict  enlriï 


B.-..«|«-  de  lr»i. 
(.■esl-ù-dire  w 
dr..ile.  en  spl.r. 


AppelL  —  Sur  mio  loi 


I  groupe  continu  infini  de  transFornia- 
s  droites  et  les  spliôres.  (.^o5-4o^). 

:4  île  la  Note  qui  procède  eeni  que  l'aotenr  a 
vu  /c/irffM.  «riobre  i8<)8)  sur  les  iransfurmatinni 
[iii  eouscrvent  les  développa  Mes,  on  oblienl  •■ 
eiiniari  contenant  trois  fonctions  arlutraim 
ic   iiit'uiilé   de   pammèires)  qui   transforme  !«• 


;  des  équations  de  la  O^na- 


iles  ras  aoiqoels  convient  la  fnnne 
aux  équations  de  la  Dvnamique- 
syniétriquc   les  êqoatioBS  d'Ealer 
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-'^ppell.  —  Sur  une  forme  nouvelle  des  équalions  de  la  Dyna- 
mique. ({OQ-.f^o). 

L*auleur  résume  ses  rorherches  précédentes  dans  Ténoncé  que  voici  : 
Soit  un  système  à  liaisons  données,  soumis  à  des  forces  pouvant  dépendre 
des  positions,  des  vitesses  et  du  temps;  désignons  par  J   l'accélération  d'un 
point  quelconquf*  du  système,  par  m  sa  masse  et  par  F  la  force  donnée  qui  lui 
est  appliquée,  puis  formtuis  la  fonction 


R  r-.  l^mp^X^Y}  cos(F.  J); 


k  un  instant  quelconque,  la  position  du  systcmc  et  IVlat  des  vitesses  étant 
regardés  comme  déterminés,  les  accélérations  ont  des  valeurs  rendant  la  fonc- 
tion H  minimum. 

Mangeol  (5.).  —  Sur  quelques  dépendances  géométriques  entre 
deux  systèmes  de  points  définis  par  des  équalions  algébriques. 
(464-466). 

lodication  d*un  covariant  très  général  relatif  à  plusieurs  fonctions  de  j:.  i*.  z 
dans  la  transformation  de  coordonnées  rectan;:nlaire>.  l/auteur  en  déduit  les 
conditions  pour  que  deux  figures  soient  sciiihIaMes.  honiotbéliqiies,  égale», 
soperposables  par  translation  ou  par  rotation,  ou  encore  symétriques  Tune  de 
Tautre  par  rapport  à  un  point,  à  une  droite,  à  un  plan. 

Itenaux.  —  Sur  un  développement  d'une  fonction  holomorphe  à 
Tînlérieur  d'un  contour  en  une  série  de  polvnonies.  (47'^-l75). 

Soient  un  contour  simple  (S)  et  z^—-f{z)  la  fonction  qui  repré*ciilc  d'une 
manière  conforme  Taire  extérieure  à  (S;  Mir  Tiiire  oNiéricure  à  un  cercle  du 
plan  des  x,  ayant  Torigine  pour  centre,  les  point>  à  Tiiilini  se  corre^polldallt. 
Aux  cercles  aiant  pour  centre  rori;;ine  dans  le  plan  des  ^,  correspondent  des 
courbes  de  niveau  dans  le  plan  des  z.  L'auteur  énonce  que  toute  fonclion 
ho|om(»rpbe  à  l'intérieur  de  Tune  quelconque  (S,)  des  courbes  de  ni\eaii  exté- 
rieures à  une  certaine  courbe  de  niveau  (S„)  est  dé\eloppitble  sui\ant  une 
série  de  polynômes  déterminés.  les  iiièmes  p<»ur  toutes  les  courbes  de  niveau, 
pourvu  que  Ton  connaisse  les  valeiir>  de  celle  fonction  sur  le  contour  (S,). 

Poisson  {('»)'  —  Sur  ridcnlilé  de  solution  de  cerlniiis  problèmes 
d'élasticité  et  d*lndrodvnaini(|ue.  (5i."i-5! ,')). 

L'auteur  montre  que,  dans  les  problèmes  d'élasticité  à  deux  diiiieiisions.  la 
recherche  des  pressions  peut  souvent  se  ramener  à  l'étude  du  mouvement  per- 
manent d'un  fluide.  Celle  assimilalion  entre  deux  ordres  de  pliéiit>mènes 
pb\ftiqucs  donne  lieu  à  de  nombreuses  applications.  (Vol  aiii>i  <|u'on  serait 
cofifluit  à  pen>er  que  la  l'orme  iiorniale  des  piis^^nnenls  du  si^l  terrestre  est 
identique  à  celle  des  values  de  la  mer. 


Ii4  SilCONDE  PAIti  lE. 

Léty  {Maurice).  —  Sur  l'éiiiiililire  éluslicine  il'unr  plaque  reclan- 
gulaire.  (535-539). 

Navier  a  véioia  le  problËiiic  de  IVquiliLirc  ^laslii|iic  d'une  plaquv  rertangu- 
W\rt  appuyée  sans  ciicailri>iii(>nt  sur  (nul  «on  pourtour.  M.  Miiurtce  l,iiy  risioul 
le  laime  pnilili-irie  dans  le  rns  oii  deux  bords  nppui^t  sont  ainsi  apfHir^*. 
chacDn  des  deux  autres  liurds  pouvant  éli-c,  uu  libie.  oa  ippuyé  utrec  «u  san 


Picard  {En,.).  —  Quel((HOS  riniar<|i.<-s  snr  l.'s  inl.'-fiiales  doubles 
de  seconde  espèce  dans  la  théorie  des  siitruces  atgi-Lriijiiec. 
(539-540). 


L'une  des  difdcuIUs  de  la  IhioHe  tient  au  fait 
toncliun  algébrique  £  de  iX  et  de  j-  et  une  ronctim 
susceptible  de  se  incllre  sous  Is  forme 

il  pput  .irrivrr  i|iie,  pnur  (oulcg  ces  reprc^senla lions 


rrlalive  A  la  fonction  Mlgélirique  t  =  <^vTjëyV\y)  0(1  P  Ml  un  polynôme  «rb»- 
Iraire. 

Celte  iii^me  fraction  rationnelle,  étant  prise  pour  élément  dincrenticl  d'une 
inliïgraleduubiL-,  dnunc  lieu  i  une  iriLé|;ralt:  d«  seconde  pspt^ee  daaX.  les  pérîailei 
cycliques  ne  sont  pat  toutes  nutlei,  te  qui  est   une  rirconslance  instrucliTc. 

Rénaux,  —  Sur  les  fonctions  fondaiiirnlalcs  et  sur  le  dévciopiie- 
mont  d'une  Fonction  holomorplie  à  l'inlérieur  d'un  contotiren 
sérirs  de  foocllons  londamenlalcB.  (SaS-jaS). 
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Ce  problème,  posé  par  M.   llricard,  et  dont   M.   Demouliii  a  fait  connaître 

récemment  àetn  solutions  i)ai'llculicres  (voir  ci-dessus)  e^t  Je  suivant  : 

£taUir  entre  deux  droites  la  correspondance  la  plus  générale  telle  que, 

ui  l'une  d'elles  engendre  une  congruence  de  normales,  il  en  soit  de  mime  de 

M.  (ïuursit  ri^sout  eu  m  pi  r>  le  nient  le  problème  cd  montrant  que  toulc  lians- 
funiiation  de  contii^t  en  {x,  p)  de  l'espace  i  trois  dimensions  Tournil  une  cor- 
respondance de  l'espace  ileuianJée,  et  réciproquement;  ur  on  connaît  toutes 
les  transformât iuos  de  contact  en  {x,  p). 

A/arotle  (P.).  —  Sur  la  classilication  des  groupes  projcclifs  de 
l'esjiace  à  n  dimensions.  (58o-j83). 

La  méthode  de  M.  Lie  ne  pouTint  £tre  étendue  â  l'b^percspace,  l'auicui- 
p^Tt  de  ce  principe  : 

Si  une  figure  géométrique,  ponctuelle  ou  non,  reste  invariable  par  un  groupe 
projcclif  G,  l'enietnbie  de  ses  éléments  ainguliers  forme  une  multiplicité  inva- 
riable par  le  groupe  G. 

Il  e*l  ain^i  conduit  i  ehcicher  les  mulliplicités,  poncluelles  ou  non,  sans 
^li^incaK  singuliers.  On  obtient  ainsi  la  das«irica[ion  demandée.  L'auteur  se 
bnrne  ici  aux  groupes  continus  qui  laissent  invariable  une  multiplicité  pouc- 
luclle,  et  applique  ses  résultais  k  l'espace  A  quatre  dimensioas. 

I*elrovilch  (vï/.).  —  ïlicorèine  sur  le  nombre  de  racines  d'tme 
é(| nation  algébrique,  comprises  ù  rii)[«:riciir d'une  cticonlérence 
donutie.  (583-38ti). 

yippetl.  —  Équilibre  d'un  floUcur  avec  un  chargcincnl  liquide. 
(036-63;). 

Nduvcllc  solution  de  ce  problème;  un  est  riiiiirné  â  une  condilinn  identique 
A  celle  de  M.  ûujrou  pour  les  llotleurs  sans  liquides  intérieurs,  sauf  que  la 
«urface  des  centres  de  carénés  eïl  i-emplacée  par  une  autre  surface. 

ilumbert  (G.).  —  Sur  cerlaines  surfaces  remarquables  du  qit»- 
tri^nie  ordre.  (G^o-d^i). 

Il  s'agit  de  curieuses  surfaces,  les  uni's  à  iTi  puinlii  doubles,  les  autres  'an^ 
point  double,  mais  avec  deux  groupes  de  il>  droites,  auxquelles  runduisent  1rs 
rooetions  que  l'autour  appelle  inlermèdiairea  normales  parmi  b's  foiirtluns 


tiantherl  {G.).  —■  Sur  les  l'onclions  Inperabélicnnes.  ((>(i7-(i()()). 

Contribution  i  tu  Ihéurie  de.s  surfaces  hyperabéliennes  de  M.  Piruid.  I.'autcur 
donne  des  exemples  simp 
(la  fonctions  hyperabélie 
•  b^liennes  correspondant! 


SECONDE  PARTIE. 


Telles  sont,  cnlre  ai 
ment  pour  équations 


Difiiccs  da  quatrième  ordre  qai  ont  re«|ieeti*e 


Coursât.  —  Sur  les  congniences  tic  normales.  (66^670). 

Les  forinutcs  par  IcsqucIlM  l'auteur  a  défini  t^eemment  {iMir  ci-dvuui)  la 

correspunilanue   lu  plus  générale  entre  deux  droites,  qui  conserve  les  coa 

gruences  de  normales,  conduisent  à  l'élégante  en  ns  tract  ion  que  Toici  ; 

A  tout  plan  H  taire  ccirrc<^pi>ndre  une  surface  S  de  telle  façon  qn't  deux  pUnv 
parallèles  1',  P,  distants  de  h  correspondent  deux  surfaces  ptratlêle*  S,  S,, 
dont  l'une  s'oliticnt  en  portant  une  langueur  mh  sur  les  normales  à  l'autre, 
m  étant  constant,  lorsque  P  reste  tangent  à  une  surface  non  développa  Me  S, 
la  surrurc  S  a  une  enveloppe  £'  qui  ctirre^ipond  élénient  par  clément  i  la 
surface  S.  Crtli-  triinsformaiion  lic  lootact  change  deux  surfaces  parallèles  ea 
rU'iix  -.urfarcs  pardlli'les  cl  fournit  la  solution  la  plus  générale  du  prublénie. 

Gnic/iiird.  —  Sur  les  coii^nipnces  de  cercles  el  de  splières  qtiî 
iiilci'vtnnncDt  dnns  l'ûUide  dea  sysl<''mes  orlliagonaiix  et  tivs 
systù.iiescj-cli<)ow.(;48-;5o). 

L'auli'ur  l'ouiini'nre  piir  énoncer  Ic4  deux  théorèmes  suivants,  n<i  les  pôln 

d'un  ctTcle  S'tnt  le»  centre»  des  s])lii-res  de  rayon  nul  qui  passent  par  ce  rercle  : 

Si  uni'   spliére  S  ilénil  une  coHgrurnce,  le  rercle  C„  qui  a  pour  pOles  In 

piiints  \  et   V  011  ta  sphère  tciuelie  son  enveloppe,  dèci-it  aussi  une  congraenre. 

Ili'riproquomeiii,  »i  un  iTrele  C  dérrit  une  coiigruence.  la  spbire  S,  qui  a 

son  enveloppe  et  qui  passe  par  le* 

^ongi'uence;  la  sphère  S  touclie  son 
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idé  (H.).  —  Sur  la  généralisation  des  développements  en  frac- 
tions continues,  donnés  par  Gauss  et  par  Ëuler,  de  la  fonc- 
tion (1  4-  x)*-  (753-756). 

Les  fractions  données  par  Tanteur  dépendent  d'un  entier  positif  arbi- 
traire; leurs  réduites  sont  des  /radions  rationnelles  approchées  de  la  fonc- 
tion (1-4- J?)". 

<^us$inesq  (/.).  —  Ce  que  devient  un  système  d'ondes  planes,  laté- 
ralement indéfinies,  dans  un  milieu  transparent  isotrope,  mais 
hétérogène,  formé  de  couches  planes  et  parallèles.  (794-7ç)<)). 

^i^Mundau  (Edm.).  —  Contribution  à  la  théorie  de  la  fonction  ^{s) 
de  Riemann.  (8 12-81 5). 

Démonstration  de  la  convergence  de  la  série 

y  |i(A)logAr 

où  |fc(i)  =1,  |i.(A-)  =  o  si  k  est  divisible  par  un  carré  >i,  et  enfin  pour  les 
cotres  valeurs  de  A:|{jl(A-)  =  (  —  1)?,  p  désignant  le  nombre  des  facteurs  pre- 
■tticrs  de  k. 

drade,  —  Sur  les  systèmes  isolés  simultanés.  (8i5-8i8). 

^€€ssinesq  (•/.).  —  Propagation,  dans  un  milieu  transparent 
■^^térogène,  d'un  pinceau  latéralement  limité  de  lumière  |)aral- 
l^le;  intégration  des  équations  du  mouvement.  (859-864). 


^esgue  (//.)-    —   Sur  la  définition  de   Taire   d'une  surface. 
CS70-87^)- 

^n  ne  peut  pas  définir  Taire  d'une  surface  courbe  par  la  considération  des 
'^^vfaces  polyédrales  inscrites,  les  aires  de  ces  surfaces  n*ayant  pas  de  limite 
'^*|>érieure  (Schwarlz). 

^'auteur  donne  une  définition  nouvelle  de  Taire  des  surfaces  qu'il  appelle 

'^iijiabies  (surfaces sur  lesquelles,  à  toute  courbe  rcctifiabic  du  plan,  corros- 
nd  une  courbe  rectifiabic);  cette  définition,  analogue  à  celle  de  Toano,  est 
^^  %js  facile  ft  appliquer. 

die  conduit  à  une  définition  nouvelle  des  surfaces  applicables  (égalité  des 
^V'cs  des  courbes  rectifiables  correspondantes),  qui  entraîne  la  conservation 
^^9  aires,  mais  non  celle  des  angles. 

^^rovitch  {M  )'  —  Sur  le  nombre  de  racines  <riine  ctjuation 
fin//,  des  Sciences  mathém.,  n'  série,  t.  \\V.  (Mai  i<)«ii.)  R.<, 


m8  seconor  I'Autiiî, 

algébrique,  comprises  â  l'inUfrieur  d'une  circonférence  ooDoée. 

(8;3-8;5). 

Padé  (//.)■  —  Sur  la  généralisation  des  développemenls  en  fra<^- 
tions  continues,  donnés  par  Lagrange,  de  la  fonction  (i  +  x)". 

(8;5.8,9). 

Les  trois  développe  méats  de  Lagrange  sonl  compris  comme  cas  partlcolicn 
dans  deux  tj'pes  nouveaux,  aoxquels  l'auteur  en  ajoute  deui  encore,  dosi 

Ces  quatre  tjpes  dépcudeul  d'un  entier  pn^ilif  arbitraire. 

Duhem  {P.).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  floilanl^ 
,et,  en  particulier,  d'un  navire  qui  porte  un  cbargenient  liquide. 

(879-880). 

Appell  {P-}-  — Remarque  sur  la  Communication  précédente  de 
M.  Duliem.  (880). 

Boussînes'/  {■/.}■  —  Justification  du  principe  de  Fermât  sur  l'éco- 
nomie du  temps,  dans  la  transmission  du  mouvement  lumineux 
à  travers  un  milieu  hétérogène,  d'ailleurs  transparent  et  iso- 
trope. (905-911). 

Guichard  [€.)■  —  Sur  quelques  propriétés  de  certains  systèmes 

de  cercles  et  de  spbéres.  (944-946)- 

L'auteur  émince  les  principales  propriétés  des  sj'stcnies  Je  ccrclri  et  de 
sphères  qu'il  a  définis  dans  ii  précédente  Note,  et  qui  conduisent  en  particu- 
lier t  une  démonatralion  tri^s  simple  du  théorème  de  WeingarteD  sur  la  ddfot- 
malion  des  surfaces. 

Boire  (/?.).  —  Sur  la  tbéorie  des  ensembles.  (g4tJ-g49). 

é  f|ur  la  Ihéorir  cln?sifjuc  des  cnsfinMes  At  poini»  bi 
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oft  n  Mt  rationnel  en  ^i  aleébnqne  en  Y,  analytique  en  X,  l'auteur  est  par- 
TeDn  i  reconnaître  si  elle  a  ses  points  critiques  fixes  et,  quand  il  en  est  ainsi, 
1  la  ramener  i  l'un  des  tS  types  canoniques  dont  tes  33  premiers  correspondent 
«u  cas  où  R  est  rationnel  en  Y  et  dont  les  deux  derniers  sont  propres  au  cas 
général. 

On  a  ainsi  la  solution  de  plusieurs  problèmes  importants,  tels  que  former 
les  équations  de  l'espace  considérée  où  R  a  diverses  formes  analytiques  assi- 
goéea  i  l'avance,  et  la  démonstration  de  théorèmes  que  M.  Painlevé  avait  anté- 
rienreinent  énoncés  comme  très  vraisemblables, 

Busche  (E.).  —  Généralisation  d'une  formule  de  Gauss.  (952- 

954). 

La  formule  célèbre  de  Gauss 


oft  E<s)  désigne  l'entier  contenu  dans  £,  a  été  le  point  de  départ  des  rechercb«s 
d'EïscnsteîD,  Dirichlel,  Stem,  Sytresler,  qui  l'ont  considérablement  généralisée. 
L'nntCDr  éublit  une  relation  noUTcllequi  semble  être  la  source  de  tous  les  ré- 
sdIuis  obtenus  par  ses  devanciers. 

Humbert  (G.)-  —  Sur  Ja  transformation  des  fonctions  abéliennes. 
(955-956). 
Il  «'agit  des  fonctions  abéliennes  â  deui  variables,  dont  les  périodes 


satisfont  il  la  relation  particulière  g'—  îg. 

Entre  leurs  morlules  existe  une  relation  algébrique  qu'on  peut  obtenir  comme 
suit.  On  considiri'  une  conique,  et  i  chacune  de  ses  tangentes  on  fait  corres- 
pondre, d'une  manière  uoiToque,  un  argument  x.  Soient  x,,  . . .,  ir,  les  argu- 
meoti  de  sii  lancent»;  le  radical 

^{x-x,}{x-X,)...{x-;r,) 

conduira  à  des  fonclioas  abéliennes  dont  les  périodes  vërilîeront  la  relation 
g'=îg,  «i  les  «il  tangentes  peuvent  se  répartir  en  trois  couples  tcl^i  qu'il 
eaistc  un  (et  un  seul)  système  simplement  infini  de  cubiques  passant  par  les 
sommets  des  trois  mnples  et  touchant  les  six  droites. 

C'est  l'eiempli^  !<'  j'Iiis  simple  des  transformations  du  premier  ordre  que  l'au- 
tcar  a  appeler'^  si>i:,':iliérts  et  qui  conduisent  d'un  système  de  fonctions  abé- 
liennes i  des  fonriiin!^  abéliennes  de  modules  différents;  M.  Humbert  fait  coq- 
pattrt  un*  rrpréï^enlation  géométrique  des  relations  qui  existent  entre  les 
moilnlet  prîmilifi  ei  les  modules  eonjuguét. 


lia  SECONDE  PARTIE. 

Bairc  (H.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  discontinues.  (loio- 
,(,,3). 


L'aateiir  expose  les  tucs  d'après  leiquellei  il  déGnit  le*  foDCtioai  i 
noei  de  plusieurs  variables  réelles  et  repartit  ta  cltUM,  marqnéM  par  le* 
nombres  de  M.  Caotor,  les  (onclioas  d'une  Tariable.  Il  iaoaet  eD*d{Ui  qnd^Mi 
propriétés  des  fonctioos  de  classe  7.  (Les  fonctioni  de  cla**e  i  oat  tlé  HmiUn 
dan*  sa  thèse;  celle*  de  classe  o  sooi  les  fonctioni  continue».) 

L.  R. 


ANNALES  SCIENTinQUES  DE  L'ËCOLB  NORMALE  SUPÉRIEURE,  mtAàu, 
sous  LES  AUSPICES  DU  MiKcsTRU:  DR  l'Instruction  publique,  pas  vr  Coiini 

DE  RËDACTIOK  COMPOSÉ  DE  MU.  LES  UaItBES  DE  CoNFilENOS  DR  L'ficOLC. 

Troisième  série,  l.  XVI,  iSgg(t). 


Borel  {Em.).  —  Mémoire  sut  les  séries  divergentes.  (9-i3i). 

Arant  d'aborder  l'objet  propre  de  ces  recherches,  qui  est  de  monircr  le  pani 
que  l'Analyse  peut  tirer  des  séries  divergentes,  l'auteur  consacre  un  premier 
Chapitre  à  des  ConUdérations  géaérala  tur  la  convergence  et  la  Mvergtiteg.- 
aprés  une  discu«siaa  sur  la  portée  des  critères  de  M.  Bertrand,  il  traite  de» 
divers  ordres  d'inllnitude  que  peuvent  présenter  pour  a:  inCni  lei  fonction*  qai, 
â  partir  d'une  rcriaine  talcur  de  la  variable,  croissent  constatnmenl  el  indé6- 
nimcnt.  La  classilicalion,  arbitraire  en  principe,  de  ces  ordres  d'infinîtnde  ni 
établie  i  l'aide  des  fonctions  x*,  e*,  \o%x  et  de  leurs  combinaisons  le*  pins 
simples.  Il  va  sans  dire  que  tes  quinze  types  inscrits  au  tableau  de  H.  Borel 
n'épuisent  pas  tous  les  modes  possibles  de  croissance  des  fonction*;  mai*  il» 
sufGsent  pour  toutes  les  fonctions  qui  se  présentent  dans  les  application*  de 
VXnalysc.  Cm  ainsi  que,  pour  leç  tqualioiis  dilTérenlielIr*  ratif-TmelI^B  ci 
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^Tiaftaitiide  éUnt  donné  entre  ceux  des  deux  fonctions 

«^•*    ,    log  log...  logx 

(qael  que  soit  le  nombre  des  exponentielles  on  des  logarithmes),  on  peut 
reconnaître  la  dirergence  de  la  série  par  Pun  des  critères  de  M.  Bertrand. 

Le  Chapitre  se  termine  par  une  classification  nouvelle  des  fonctions  de 
variable  complexe,  qui  complète  la  classification  usuelle  et  qui  est  fondée,  non 
sor  la  nature  des  singularités,  mais  sur  la  manière  dont  la  fonction  tend  vers 
la  valeur  ou  les  valeurs  qu'elle  prend  en  point  singulier.  L'auteur  arrive  par 
des  considérations  de  cette  sorte  à  démontrer  que  : 

Étant  donnée  une  équation  algébrique,  rationnelle  et  entière,  entre  la  variable 
complexe  x,  une  fonction  z  et  sa  dérivée  z',  si  Ton  pose 

z  =y  -h  ii 

et  qu'on  élimine  f,  ce  qui  conduit  à  une  équation  diiïércnticllc  du  second  ordre 
pour  y;  si,  de  plus,  y  finit  par  croître  constamment  et  indéfiniment,  on  a 
toujours,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  j?, 

y<e^. 

Le  Chapitre  II  a  pour  titre  Les  séries  sommables  et  le  prolongement  ana- 
lytique. C'est  un  problème  siogulicremeot  indéterminé  que  celui  qui  consiste, 
étant  donnée  une  série  divergente,  à  modifier  ses  termes  de  manière  à  en  dé- 
duire une  série  nouvelle  qui  soit  convergente  :  plusieurs  solutions  en  avaient 
déjà  été  données.  Voici  celle  dont  M.  Borel  fait  le  plus  fréquent  usage  :  les 
sommes  des  premiers  termes  d'une  série  divergente 

M,4-  M,H-.  .  .-r  M^  -h. . . 

étant  «g,  «,,...,«.,...,  si  la  série 


est  copTergente  quel  que  soit  le  nombre  a,  le  quotient 

est  toujours  déterminé.  Si  9(a)  a  une  limite  s  pour  a  infini,  on  dira  que  la 
série  des  u  est  sommable  et  que  s  est  sa  sommç  ou  bien  lu  limite  généralisée 
de  la  suite 

'•1       'l»        •  •  •  »       ^n»        .... 

Si,  en  outre,  l'intégrale 

J=   /      e-'modfiigH ■ i — ^ h...Wa 

^  un  sens,  la  série  des  u  est  dite  absolument  sommable.  L'auteur  ne  considère 
^ne  de  pareilles  séries. 

Il  applique  d'abord  son  procédé  de  transformation  {méthode  de  sommation 
Cx^onen/^/Ze)  aux  séries  entières,  en  supposant  essentiellement  que  leur  rayon 


SECOND!!  PAHTl 


it  donnée  ane  lérii 
•.au  point  t,,itt la 
n  cercle  de  eoB«r- 
3upures,  de  cb^w! 


lie  conicrecnce  n'est  ni  mil,  ni  infini  (ce  qui  permet  de  le  tal 
vue  d'arriïM  i  une  Bolutiun  nouvelle  de  Ce  problémr 
entière  tuppoiée  diifergtnte  pour  s  =  s,,  trouver  la  valeui 
/onction  analytique  /(  î  )  dejinie  par  cette  lérie  dam  lù, 
gençe.  (On  rend  le  problème  déterminé  en  traçant  de»  «i 
point  singulier  de  la  fonclioD  1  l'infini.) 

Ensuite  M.  Corel  examine  le  cas  particulier  où  la  ronclion  n'admet  sur  son 
crrdc  de  convergence  qu'on  seul  point  singulier,  le  point  z  =  i,  se  pro|i«itnt 
de  la  délinir  dans  une  purtion  de  plus  en  plus  étendue  du  plan,  au  vuisinap 
de  ee  point;  il  emploie  ft  cet  elTel  un  second  procédé  de  transformatioD  det 
séries  et  divise  son  étude  en  deux  parties  ;  i*  rechercher  si  la  (unclion  admet 
des  points  singuliers  infiniment  voisins  de  s  =  i  et  non  situés  sur  l'axe  réel; 
■1'  supposant  qu'elle  n'admet  pas  de  pareils  points  au  moins  dans  un  cerllln 
point  [le  voisinage  de  x  =  i,  donner  une  expression  analytique  de  la  fonction 


5(j:)  = 


«!/(-= 


'<] 


(";-'") 


1(11  i  mesure  en  quelque  sorte  la  non-unîrormilé  de  /(x)  >u  voisinage  de  a  =  i. 

Le  Chapitre  III  est  intitulé  :  Let  lëries  de  Taylor  à  rayon  de  eonvergenee 
nul.  C'est  un  cas  dont  l'étude  eil  rendue  plus  difUcite  par  les  circonstances 
toutes  particulières  qui  lui  correspondent.  L'auteur  commence  par  géninliser 
te  problème  de  l 'interpola lion  en  cherchant  une  fonction  entière  y  (z)  qui 
prenne  des  valeurs  données  pour  une  infinité  de  valeurs  de  z,  dont  le  mo- 
dule ett  supposé  croître  indéfiniment.  En  prenant  comme  élément  «impie  U 
fonction  sinrz,  on  reconnaît  que  le  problème  est  indéterminé;  on  peut,  d«ns 
des  cas  très  étendus,  le  rendre  déterminé  par  l'adjonction  de  conditions  supplé- 
mentaires, qui  sont  des  conditions  d'inégalité;  encore  faot-it  que  les  données 
satisfassent  à  certaines  inégalités. 

Mais  la  série  f{i  )  qu'on  obtient  ainsi  peut  avoir  son  rayon  de  convergence 
nul.  L'uuicor  lui  applique  dans  ce  cas  la  méthcidc  de  sommation  euponenlicllc. 
Cl- qui  le  foniluit  â  représenter /[  J)  par  une  intégrale  délinie 


/""' 


-1  dz 
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et  à  ses  dérivées,  on  reconnaît  que  si  le  développement  de  y  par  la  formule  de 
Ifaclaarin  conduit  à  une  série  divergente,  mais  d^espèce  (A),  il  définit  une 
fonction  d'espèce  (A)  qui  satisfait  à  l'équation  proposée  et  qui,  dans  son  angle 
de  régularité,  vérifie  les  conditions  initiales  données.  M.  Borel  traite  ensuite 
en  particulier  des  équations 

a  étant  un  polynôme  sans  terme  constant  et  sans  termes  du  premier  degré;  il 
cherche  si  une  pareille  équation  admet  une  intégrale  telle  que  l'on  ait 

y  =  o,       y  =  o, 

quand  x  devient  nul  par  valeurs  réelles  et  positives,  et  conclut  que  les  équa- 
tions jouissant  de  ces  propriétés  sont  au  nombre  de  celles  pour  lesquelles  sa 
méthode  semble  devoir  réussir.  Les  calculs  peuvent  être  achevés  pour  l'équa- 
tioD  linéaire 

Dans  un   dernier  paragraphe,  M.  Bord  reprend  et  généralise  des  résultats 
obtenus  par  Stieltjes  sur  une  série  remarquable 

«  a  A  Al  tt 

Le  problème  qu'il  traite  est  le  suivant  :  Les  c^^  étant  des  constantes  réelles 
donnétt,  on  pose 


et  l'on  demande  de  déterminer  à  l'aide  de  ces  égalités  la  fonction  /(i/),  en 
ajoutant  des  conditions  supplémentaires  telles  que  cette  fonction  soit  unique. 
Oo  est  ainsi  conduit  à  des  séries  plus  générales  que  la  série  (i);  M.  Borel  les 
appelle  séries  de  Stieltjes  et  montre  que  ces  séries  forment  une  classe  assez 
étendue  de  séries  sommables  (par  un  procédé  différent  de  la  sommation  expo- 
nentielle) et  sur  lesquelles  on  peut  faire  les  mêmes  opérations  que  sur  les 
séries  entières. 

Borel  (Ém.).  —  Addition  au  Mémoire  sur  les  séries  divergentes. 
(i32-i36). 

Démonstration  d'un  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  et  conséquences  nou- 
velles de  ce  théorème,  relatives  à  une  extension  de  la  région  de  convergence, 
qui  peut  conduire  à  traverser  des  lignes  singulières  essentielles,  et  à  la  pro- 
priété du  cercle  de  convergence  d'être  en  général  (Pringsheim)  une  coupure 
de  la  fonction. 

T'ziizéica  (G.).  —  Sur  les  congruences  cj^cliques  et  sur  les  sjs- 
lèmes  triplement  conjugués.  (137-192). 

L'objet  de  ce  travail  est  l'étude  de  certains  systèmes  de  coordonnées  curvi- 


ia4 
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lignes  obliqiie5  que  M.  Oarboux  a  rencontra  dam  «on  IMnMire  &a  ttfS  {Am— 
nalei  de  l'École  Normale)  et  sar  letquelt  il  eit  rerean  pins  tard  Ûmm»  m^ 
Krand  Ouvrage  sur  la  théorie  des  surfaces.  Cas  sjslimei,  qiM  M.  Taiti^if 
appelle  lyttimee  triplement  conjugait,  ei  qui  se  présentent  comme  nie  |éaè— 
rallsïlion  iinmédiaie  des  systèmes  Dnliogonaux,  sont  les  sjatimesoompoié*  iie- 
surfaces  se  coupant  suivant  des  courbes  qui  forment  des  réteans  coejngate. 

On  rencontre,  dans  la  tbfurie  de  certains  systiniES  triplement  coojopié*,  dew 
triangles  attachés  k  chaque  point  de  l'espace,  l-es  cdtés  de  cet  triangle*  formaM^ 
dans  certaines  conditions,  dtt  congruencei  cyeliquee,  et  le*  Mmaaiela  de» 
Irièdrcii  trircaangles  dont  les  arêtes  passent  par  les  ■nmmeta  de  co  triaB|lcft- 
conslitucot  (lei  syiti-inus  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales. 

C'est  pourquoi  l'auteur,  dans  lu  première  Partie  de  son  Mémoire,  fait  l'étadc 
■les  con|iru<:nre!i  cj<:lli[uc>  d'après  les  travaux  de  ses  devanciers,  en  j  ■jootnnt— 
(les  résultait  relatifs  aux  cuiifruences  i  la  fois  cycliques  et  de  Ribaucour  cL  k- 
certaines  congrucncpH  liées  aux  surfaces  à  courbure  totale  constante  négative^ 

[^  deuxième  Partie  contient  un  exposé  de  la  théorie  générale  det  nyHtmt^ 
Iriplemcni  conjugués,  de  certains  systèmes  de  triangles  et  de  certain*  )j*léme^~~ 
lie  droites. 

La  troisième  Partie  est  consiiurée  i  l'étude  d'une  classe  particulière  de  ija — 
léiues  tri|ileMieBt  couju(;uèsc|ui  se  rapprochent  plus  que  les  autres  des  systèmes 
orthogonaux  (ce  sont  )cs  systèmes  i|ue  M.  Tùtzéica  appelle  ëytimet  a,)  cK- 
ites  systèmes  <lc  triangles  dont  les  cdtés  forment,  sous  certaines  condition*,  de>^ 

Vriici  comment  sont  dêrinis  tes  systèmes  Q,.  Quand  on  a  un  système  de  coor— 
don iii-cscurvili unes  orlliotcinales  (p„p],  p,),  les  coordonnées  cartésiennes  c,^,  ss 
•l'un  point  de  l'cspaee,  considérées  comme  fonctions  de  p,,  p,,  p„  salisTont  en 
même  temps  que  jr'  +  y'+i'  à  un  certain  système  d'équations  de  Laplace- 
l'our  un  ^yslèoïc  iriplem^nt  c<>njii);ué  quelconque,  x,  y,  s  sont  de*  ■olutioe* 
d'un  sy-tfmr  Ac  l^jilarr,  sans  autre  condition  spéciale.  Enfin,  pour  un  *ye- 
téme  U,.  à  rôli'^  des  solutions  x,  y,  =  du  système  de  Laplace  correspondant,  il 
V  a  une  autre  -.olulion  tt  li'tle  i|Ue  x'-\- y-  +  s' —  V?  soit  aussi  une  solntîoa  de 

Kn  cousi'qncncc.  M.  Tzitriica  a  fait  en  réalité  l'étude  géométrique  de*  *y*- 
lènii's  de  I^placc  qui  admettent  ilrs  solutions  liées  par  une  relation  qnadratiqae 
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celle  des  iotégrales  définies  simples;  elles  permettent  d'établir  Texistence 
d'ooe  intégrale  double  en  calculant  sa  valeur,  ce  qui  est  le* seul  moyen  logique 
d'établir  l'existence  d'un  nombre,  et  rendent  intuitive  la  règle  du  changement 
de  Tarîablcs  dans  une  intégrale  double. 

Ne  poa\ant  suivre  dans  son  détail  l'exposition  de  M.  Méray,  nous  en  indi- 
<|ueroDS  deux  idées  directrices  :  l'une  consiste  à  attribuer  au  triangle  ana- 
lyiique  un  rôle  primordial  parmi  les  intervalles  binaires  (éhamps  à  deux 
variables  réelles),  rôle  analogue  à  celui  du  segment  rectiligne  dans  le  cas  d'une 
sMole  Tariable;  l'autre,  à  employer  comme  procédé  général  une  sorte  d*intégra- 
t.ion  îodéfinie,^  par  un  couple  de  fonctions  de  deux  variables,  d'une  fonction  de 
deux  variables,  donnée  comme  devant  être  leur  déterminant  diiïérentiel  (jaco- 
fcien).  On  trouvera  à  la  fin  du  même  Volume  un  Mémoire  du  même  auteur 
contenant  un  exemple  de  cette  sorte  d'intégration. 

urian  (£*.).  —  Sur  certaines  expressions  différentielles  et  sur 
le  problème  de  Pfaff.  (^39-332). 

Noos  ne  i^aurions  mieux  faire  ressortir  les  résultats  contenus  dans  ce  Mémoire 
«t  le  progrès  qu'il  réalise  dans  une  théorie  iinporlunte  qu'en  transcrivant  une 
partie  de  l'Introduction  dont  il  est  procédé. 

Le  présent  travail  constitue  une  exposition  du  problème  de  Pfaflf,  fondée  sur 
la  considération  de  certaines  expressions  <li(réroiiticlles  symboliques,  entières 
et  hom<»gènes  par  rapport  aux  diirércnticiies  de  n  variables,  les  coefficients 
étant  des  fonctions  quelconques  de  ces  variables.  Os  expressions  peuvent  être 
soumises  aux  règles  ordinaires  du  calcul,  à  la  condition  de  ne  pas  échanger 
Tordre  des  dilTérentielles  dans  un  produit.  I^  calcul  de  ces  quantités  est,  en 
somme,  celui  des  expressions  diirérenliellcs  qui  sont  placées  sous  un  signe 
d'intégrale  multiple.  Ce  calcul  présente  aussi  de  nombreuses  analogies  avec  le 
calcul  de  Grassmann;  il  est  d'ailleurs  identitiuc  au  calcul  géométrique  dont  se 
sert  M.  Burali-Foiti  dans  un  livre  récent. 

Il  est  clair  que  si  l'on  fait  un  changement  de  variables,   toute  expression 
didTérentielle  de  degré  p  se  change  en  une  expression  difrérentielle  de  «legré  p 
par  rapport  aux  nouvelles  difTérentielles.  Dans  le  cas  d'une  expression  de  Pfaiï, 
qai  est  du  premier  degré,  on  peut  lui  associer  une  autre  expression  différen- 
tielle, du  second  degré,  qui  est  un  covariant  par  rapport  aux  changements  de 
variables  et  qui   n'est  autre  que  le  covariant  bilinéairc  de   Frobenius  et  de 
M.  Darl)oux;  je  l'appelle  la  dérivée  de  l'expression  de  TfalT.  Mais,  grâce  à  la 
ootion  des  expressions  difTérentielles  symboliques,  ce  covariant  est  le  premier 
terme  d'une  suite  de  covariants  symboliques  du  troisième,  quatrième,  etc. 
degré,  qui  se  déduisent  intuitivement  de  l'expression  de  PJaff  et  de  sa 
élérivée  par  des  multiplications;  ils  constituent  les  dérivées  deuxième,  troi- 
sième, etc.  de  l'expression  de  Ffaff,  la  dérivée  yp'*"*  étant  de  degré  p  -  -  \. 

Od  conçoit  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  considération  de  ces  dérivées, 
grftcc  i  leur  caractère  invariant.  Ce  sont  les  seules  quantités  qui  interviennent 
^ians  les  énoncés  de  tous  les  résultats  de  la  théorie,  dont  la  forme  est  extré- 
ttiement  simple. 

La  considération  de  ces  dérivées  permet  de  trouver,  d'une  manière  pour  ainsi 
dire  intuitive,  tous  les  résultats  déjà  connus;  mais  elle  m'a  permis  d'en  décou- 
■^rir  d'autres.  Je  signalerai  entre  autre»*  l'extension  de  la  seconde  méthode  de 
C^lebsch  à  la  réduction  des  expressions  de  Pfaff  quelconques,  de  classe  paire 


llù 
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uu   impaires,  i  un   nombre   quelconque  de   variables.  Elle  >n'> 

li'eiposer  complèlemenL  la  ihdorie  dei  intëgralet  singulière!  d'une  équat^'' 

de  Pfaff. 

Ce  Mémoire  en  divisi!  en  cinq  parties.  Dans  la  première,  j'cipost  les  pri/^ 
cipes  du  caleu]  des  expressions  dilTérenlielles  qui  inCervieaneat  dans  la  suil^' 
Dans  la  leconde,  j'introduis  les  dérivées  d'une  expression  de  Pbiï  ei  la  notmif 
de  classe,  el  je  démonîre  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
ïipression  de  PfalT  soit  de  classe  p  ;  le  résultat  est  exlrêmemeni  simple,  «'(il 
que  la  dérivée  p-*™  ait  tous  tes  coefficientt  nuls.  J'introduis  eosuiie  ce  une 
j'appelle  le  système  complet  adjoint  el  expose  la  réduction  d'une  expressian 
à  sa  forme  canonique,  soit  par  des  cliaugements  de  variables  successifs  {mé- 
thode de  Natani  el  Clebsch),  soil  sans  changements  de  variables  (m>!tliode  de 

La  troisième  partie  cft  crmsacrée  à  la  résoluiion  d'une  équation  de  rfiil. 
problème  qui  admet  des  solutions  générales  dépendant  de  la  réduction  du  pre- 
mier membre  i  sa  forme  canonique,  et  des  solutions  singulif^rcs  obicnuct  en 
annulant  tous  les  coefficients  d'une  eerlainc  dérivée. 
La  quatrième  partie  est  consacrée  aux  deux  problèmes  suivanu  : 
Résoudre  une  équation  de  Pfaff  au  moyen  d'un  nombre  donné  r  de  rtla~ 

:  d'un  nombre  donné  r  de  r*la- 


Ces  deux  prubliïmes  admellenl  des  solutions  générales  et  des  sotntïaoi  lin- 
gulières.  Les  premicres  sont  données  par  la  rccherclie  d'une  Intégrale  de  plu- 
sieurs systèmes  complets  successifs,  les  équations  de  ces  systèmes  contenant 
linéairement  les  dérivées  de  toutes  les  intégrales  déji  trouvée*.  Quant  aux 
solutions  singulières,  ce  sont  les  solutions  d'un  problème  analogue,  mai«  où 
les  relations  données  entre  les  variables  Sont  en  plus  grand  nombre  el  peaTcnt 
être  formées  par  dilTérenlialioo. 

Dans  le  cas,  assez  général,  où  les  solutions  cbercbées  ne  sont  pas  des  solutions 
singulières  de  l'équation  de  PralT  ou,  d'une  façon  plus  précise,  n'annulent  pas 
tous  les  cuerricients  de  la  dérivée  (ïr-aV""  àe  l'expression,  la  forme  des 
systèmes  complets  peut  être  simplifiée  pour  le  calcul,  de  manière  que  cbaque 
équation  ne  dépende  plus  que  des  dérivées  d'une  seule  des  intégrales  précé- 
demment trouvées.  Cette  méthode  donne  en  particulier  la  généralisation  de  la 
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^oteous  dans  ces  recherches  sur  les  équations  de  la  forme 

où  6  est  le  symbole  opéralif  d'une  transmutation  additive,  uniforme,  continue, 
régulière,  complète  dans  quelque  domaine;  (B^t  (B^,  ...  sont  les  puissances  sym- 
boliques de  cette  opération;  77^,  /?,,  ...,  />,„  des  fonctions  données  de  la  va- 
riables; et  u  une  fonction  inconnue  de  cette  variable.  Ces  équations  se  réduisent 
i  des  équations  diiïérentielles  linéaires  dans  le  cas  particulier  où  Topéra- 
tioQ  G  est  la  dérivée. 

II.  Ensuite  vient  l'étude  plus  spéciale  des  équations  de  la  forme  (i),  dans 
lesquelles  les  coefficients  /?o»/^i»  •  •  •»  Pm  sont  constants.  On  peut  leur  appliquer 
une  méthode  analogue  à  celle  qui  fournit  l'intégrale  générale  des  équations 
linéaires  à  coefficients  constants.  Supposons,  en  effet,  qu'on  sache  trouver  la 
solution  la  plus  générale  ^(x,  r)  de  l'équation 

G  a  =  ru, 

où  r  désigne  une  constante  arbitraire,  solution  qui  peut  dépendre  d'un  nombre 
infini  de  constantes  arbitraires.  M.  Bourlct  démontre  l'une  après  l'autre  les 
diverses  parties  de  l'énoncé  suivant  : 

Soit  r  une  racine  de  l'équation  caractéristique 

/('•)=  Po  '""  -+-  Pi  '""-'  ^-  • . .  -+-  /?„._,  r-i-p^  =  o, 
d'ordre  de  multiplicité  h.  Les  h  fonctions 

sont  h  solutions  de  l'équation  (i). 

En  prenant  successivement  pour  r  toutes  les  racines  de  l'équation  caractéris- 
tique, et  en  donnant  aux  constantes  que  contiennent  ces  fonctions  des  valeurs 
fixes,  mais  quelconques,  on  aura  m  solutions  linéairement  indépendantes. 

Enfin,  en  laissant  les  constantes  que  contiennent  ces  m  solutions  absolument 
arbitraires,  on  obtient  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (i)  en  faisant 
la  somme  de  ces  m  solutions. 

Cette  proposition  avait  été  démontrée  par  M.  Pinchcrle,  mais  seulement 
dans  l'hjpothése  où  la  fonction  ^{x,  r)  dépend  d'un  nombre  Jini  de  constantes 
arbitraires. 

III.  Les  principes  généraux  qui  viennent  d'être  établis  s'appliquent  en  parti- 
culier au  cas  où  (B  est  une  substitution,  c'cst-à-dirc  où  l'on  a 

^U{X)  =z  W['f  (X)], 

^(â?)  étant  une  fonction  de  substitution  donnée.  Alors  les  équations  (i)  sont 
celles  qo'a  étudiées  M.  Grévy  dans  sa  Thèse  de  doctorat  et  l'équation 

(s  M  =  ru 

n'est  autre  que  l'équation  de  Schrodcr.  L'intégration  effective  des  équations  de 
M.  Grévy,  quand  les  coefficients  p  sont  constants,  revient  donc  à  résoudre  de 
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le  l'équation  de  Schr&der.  C'est  pourquoi  U.  fiour  .V 
D  peut  obtenir,  pour  relie  équation,  une  »ol    c 
tade  générulitË,  puisqu'elle  dépend  d'une  funclioii  arbitraire,      ^ 
mbiablemenC  la  solution  la  plus  générale  dans  le  domaine  oâ  etl-^ 


dx- 


du 


oii  a,  b  sont  des  fonctions  de  x,  peut  être  mise  sous  la  f 
p,  et  p,  étant  deux  constantes  et  Gu  étant  l'opération 


"5Ï 


Les  deux  foDCtio 


t  q,  satisfont  k  di 
re.  La  présence  de  deux  constantes  a 
t  de  simplifier  l'intégration, 
jiisidére  enfin  des  équations  générales  de  la  (orine 


équatioos  simaltanfes 
raires  p,  et  p^  pourra 


(»)  /{S-U.C— «,..., eu,u,n)  =  o, 

où  !c  est  une  transmutation  additivc  donnée  et  cherche  i  déterminer  celles  de 
ces  équations  pour  lesquelles  «n  peut  constituer,  au  moyen  de  développemcaU 
en  série,  une  [héiirie  analogue  i  celle  des  équations  différentielles.  Il  moDtrc 

que  la  liansmulation  S  doit  satisfaire  i  l'équation 


Guy=.A 


(-B(u 


.8(11  n'y  en 


résolue  par  M.  Pincberle.  L'une  de  ses  solutions  (  il  n'y  en  a  que  deux  )  fait  de 
l'équation  (i)  une  équation  dilTérentîelle  ordinaire;  l'autre  conduit  aux  équa- 
tions fonctionnelles  itératives  étudiées  par  MM.  Grévy  et  L^cau.  En  consé- 
quence, les  seules  équations  operativet  de  la  /orme  (a),  doni  la  théorie 
puisse  être  calquée  sur  celle  des  équation*  différentielle*  ordin/Àtrea,  tout 
les  équations  fonctionnelles  it 


Le    Vavasscur  {/?.)- 
(ie    (G,,)',   p   étant 


Élude   du  groupe  des  t-somorphisuies 
1    nombre    premier    plus    ^rand    que    3- 
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profondes  modifications  Tensemblc  des  résultats  que  Tauteur  a  obtenus  dans 
ses  travaux  antérieurs  relativement  à  la  théorie  des  fractions  continues  algé- 
briques. Nous  empruntons  à  Tintroduction  l'exposé  des  vues  de  M.  Padé  sur 
ce  domaine,  inexploré  jusqu'à  lui. 

■  La  première  notion  à  acquérir  est  celle  des  fraction$  rationnelles  appro' 
^kées  ou  réduites  attachées  à  une  série  entière  donnée.  Ce  sont  des  fractions 

rationnelles  irréductibles  spéciales  -^i  formant  une  suite  à  double  entrée,  et 

I*» 
«lont  chacune  est  parfaitement  déterminée,  par  une  certaine  condition  d'ap- 
proximation, quand  on  fixe  le  couple  de  nombres  entiers  positifs  ou  nuls  ((jl,v) 
ou  le  point  du  plan  de  coordonnées  entières  positives  ou  nulles,  auquel  elle 
^oit  correspondre.  Cette  loi  de  correspondance  est  univoquc  el  réciproque  dans 
le  cas  général  ;  quand  on  sort  de  ce  cas,  elle  demeure  toujours  réciproque,  mais 

«lie  n*est  plus  nécessairement' univoquc;  à  une  même  fraction  -^  peuvent 

correspondre  plusieurs  points  du  plan;  ces  points  emplissent  un  carré  dont  les 
<ùtés  sont  parallèles  aux  axes. 

>»  On  peut  extraire  de  la  suite  à  double  entrée  des  réduites  des  suites  à 
simple  entrée  ou  successions  donnant  lieu  à  des  lois  de  récurrence  remar- 
<|aable8.  Pour  une  telle  succession 


\^  15,  \Ay  •    •    •,  't'  t  '^l  '-'y 


•    •    •  » 


les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  trois  réduites  H,  K,  L  consécutives 
quelconques  sont  liés  par  des  formules  de  la  forme 

aU    -\-  a\}  ''—{}-  -. 

oà  a  est  un  monôme  à  coefficients  et  exposant  dilTôrcnts  de  zéro,  et  a  un 
polj'nome  à  terme  constant  difTcrcnt  de  zéro.  Pans  le  cas  général,  une  telle 
succession  s'obtient  en  prenant  dans  le  plan  des  points  successifs  A,  B,  C,  ..., 
simplement  contigus  et  progressants,  le  premier  A  demeurant  arbitraire. 
En  dehors  de  ce  cas,  le  choix  est  plus  compliqué  et  »e  déduit  de  la  loi  de 
correspondance  entre  les  réduites  et  les  points  du  pian. 

»  Il  7  a,  dans  le  cas  général,  trois  dispositions  de  successions  de  points  A, 

B,  C, qui  donnent  naissance  à  des  lois  de  récurrence  régulières,  c'est-à-dire 

telles  que  a  conserve  toujours  le  même  degré,  ainsi  que  a,  quelles  que  soient 
es  trois  réduites  consécutives  de  la  succession  que  Ton  considère. 

•  A  chaque  succession  de  fractions  A,  B,  C,  ...  correspond  une  fraction 
rontinue  qui  a  ces  fractions  pour  réduites  et  qui  met  en  évidence  les  éléments  a 
et  a  des  formules  de  récurrence  qui  lient  ces  fractions. 

»  Aux  dispositions  qui  donnent,  dans  le  cas  général,  les  lois  de  récurrence 
régulières,  correspondent  des  fractions  continues  régulières.  \  chacune  des 
trois  dispositions  correspond  une  infinité  de  fractions  continues  régulières  dif- 
férentes, puisque  la  première  fraction  A  de  la  succession  demeure  entièrement 
arbitraire. 

»  C'est  parmi  ces  fractions  continues  régulières  que  se  trouvent  toutes  les 
fractions  continues  qui  ont  été  données,  antérieurement  à  mes  recherches,  pour 
diverses  fonctions.  Pour  lu  fonction  exponentielle,  par  exemple,  de  la  triple 
infinité  de  celles  qui  existent,  on  en  avait  obtenu  cinq:  ('est  la  fonction  pour 


i3o 
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laquelle  on  ea  avaïL  obleau  le  plu».  Les  deui  fractions  contianei  de  JMObi  Cl 
Halphen  sont  dem  des  frétions  continues  rtguliires  corretpoadiat  aa  radieil 
dfvelopp^  yiX.  où  X  est  un  poljnome  du  qualrième  degré. 

■  Ainsi  les  CractioDi  continues  antérieurement  connues  pour  une  fonetio* 
quelconque  ae  sont  que  des  fractions,  en  très  petit  nombre  et  trèi  «pécialt*. 
prises  parmi  les  rractions  continues  régulières,  en  nombre  infini,  ■tticbées  1  la 
foncUou;  celles-ci  elles-mimes  ne  sont  que  des  cas  particnlien  de  traclîoat 
continues  plus  générales  obtenues  en  détachant  des  successions  conTcnablei  de 
réduites  de  l'ensemble  doublement  infini  des  réduites  de  la  fonction. 

■  Oo  aperçoit  ainsi.  ]'«  ciois,  sous  un  tout  autre  point  de  Toe,  ce  qne  peal 
et  doit  être  U  théorie  des  fractions  continues  algébriques;  on  roil  qu'elle  est 
dominée  par  la  notion  de  l'ensemble  des  Tractions  rationnelles  approchée*  de 
la  fonction  ;  de  plus  prés,  par  celle  des  fractions  continues  générale*  formées 
par  des  successions  convenables  de  réduites;  de  plus  prés  encore,  par  celle  des 
successions  qui  donnent  des  fractions  continues  régulières;  on  Toit  que  l'étude 
de  la  convergence  d'une  fraction  continue  spéciale  n'est  que  l'étude  de  la  con- 
vergence d'une  succession  spéciale  de  réduites,  el  que,  dés  lors,  cMtt  question 
de  la  convergence  se  pose  immédiatement  pour  la  suite  i  double  enti^  des 


isidérée  dan 


uible. 


é  du  théorème  que  nous  avons  mentionné  an  début  ; 

:  points  représentatifs  déterminant  une  direclioa 
Bijimplotiquc  (/),  ij)  les  suites  des  dénominateurs  et  des  numérateun  des  ré- 
duites convergent  vers  des  limitas 


out  intervalle  d'étendue  fioi 
t  les  paramètres  di 


a  coDtergence  est 


le  la  direction  vert 
point  représentatif  de  la  r<- 
imbres  p.,  v  aDgmente  ïndéGnimcBt. 


Zaremba  {S.).  —  Sur  l'équalion  aux  dérivées  partielles 
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sachant)  en  outre,  que  la  fonction  u  doit  satisfaire  à  la  condition  <nux  limites 

du       . 

oà  -T=;7  représente  la  dérivée  de  la  fonction  Uy  prise  suivant  la  normale  intc- 

lieare  ft  la  surface  (S),  A  étant  une  constante  donnée,  réelle  et  non  négative. 
L'objet  de  M.  Zaremba  est  de  résoudre  ce  problème  et  d'étudier  la  fonction  u 
considérée  comme  fonction  du  paramètre  \.  Il  commence  par  faire  connaître 
une  oooTelle  méthode  d'intégration  de  l'équation 

Ai»  -f-  Çt^  =  o, 
la  fonction  v  devant  satisfaire  à  la  condition  aux  limites 

où  ta  est  one  fonction  continue  donnée  de  la  position  d'un  point  variable  sur 
la  surface  (S).  Désignant  par  |i.  celle  des  déterminations  de  la  racine  carrée 
de  —  (  dont  la  partie  réelle  est  positive,  l'auteur  forme  successivement  les 

intégrales 

,     r  e-^r 
v,  =  I  —  7—    /     o  as^ 


^k^i 


-ÙXs^^i^)/'       (^  =  ''^'3,...) 


où  r  désigne  la  distance  de  l'élément  superficiel  ds  à  un  point  quelconque 
(J7,  y,  z)  de  l'espace,  et  démontre  que,  sous  une  certaine  condition  d'inégalité, 
la  série 


I^. 


sera  convergente  et  aura  pour  somme  la  fonction  demandée  v. 

Une  fois  en  possession  de  ce  résultat,  il  peut  faire  à  l'équation  (i)  l'application 
des  idées  exposées  par  M.  Poincaré  dans  son  Mémoire  Sur  les  équations  de 
ia  Physique  mathématique  (publié  dans  les  Bendiconti  del  Circolo  mate- 
ntaiico  di  Palermo,  1894).  Il  démontre  que  la  fonction  u  est  une  fonciion 
méromorphe  de  ^,  qui  n'a  que  des  pôles  simples  et  admet  pour  résidus  relatifs 
à  ces  p61es  les  fonctions  de  Xy  y^  z,  appelées  fonctions  harmoniques  par 
M.  Poincaré. 

Kn6n,  l'auteur  étudie  le  problème  qui  consiste  à  développer  une  fonction, 
arbitrairement  donnée,  en  série  procédant  suivant  les  fonctions  harmoniques, 
problème  qui  joue  un  grand  rôle  en  Physique  mathématique. 

Darboux  (G.).  —  Sur  la  déformation  des  surfaces  du  second 
degré  et  sur  les  transformations  des  surfaces  à  courbure  totale 
constante.  (465-49o). 

I.  L'objet  de  cette  étude  est  de  retrouver  et  de  compléter  les  relations  que 
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M.  Curcliard  a  flabties  entre  la 
degré  el  ncllc  di^  la  «phcrc.  L'aul 

Quand  une  quadriquc  (Q),  lansenlc  po  un  seul  po 
raule  ^ur  une  surface  applicable  (  B),  Im  deux  généra Irices  isolrnpfs  qui  pus^^s-^^n 
par  k  point  de  contacL  de  la  quadriquc  et  du  cercle  de  l'iolini  cnupent  le  v>|  ai 
de  c'inlaet  suivant  deui  points  di>nt  le  milieu  ddcrit  une  surface  1  conr%:>mrt 

II.  luTcrsemcnl,  étant  donnée  une  surface  i  coorbnic  totale  eoDSlahl«~,  1,0 
peut  se  proposer  de  déterminer  la  quadrïque  (Q)  qui  Ini  rorrespond  de  «::ctir 
manière.  Après  en  avoir  donné  le  mijcn,  M.  IJarboui  fait  connaître  une  pro. 
priéLé  caractéristique  des  surfîtes  applicables  sur  les  quadrïqnes  de  révolu  ■.■un  : 

De  cliaque  point  d'une  quadriquc  de  révolution  (Q)  comme  centre,  décri  wons 

des  fuyers.  Si  la  quadrique  route  sur  une  autre  surface  applicable  <  (*  >  en 
eu  traînant  tes  splicrcsi  S),  l'enveloppe  de  celle  de  ces  spbéres  qui  a  son  ccnlrr 
au  point  de  eonlact  de  (S)  et  de  (I))  est  une  surface  sur  les  deux  nappas  de 
la(|uelle  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  toujours  et corresponden t.  aux 
coiirlre*  du  système  conjugué  commun  i  (8)  et  i  <Q). 

Ce  résuliat  conduit  i  une  nouvelle  démonstration  de  l'un  des  thdorèmes  de 
M.  Guichurd. 

m.  M.  Darboux  donne  ensuite  de*  deux  propositions  de  M.  GDicbard  de 
nouvelles  démonstrations  géométriques,  qui  lui  permettent  d'établir  que  1*^ 
mélbodes  de  Lransforniation  des  surfaces  i  courbure  totale  constante  auic|udl*^ 
conduisent  ces  propositions  ne  sont  pas  distinctes  de  celles  que  MM.  BJao«>ii 
et  Bîcklund  ont  fait  connaître  antérieurement. 


IV.  Ce  dernier  article  contient  I 
cédenta  et  leur  traduction  en  for 
M.  Guicbard  permet  d'utiliser,  pou 
romiiltions  de   MM.  liianchi  et  Itl 


vériGcatioD  analj'lique  des  résultats  prc 
lulcs.  tl  y  est  montré  que  le  théorème  ^' 
'  la  géomitrie  des  éléments  réels,  le*  l("^"*" 
rklund  lorsque,  appliquées  aui  surface'  ' 
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«fec  fimilitude  des  éléments  infiniment  petits;  les  lignes  de  longueur  nulle  de 
ces  SMifices  correspondent  aux  lignes  asymptotiques  de  (H). 

II.  Dans  quel  cas  une  sphère  qui  dépend  de  deux  paramétres  enTeloppe-t-elIe 
ane  surface  dont  les  deux  nappes  se  correspondent  arec  similitude  des  élé- 
Rieots  infiniment  petits?  Tel  est  le  problème  que  se  pose  M.  Darboux.  Après 
avoir  montré  que  les  deux  nappes  de  Tenveloppe  doivent  être  isothermiques,  il 
établit  ce  théorème  : 

Étant  donnée  une  surface  isothermique  quelconque  (M),  on  peut  lui  faire 

correspondre^  avec  similitude  des  éléments  infiniment  petits  et  conservation 

des  lignes  de  courbure,  une  infinité  d*autres  surfaces  isothermiques  (M'),  qui, 

prises  chacune  aveo  (M),  constituent  les  deux  nappes  d'une  enveloppe  de 

sphères. 

Voici  en  outre  une  propriété  caractéristique  des  surfaces  isothermiques  : 

Étant  donnée  une  surface  quelconque  (M),  on  construit  en  chacun  de  ses 

points  M  la  sphère  tangente  qui  a  pour  centre  le  conjugué  harmonique  de  M 

rapport  au  segment  fourni  par  les  centres  de  courbure  principaux.  La  con- 

lilion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  (M)  soil  isothermique  est  que  celte 

phère  enveloppe,  en  même  temps  que  (M),  une  surface  (M')  dont  les  lignes 

courbure  correspondent  à  celles  de  (M). 

III.  L'auteur  caractériseï  parmi  toutes  les  surfaces  isoihcrmiques,  celles  qui 
nt  décrites,  quand  une  quadrique  (Q)  roule  sur  une  surface  applicable  (6) 
r  les  huit  points  où  les  génératrices  isotropes  de  (Q)  percent  le  plan  de  con- 

act  de  (Q)  et  de  (8).  Chacune  de  ces  surfaces  satisfait  à  une  équation  de  la 
orme 


"•  m 


ip/^V    "'"'' 


(  ^  j  H -, h  Ai/ii'4-2B«-H  aCa'-H  n  =  o, 

élément  linéaire  rapporté  aux  lignes  de  courbure  étant 

Mi  et  II'  désignant  les  quantités  suivantes 

«  =  fi  +  il;     "'=  "'(n  -  h.) 

<R,  R,  rayons  de  courbure  principaux)  et  A,  B,  C,  l)  dos  conslanlcs.  M.  Dar- 
lioax  montre  enfin  que  cette  condition  nécessaire  est  en  même  temps  suffisante. 

-^^érajr  (Ch.).  —  Intégration  d'une  diflTércnticllc  lolalc  binaire  à 
quatre  variables  indépendantes  (  J09-520). 

Voici  l'énoncé  du  problème  que  l'auteur  enseigne  à  résoudre  : 
Étant  données  six  fonctions  A,  U,  C,  U,  V,  W  de  quatre  variables  indépen- 
dantes  (x,  ^,  z,  t)  tn)uvcr  deux  fonctions  u,  v  de  ces  même:»  \uriablcs,  dont 
les  déterminants  fonctionnels  relatifs  à  ^'  et  z,  à  z  cl  x^  ...,  à  2  cl  t,  repro- 
duisent respectivement  ces  six  fonctions  données. 
Si  l'on  pose 

A  =  IV,--H,^,  ...,         Wz=ll..=:-II.., 

Buit.  des  Sciences  mathcm.,  r  si'rie*  t.  \\V.  (Juin  ny^i,)  H.  10 
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on  recODDBlt  que  chacune  dn  foDction*  u  et  p  doit  vériBer  «(■■tre  éqattMU 
linéaires  et  homogènes  aux  dérivées  partiellM  dn  premier  ordre,  dont  le  délet- 
mioant  A  doit  èlre  oui.  D'où  une  première  candiUon  de  pauibiliti 

1  =  (H^H„+ H„H^-I-H^H^)'=  o. 

L'JianouisMDicnt  de  i  entraîne  celui  de  ceux  de  ta  mineun  qoi  ne  toDt  pM 
identiquemeiiL  auh.  Par  suite,  Im  quatre  équations  le  rédoïKnt  i  desx.  Ea 
leur  appliquant  one  métliode  qu'il  a  fait  connaître  dans  les  AmutUtdm  l'Éeol* 
Normal»  en  iSgo  {ExUntion  d'une  méthode  de  Jae^i...),  M.  Méraj  obtieU 
l«s  quatre  autres  conditions  complémentaires  de  pvssibilité  que  voici 


dH. 


dH„ 


.       dH^       à 


•>y 


àz 


Ces  conditions  i^lant  vérifias,  ainsi  que  A  =  o,  le  problème  s'adiive  par  l'ii 
tfgration  d'une  dilTcrrntirMc  binaire  à  deux  variables,  question  risolBe  dia 
le  .MOiiioire  de  l'aurvur  Sur  la  théorie  des  intervalle*  binaire*,  etc.,  ïatii 
dans  [c  présent  Vuliiiiiv  et  analysé  plus  haut. 


JOURNAL  Fl'R  PIS  HtlNE  IND  ANGtWAMITt!  Mathbmatik. 
Tome  Cil  (annfc  1888}. 
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TÇlrouTC  en  passant  la  formule  duc  à  Hennite 

A— 1 


2]E(^-4-A)=E(/tA)--E(A), 


r  =  \ 

OÙ  A  est  an  nombre  positif  quelconque,  et  la  formule 

«  —  1  m  — 1 


i:K--^)=2:K' 


nx-i J» 

r-=0  *  =  0 


énoncée  sans  démonstration  par  M.  Cesâro  et  qu'il  étend  aux  valeurs  ncgaiivcs 
de  X. 

Kneser  {Adolf).  —  Fondement  arithmélîquc  de  quelques  théo- 
rèmes fondamentaux  d'Algèbre.  (20-55). 

L*auteur  se  propose  d'exposer,  en  partant  des  principes  de  Kroneckcr,  une 
théorie  des  équations  et  systèmes  dVM|uations  algébriques  qui  ait  un  caractère 
purement  arithmétique  et  ne  s'appuie  pas  sur  la  notion  de  nombre  irrationnel; 
le  but  général  de  la  théorie  est  de  substituer  à  tonte  équation  entre  un  nombre 
quelconque  de  quantités  algébriques,  même  si  ces  quantités  sont  définies  par 
na  système  d'équations  à  plusieurs  inconnues,  une  congruence  équivalente  par 
rapport  4  un  module  déterminé,  tout  calcul  avec  des  irrationnelles  algébriques 
ctanl  ainsi  remplacé  par  un  calcul  avec  <lcs  fonctions  entières  d'indéterminées. 

M.  Kneser  expose  d'abord  la  théorie  arithmétique  de  la  résolvante  de  Galois 
avec  un  domaine  d'irrationalité  donné  II;  il  arrive  ain>i  h  la  notion  du  groupe 
de  Galois  d*une  équation  donnée  en  considérant,  an  lieu  d'une  fonction  ration- 
nelle des  racines  de  cette  équation,  une  fonction  entière  d'une  indéterminée  iv 
prise  par  rapport  à  un  module  g{w)  facteur  irréductible  du  pn'inier  membre 
de  la  résolvante  de  l'équation  donnée.  L'adjonction  au  d«)maine  U  d'une  irra- 
tionnelle algébrique  est  remplacée,  au. point  de  vn(>  aritlimétique  de  l'auteur, 
par  l'adjonction  de  fonctions  entières  d'une  indéterminée  x  considérées  par 
rapport  à  un  module  irréductible  V{x)\  il  étend  à  ce  nouveau  domaine  la 
notion  d'irréductibilité,  ce  qui  lui  permet  de  décomposer,  par  un  nombre 
limité  d'opérations,  tout  polynôme  entier  G  (jk^-Z')  en  un  priuluit  de  polynômes 
irréductibles  [mod.  ^(j:)].  L'auteur  part  des  résultats  ainsi  obtenus  pour 
démontrer  le  théorème  fomiamental  d'après  lequel  l'atljonclion  de  deux  irra- 
UooDelles  algébriques  revient  ù  l'adjonction  d'une  irrationnelle  unique. 

Schwering  (A'.).  —  Contribution  à  la  théorie  de  corlains  nombres 
complexes.  (j()-75). 

Il  s'agit  des  quantités  (s,  x  )'-  et  ^(x)  introduites  |>ar  Jacobi  diins  la  théorie 
de  la  division  du  cercle.  L'auteur  s'occupe  plus  |>arliculièremenl  de  la  décom- 
position des  quantités  ^  en  facteur^  premiers,  réris  on  i(l<*au\,  et  de  la  repré- 
sentation de  quotients  de  facteurs  premiers,  i|nesti(»iiN  qui  se  rattachent  au 
problème,  posé  par  Jacobi,  ({ui  consiste  à  représenter  (  x,  xy-  par  un  produit 
de  puissances  entière*^  ou  fractionnaires  di*  rniie  des  quantités  yfs)  et  <les 
quantités  conjuguées. 


i3S 


SECONDR  PARTES 

—  Sur  l'équalion  difTérentielle  de  la  sfrÎŒ 


Pochhammer  (t.), 

livjicrgéomëlriqiie   généralisée  à  deux  poînls  singuliers  fini 

(,6-,5,j). 
Il  s'agit  de  l'équai 


-'('-)ï?+' 


(lilTércnliclIc  du  iC""  ordre  de  la  forme 


il  laquelle  satisfait  la  lérie  liypergi' omit  tique  géni'ralisi 
l'olijet  des  recherclies  de  Clauscn.  de  M.M.  Thomae  el  0 
Uur  est  de  l'intégrer  |)ar  des  intigrutes  dtilinics  mullipl< 


et  qui  avait  d^ja  f*it  - 
ursnt.  Le  but  de  l'au-  - 
.  Il  j  «ri'ive  en  posut  - 


-f> 


-xytidt. 


ob  S  di!signc  une  fonction  de  (  leulemenl,  f  et  o  dei  constanlM,  A  jlaat  Gnn- 
stant  ou  égil  A  x.  Il  montre  alors  que  S  doit  latiifaire  t  une  équation  didc- 
rentielle  du  (n  —  i)""*urdre,qui,  par  divisino  de  la  fanction  inct>anueC  par  un* 
puissance  convenable  de  (.  se  ramène  A  une  équation  de  la  farnic  donnée.  En 
procédant  pour  cette  nouvelle  équation  comme  pour  la  première  et  ainsi  de 
suite,  on  arrive  finalement  à  une  équation  du  second  ordre  qui,  d'après  la  théorie 
de  Gauss,  s'intégre  par  une  intégrale  délînîe  simple.  On  obtient  donc  ainsi  de* 
intégrales  multiples  d'ordre  n  —  i  comme  lolulions  parlicnlières  de  l'équalios 
donnée.  L'auteur  indique  comment  on  doit  choisir  les  limites  d'inlégratios, 
'  spécialement  pour  avoir  les  intégrales  régulières  au  voisinage  des  puiala  «ingu- 
liera  o,  1,  ».  Enfin  il  indique  les  substituUonsierTectuersuTles  Tiriibles  d'Im- 
lëgralïoD  pour  obtenir  des  développements  en  séries  de  puissaocn. 

Cardinaal  {J.}.  —  Sur  la  théorie  géométrique  des  courbes  planes 
du  quatrième  ordre.  (160-174)- 


En  regardant  uue  courbe  plane  du  quatriéii 
faisceaux  bomugraphiqucs  de  coniques,  l'au 
qu'il  ramène  i  la  recUcrche  des  points  comi 
dcui  coniques;  il  s'occupe  éguicmeat  de 
donnée  pnr  Irois  points  doubles  et  cinq  auli 


c  ordre  comme  engendrée  par  dcnK 
:ur  étudie  quelques  eonsIrucUoos 
uns  ou  des  langenies  communes  t 
»  détermination  d'une  quartiqne 

■s  points,  "Il  bien  par  dcui  points 
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Pérou  {Joseph).  —  Sur  Téqualion  ^*— -Da*=  —  i.  (i85-!223). 

Après  «Toir  rappelé  les  résultats  obtenus  par  Lejeune-Dirichlet  sur  l'équation 

oà  q  est  aa  nombre  premier  de  la  forme  8/1  +  1,  Tauteur  étudie  l'équation 

OÙ  ^  a  la  môme  signification.  En  s'appuyant  sur  la  théorie  des  résidus  bibi- 
qaadratiques  de  Gauss,  il  arrive  à  trouver  la  condition  nécessaire  que  dans  la 
décomposition  9  =  c^+  3(2-,  le  nombre  c/ doit  être  divisible  par  8;  la  condition 
est  sofGsante  quand  q  est  de  la  forme  i^î/i  +  q;  elle  ne  l'est  pas  quand  q  est 
de  la  forme  i6n  +  i.  L'équation  est  d^ailleurs  toujours  possible  si  q  est  de  la 
forme  8n +  5. 

^iônigsherger  {Léo),  —  Recherches  sur  Texislencc  d'un  théo- 
rème fonctionnel.  (224-236). 

Celte  Note  a  pour  but  de  généraliser  les  résultats  obtenus  par  Tautcur  dans 
ao  mémoire  sur  l'impossibilité  de  l'existence  d'un  théorème  fonctionnel 
autre  que  celui  d'Aàel,  paru  dans  ce  journal  (t.  C  et  CI).  Il  s*agit  ici  de 
savoir  s'il  peut  eiister  une  fonction  /  telle  que  /((v),  où  w  est  une  fonction 
algébrique  des  deux  arguments  u  et  v^  s'exprime  algébriquement  au  moyen 
deu,  V,  /(u),  /{v)  et  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  —  i.  Après  avoir  montré 
qae  la  fonction  satisfait  à  une  équation  différentielle  algébrique  d'ordre  m  dont 
l'intégrale  générale  est  une  fonction  algébrique  d'une  intégrale  particulière,  de 
ses  dérivées,  de  la  variable  indépendante  et  de  m  constantes  arbitraires,  M.  Ko< 
Bigsberger,  en  s'appuyant  sur  les  résultats  de  son  précédent  mémoire,  ramène 
celte  équation  différent  ici  le  à  une  forme  linéaire  et  homogène  et  démontre 
l'impossibilité  de  la  propriété  énoncée,  à  moins  que  Téquation  difTércnticllc  ne 
soit  du  premier  ordre. 

bigler.  —  Sur  les  fonctions  gamma  avec  un  paramètre  arbitraire. 
(237.254). 

Eq  partant  d'une  certaine  intégrale  curviligne  duc  ù  Hcrmann  Ilankcl  et  qui 

représente  la  fonction  -— — -  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  rargument, 

l'auteur  retrouve  les  principales  propriétés  <le  celte  fonction,  he  même  on  peut, 
au  moyen  d'une  combinaison  lincuin*  de  dcu\  inlè^rales  curvilignes,  obtenir 
one  foncti(»n  de  deux  arguments  2  et  ^,  qui  a  un  sens  pour  toute:»  le:»  valeurs 
de  ces  arguments  et  qui  coïncide  avec  rinlégralc  d'Kulcr  de  première  c>pcce 


/ 


1 
0 


lorsque  les   parties  rcolles  de  x  cl  de   Jl  sont  positives;   cette    représentai  ion 
■Ottvelle  pcriiiel  de  déduire  les  propriétés  cla»i(iues  de  celle  lonclion.  Eiilin 


N 
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M.  Bigler  donne  Ica  eipreMion»  de  fl  1 J  et  rw)  m  moyf  it*  demi  p<ri>toB 
dei  foDCtioDs  elliptiques  ayiDt  mpectiTemeai  pour  modalet  nb~  **l/:* 

Scheibner  (f^-)-  —  Sur  les  produits  de  trots  et  quatre  foac — 

lions  thêta.  (255-a5<>). 

Il  s'agit  de  formolesqui  montrent  la  relation  entre  le*  tonction*  ]t<kKie 
et  la  trisection  de  l'argument  des  ronclioDi  elliptiques  thCia.  L'auteur 
outre  l'équivalence  entre  Ta  formule  fondamentale  I  trois  termes  de  V 
relative  k  la  fonction  eet  une  formule  analogue  de  Jacobi  ob  cntieat  pisi 
fonctions  théla. 


Léopold  Kronecker.  ■ 
Jacobi.  (260-272). 


Remarque  sur  les   formnlei  théla  de: 


l'on  considère  les  fonctions 


où  1rs  â,,s>int  les  qualrc  fonctions  entières  de  Jacobi,  elles  prennent,  par  toate* 
les  permutations  possibles  des  quatre  arguments  C<  C|>  ^>  '^i,  doaic  valeart, 
chacune  d'elles  T^  prenant  trois  valeurs  conjaguées  T^,  T'^,  T^  où 


t;(;..  î„C,t.)  =  T,(c,;„ç„ç,). 


En  panant  des  expressions  des  d  en  séries  iafiDies  on  ftnt  exprimer  c 

douze  fonctions  nu  moyen  de  quatre  fonctions  seulement 


les  trois  jjrcni 
en  particuli 


:s  étant  conjuguées  et  la  quatrième  sjmétriqne.  Ces  expnaaioM 
^s  ri'lKtions  identiques  qui  existent  entre  le*doD*e  fonctioMT, 
relation  fondamentale  de  Jacobi 
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Hewtsel  (-/S^.)*   —   Théorie   des  pinceaux   infiniment  minces  de 
rayons.  (273-3o3). 


Mémoire  a  pour  but  de  démontrer  à  nouveau  et  de  généraliser  les  résultats 
obtenus  par  M.  E.  Kummer  dans -sa  Théorie  générale  des  congruences  de 
droii^s  (même  Journal,  t.  LVII).  Etant  donné  un  rayon  particulier  L  (rayon 
centjral)  d'une  congruence  de  droites,  l'auteur  envisage  les  ra^'ons  infiniment 
Toisins;  ces  rayons  forment  un  pinceau  dont  les  propriétés  sont  étudiées  en 
prenant  pour  point  de  départ  la  considération  de  deux  formes  difTérentieiles 
quadratiques.  Si  a  et  v  sont  les  paramétres  de  la  congruence  et  si  chaque  rayon 
est  défini  par  les  coordonnées  (j;,  y<,z)  d'un  de  ses  points  et  les  cosinus  direc- 
teurs (Ç,  Tj,  ^),  ces  deux  formes  sont 

d^^ -h  dr^  H-  dX^^       et        dx  d\  -h  dy  dr[  -h  dz  d^  ; 

ea  elTectuant  sur  du  et  dv  une  substitution  linéaire,  on  peut  les  réduire  à  des 

sommes  de  carrés;  ce  sont  les  deux  combinaisons  linéaires  p  et  q  de  du  et 

d%/  aiosi  obtenues  qui  peuvent  servir  de  coordonnées  à  un  rayon  /  infiniment 

voisin  de  L.  M.  Hensel  arrive  ainsi  à  la  notion  de  rayons  conjugués,  diamétraux, 

opposés,  développe  la  théorie  du  point  central  {Mittelpunkt)  de  L,  de  ses  deux 

points  limites  et  de  ses  deux  points  focaux.  Les  sections  normales  du  pinceau 

lui    |>eirmettent  d'étudier  la  densité  en  chaque  point  de  L;  pour  des  pinceaux 

a  inclinaison  uniforme,  c'est-à-dire  limités  par  des  rayons  également  inclinés 

sur   le    rayon  central,  ces  sections  sont  des  ellipses  ayant  leurs  axes  parallèles. 

Enfin     M.  Hensel  déduit  de  la  théorie  générale  les  propriétés  des  pinceaux  de 

ooRnales  à  une  surface,  pinceaux  caractérisés  par  la  condition  que  les  points 

limit.e3  coïncident  avec  les  points  focaux. 

^cho£  £](y  (/^.).   —  Sur  la   théorie  des  fonctions  abéliennes  de 
^^a  Lre  variables.  (3o4-35'î). 


Mémoire   se  divise  en   deux   parties.   Dans  la   première   partie  l'auteur 
iPtT>o<luit  des  notations  fondées  sur  la  théorie  des  caractéristiques.  En  partant 
à^   *^   définition  de  Weierstrass  des  fonctions  0  de  p  arguments,  on  a  une  série 
^^  "H  p   fonctions  dont  chacune  est  caractérisée  par  ap  entiers  6„,  t^y  les  p  pre- 
f^*^*^   pouvant  prendre  les  valeurs  o  et  — 1,  les  p  derniers  les  valeurs  o  et  i. 
^*  *  chacune  de  ces  fonctions  on  donne  un  indice,  on  peut  combiner  ces  indices, 
0>^  manière  que  la  combinaison  d'un  nombre  impair  de  ces  indices  définisse 
#Aiis  ambiguïté  l'indice  d'une  fonction  6  déterminée;  mais  on  peut  aussi  con- 
sidérer des  combinaisons  d'un  nombre  pair  d'indices;  elles  définissent  alors  des 
ilemi-périodes ;  par  exemple  Ini  désigne  la  demi-période  qui    transforme  6/ 
ca6/ii  (4  un  facteur  exponentiel  près);  Inin  désigne  la  fonction  6  telle  que 


^n  ^Imn 


joit  une  fonction  abéliennc  et  ainsi  de  suite. 

L'auteur  considère  ensuite  les  groupes  de  demi-périodes  de  1,3,  ...,  vdimen- 
^ionSf  UQ  groupe  de  v  dimensions  étant  formé  de  2*  demi-périodes,  dont  la 
Période  o,  et  qui  peuvent  être  représentées  au  moyen  de  v  d'entre  elles.  A  ces 
gfùupts  correspondent  des  fonctions  de  v  dimensions  dont  chacune  est  le  pro- 


l^o 
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dutt  d'une  roncUnn  6  par  les  a'-'  aulres  fonction»  qui  sVn  déduiKnl  aa  «^no/M 
des  demi-périodes  do  gnjupc.  Parmi  ces  fonctions,  edies  dont  les  ficldi  r.^  «mi 
tous  des  fondions  impaires  ou  tous  des  fonnion»  paires  jouent  un  r&lc?  (ut- 
ticulier;  l'auteur  les  appelle  respecliïcmcnl  Jonctiom  de  première  ^S  ifc 
deuxième  eipéce. 

PassanldansJa  deuxième  partie,  aux  fonctions  abélirnnes  de  quatre  luia^"' 
l'auleur  remarque  qu'elles  ont,  dans  le  cas  giniral,  dix  modules  de  périoc*""* 
indëpendanis,  alors  que  tes  courbes  algébriques  de  genre  quatre  ne  dépe»*^"' 
que  de  neuf  modules;  il  faut  donc  que  les  dïi  modules  de  périodïcilf  des  {^^'^ 
lions  abéliennes  auxquelles  elles  donnent  naissance  soient  li&  par  une  relit''''' 
L'auleur  cherche  une  propriété  cataclérîstiquedeces  fonctions  particnliCTt»»  f 
il  la  trouve  dans  l'existence  d'une  relation  non  identique  entre  les  valeurs  i"'' 
tiales(c'est-i-dire  correspondsntaui  valeurs  lérodes  variables)  des funclioiiï" 
paires.  Il  y  est  conduit  par  cette  remarque  que,  dans  la  Ihéorie  spéciale  doil  " 
s'agit,  il  est  possible  pour  les  valeurs  des  variables  assujetties  à  certaioes  te*- 
triclions,  de  représenter  tous  tes  quotients  de  fonctions  8  impaires  comme 
des  fonctions  symétriques  et  dceomposables  de  deux  variables  indi.'pendaales. 
Cette  remarque,  jointe  k  rcxistcncc  générale  d'un  système  d'équalions  quadra- 
tiques homogènes  entre  les  fonctions  8  impaires,  le  conduit  au  résultat  énonce 
plus  haut. 

Tome  cm  (année  iBB8). 


Augusl  (F.),  —  Sur  la  surface  de  révolulion  àe  moindre  résis- 
tance et  sur  la  meilleure  forme  à  donner  aux  pointes  des  pro- 
jectiles d'après  la  théorie  de  Newton.  (i-24)> 


D'après  l'bjpothèse  de  ! 
mobile  dans  l'air  éprouve  c 
forme  Wjrf/cos't,  où   W, 


cwLon,  un  élément  de  Surface  d/  d'un  projectile 
;  la  part  de  celui-ci  une  résistance  normale  de  la 
est  une  constante  ne  dépendant  que  de  la  Tilesse 
l'élément  de  surface  avec  la  direction  du  moute- 
rfaee  de  révolution  se  déplaçant 

pour  quï  11 
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Knoblauch  (•/•)•  —  Sur  la  condilion  d^îsolhermie  des  lignes  de 
courbure.  (4o-.{3). 

Après  avoir  rappelé  les  expressions  différentielles  du  premier  et  du  second 
ordre  introduites  par  Gauss  dans  la  théorie  des  surfaces,  M.  Knoblauch  intro- 
duit, dans  son  premier  Mémoire,  quatre  expressions  du  troisième  ordre  P,  (^). 
R,  S  coefficients  de  la  forme  cubique. 

ds^d  -  =Pda'H-3Qrfa»c/v  +  3Rrfttrfi^-4-Srfi^, 

P 

où-  désigne  la  courbure  de  la  section  normale  dont  la  tangente  est  définie 
P 

dsf 
par  -j-*  Cette  forme  égalée  à  zéro  donne  les  sections  normales  ayant  au  point 

(  u,!')  un  contact  du  troisième  ordre  avec  leur  cercle  osculateur,  sections  normales 
déjà  considérées  par  de  la  Gournerie.  Ces  quatre  coefficients  peuvent  être  ob- 
tenus par  un  système  très  remarquable  d'équations  linéaires  pour  lesquelles  les 
coefficients  des  inconnues  sont  les  expressions  de  Gauss  et  les  seconds  membres 
le«  dérivées  partielles  de  la  courbure  moyenne  et  de  la  courbure  totale.  L'au- 
teur donne  en  outre  une  interprétation  géométrique  du  covariant  quadratique 

de  la  forme  cubique  au  moyen  de  la  courbure  -  et  des  courbures  principales  — 

I 
et  — 

Dans  le  second  Mémoire,  M.  Knoblauch  donne  également  une  interprétation 
géométrique  de  la  forme  différentielle  linéaire  dont  Tintégrabilité  exprime  que 
fa  surface  est  isotherme;  cette  forme  est 

i  +  n        d\\ 


I  —  n 


V/H^ - 'l  K 


où  H  désigne  la  courbure  moyenne,  K  la  courbure  totale,  n  le  rapport  anliar- 

monique  des  deux  tangentes  asymptoliques,  do  la  tangente  à  la  courbe  II  =  con>l. 

.    ■  tiv 

et  de  la  tangente  •^* 

Kôller{Friiz).  —  Application  des  fonctions  abéliennes  à  un  pio- 
blème    de    la    statique    des    surlaces    flexibles    inextensibles. 

(44-:4). 

Le  problème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  :  On  considère  une  portion  de  surf;ic<* 
matérielle  homogène  flexible  ot  inextensible  uyanl  \a  forme  d'un  secteur  plan 
limité  par  un  arr  dVllipsc  et  les  deux  rayons  issus  du  centre  qui  ab«»uti^sent 
aux  extrémités  de  cet  arc;  on  lixe  alors  cer«  deux  ra\niis  d'une  manière  arbi 
traire  dans  l'espace;  on  demande  la  figure  d'équilibre  que  prendra  la  niombrane 
sous  rinfluence  de  la  pe>anteur.  Cette  li};ure  MTa  une  portion  de  cône  dont  il 
suffit  de  connaître  la  C(»urbe  pêripliéri(|ue.  Après  avitir  établi  retiuatioii  diiïe- 
rcotielle  de  cette  courbe,  l'auteur,  au  moyen  d'assez  nombreuses  transforma- 
tions, est  ramené  à  des  intégrales  de  fonctions  algébriques  attacliée>  à  une 
certaine  courbe  du  quatrième  degré  et  de  ^en^e  3.  Fn  prenant  pour  variable  indé- 
pendante la  projection  sur  le  plan  horizontal  de  Taire  du  cèuie  comprise  entre 
une  génératrice  variable  et  une  des  génératrices  limites,  les  coordonnées  d'un 

Bull,  des  Sciences  mathem.y  ?•  série,  t.  \\V.  (Juin  i«|oi.)  H.u». 
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représente  une  fonction  qui  n'admet  de  dériT^  pour  tncune  Tilenr  des.  L'io —  ■ 
teur  termine  par  des  eieinples  de  séries  qui  admeUent  des  dirivéci  de  lou  k^  " 
ordres,  mais  n'admettent  pas  de  diieloppement  de  Tajlor. 

Frobenius  (G.)-  —  Sur  les  covarîants  jacobieas  des  sj'Stèmes  de^ 
coniques  (juadruplement  tangentes  à  une  courbe  du  quatrième^ 
ordre.  (rStj-iSS). 

Aux  63  systèmes  de  coniques  quadrupicment  langcoiei  A  une  courbe  dn  qna 

tri^tnc  ordre,  Steincr  (  Journal  de  CrelU,  t,  49)  »  fait  correspondre  63  eoTa-  — 
riants  du  troisième  ordre  qui  sont  des  coTariants  irraLionncIs  de  la  coorlir.  " 
L'auteur  se  propose  d'ûtudtcr  Jes  relations  mu tuelJes  de  ces  systèmes  de  coniqurt  ' 
et  de  rci  covïriant>.  M  reprend  d'abord  rapidement  les  résultats  eipoaéi  dau  -^ 
uc  niânic  journal  (t.  OtI)  sur  les  relations  entre  les  ^8  tangentes  doubles  d'une 
courbe  du  quatrième  ordre;  il  part  de  l'exisieoce,  dont  la  pouibiliU  a  été 
prc^ilablemciii  dcmoniree.  de  iS  fonctions  linéaires 


("^?;«.?  = 


-7) 


par  tes  ci'iirdoniiécs  d'un  ai 
la  thé.)rir  ili-  Hcssc  de*  3ii  i 
gentL-s  doubles  aux  li);nes 


n  remplaçant  les  Coordonnées  d'un  point  da  plan 
>int  indépendant.  II  complète  ensuite  (H  6  et  7) 
rcs  dont  on  peut  faire  correspondre  )ei  ï8  tan- 
aiii  li);nes  àr  jonction  Je  huit  points  de  l'espace  et  du  passage 
es   rcpri:>enlations  aux   35   autres.    Après  Ces  prélimiDaircs,  il 
a  recherche  des  relations  qui  existent  entre  les  63  covariiats  G' 
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^ScliOttky  (F.).  —  Sur  des  fonctions  abélîennes  spéciales  de  genre 
quatre.  (i85*2o3). 

Si  l'on  considère  quatre  intégrales  indépendantes  de  première  espèce,  atta- 
chées ft  une  équation  non  hyperelliptiquc  de  genre  4»  il  existe  entre  leurs 
dérÎTées  deux  relations  homogènes,  l'une  du  second,  l'autre  du  troisième  degré. 
L*autear  se  propose  d'étudier  le  cas  particulier  où  le  discriminant  de  la  pre- 
mière de  ces  relations  est  nul;  M.  Webcr  a  montré  que,  dans  ce  cas,  parmi  les 
fonctions  B  correspondantes,  il  en  existe  une,  paire,  s'annulant  en  même  temps 
que  les  arguments.  M.  Schottky  arrire  à  cette  conclusion  que  la  courbe  algé- 
brique de  genre  4  pcut  être  supposée  du  neuvième  degré  avec  huit  points 
triples.  Les  deux  relations  homogènes  qui  existent  entre  les  quatre  polynômes 
adjoints  du  sixième  degré  X,  Y,  Z,  U  peuvent  être  regardées  comme  défînissant 
une  courbe  gauche  du  sixième  ordre.  Les  premiers  membres  des  équations 
des  lao  plans  tangents  triples  à  cette  courbe  gauche  s'introduisent  naturelle- 
ment dans  la  théorie  des  fonctions  6  correspondantes. 

Bois^Reymond  (P.  du).  —  Remarques  sur  As  =  t-^  H-  ^-^  =  o. 
(ao4-209). 

L'aateur  s'occupe  de  la  détermination  d'une  fonction  z  continue  ainsi  que 
ses  dériTces  à  l'intérieur  d*une  aire  limitée  par  un  contour  simple  avec  des 
conditions  aux  limites  données  sur  ce  contour.  11  traite  spécialement  le  cas  où 
le  contour  est  un  cercle.  Après  avoir  donné,  pour  ce  contour,  la  forme  de  la 

fonction  de  Green  qui  se  réduit  sur  le  cercle  à  log\/(a:  —  ^)--h  (y  — t,  )',  où 
X,  j^sont  les  coordonnées  d'un  point  du  cercle,  ^,  r^  celles  d*un  point  intérieur» 
du  Bois-Reymond  passe  à  la  détermination  de  la  fonction  z  par  les  valeurs  don- 
■ées  sur  le  contour  au  moyen  de  l'intégrale  curviligne 

J^  *'  I  —  2  c  cos  (  e  —  a  )  -t-  8* 

il  montre  que  la  fonction  /(s)  qui  représente  les  valeurs  de  z  sur  le  cercle 
n*a  besoin  que  d'être  intégrable;  il  étudie  dans  quels  cas  la  dérivée  suivaul  la 
normale  de  la  fonction  z  ainsi  déterminée  peut  devenir  infinie.  Kniin  il  s\>ccupc 

do  cas  où  l'on  se  donnerait  -r^  le  long  du  cercle. 

llensel (K.).  —  Sur  la  représentation  des  nombres  d'un  domaine 
de  rationalité  pour  un  diviseur  premier  «pieU-onquc.  (aS»»-^^-). 

Etant  donné  un  diviseur  premier  quelconque  P  du  nombre  premier  réel  /», 
on  considère  Tensemble  de$  nombn^s  qui  s'expriiiieiit  nUionnclleinenl  (modr) 
an  moyen  d'un  certain  nombre  al^ôbriquc  entier.  Chacun  d'eux,  iv,  est  la  rarine 
d'une  congruence  d'un  degré  délcnniné  x(nio(l/>).  I/auleur  dcniontre  qu'il 
existe  toujours  un  de  cci  nombres,  appelé  nombre  fondanientaf,  tel  que 

w,    wff     ....    ivp"-^ 


i 
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an  système  fondamcnu)  pour  le  domaJiK  contadéré.  H  ea  didiùl 
procédé  pour  détermincT  Ee  nombre  de  ce*  aoiobrei.  , 

Hamburger.  —  Sur  une  classe  spéciale  d'équations  difTérenlielles 
linéaires.  (aSS-ajS). 

Il  s'agit  des  équalinns  diiïiirentiellcs  linéaires  et  homogéact  n'admeltaM  qae 
deux  [Kjinis  singuliers  a;  =  o  et  ir  s  oo.  Soit 

dont  toutes  les  intégrales  soient  régulières  au  voisinage  de  «  =:  «o  et  qoi 
admettent  une  inii'grale  du  type  de  celles  étudiées  par  Cijrle}  (t-  C  du  ntiu 
Journal)  telle  que 


r  =  . 

i*e-'" 

'"■"' 

■'{B.+  B,a:  +  ...). 

la  siirie  entre 

parenll, 

èscs  étant  conïcrgente.  I,' 

auteur  se  borne 

au  cas  général 

où   léq nation 

aéterni 

inanie 

pour  X 

=  ^  n'adn 

net  que   des  ru 

M  nés  distinctes 

tulles  que  de 

UK  dent 

re  elii 

■s  ne  dilT 

èrent  pas 

d'un  nombre  en 

lier.  Il   montfc 

alors  que  la 

série  II. 

,H-li,j- -+-...  es 

l  limitée. 

que  A  est  de  1 

a  rormc  f  —  k. 

pétant  une<r 

es  rai'iiK 

r^.de  1 

équation 

déterminante  et  k  le  degré  du  poljaome 

précédant.  Il 

montre 

-nt  cm  po 

nt  trouver 

les  coefficients 

A A.,  A, 

"..» ..-' 

ans  le  n 

e  problèii 

lie  est  po! 

iSible;  outre  les 

condilioni  déji 

il  faut  el  il  «uflii  que  ni  (n  —  i)  —  i  relations  supplémentaires  soient 

jrficr(Léo).  —  Sur  les  relations  3lgël)ri(|iies  qui  peuvent 
,  [>oiir  une  équation  difréreniielle  linéaire  el  homogéoe, 
.>s  intégrales  fundnmeiitalos  el  leurs  dérivées.  (z74-3ao). 
indiquée  il  existe  une  relation 


Si  p"ur 

une  iqualiun 

■IKrcienlii'IlL-  de  la  forme  indi 

iBiUTiq... 

inléiiralis  f..n(ta mentales  cl  loi 

iilérc  10. 

cu.i.l  ordre  mise  sous  sa  form 
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;c  de  leur  impri- 


miifGrt  (David).  —  Sur  le  discrimiDanl  de  la  série  liypergéomé- 
tr-ic|ue  limitée.  (337-345), 

If'aotear  doDOe  l'expression  de  ce  discriminant  et  applique  ce  résultat  à  la 
reclaerche  du  nombre  des  racines  réelles  du  polynôme  furmc  par  la  9<>nc 
limita. 

Thomé(^L.-W.).  —  Remarque  sur  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentieiles  linéaires.  (346-347)> 

Il  s'agit  d'un  Mémoire  de  M.  Poîncaré  sur  les  intégrales  irréguliéres  des  équa- 
tions linéaires  et  d'une  discussion  à  laquelle  il  a  donné  Heu  entre  M.  Poincaré 
et  BS  .  Thomé. 

Tomo  CIV  (annÉo  iSSg). 

Thomé  {L.~W.).  —  Sur  une  application  de  la  théorie  des  équa- 
tioos  difTérenli elles  linéaires  aux  fonctions  algébriques.  (i-3  i). 

Etant  donnée  une  équation  algébrique  entière  en  s  et  Ji,  de  degré  n  par 
rapport  A  a,  l'auteur  montre  qu'il  existe  toujours  une  équation  dilTérentielIc 
linéaire  et  liomogtne  i  coefficients  rationnels  d'ordre  p  admettant  pour  inté- 
iniles  \ci  p  brandies  linéairement  indépendantes  de  la  fonction  t  de  x.  L'au- 
tear  montre  comment  se  comporte  cette  équation  difTérentielle  en  cliaquc  point 
eriUque  de  ceue  fonction  i  et  comment  on  peut  se  servir  de  cette  équation 
difTérentielle  pourséparer  en  chacun  du  ce^  points  les  diiréienls  développements 
^  la   fonction  ». 

Busche  (£".).  —  Sur  l'application  de  la  Géométiic  à  la  théorie 
des  nombres.  (3a-37). 

L*uuur  considère  dilTérentes  représentations  géométriques  des  nombres 
'""ers  réels  ou  imaginaires  qui  le  conduisent  i  des  tlicorcnics  intéressants  sur 
If  nombre  des  diviseurs  de  ces  entiers  satisfaisant  à  certaines  eouditions. 

Stahi  {IVilkelm).  —  Sur  les  invohitions  fondamentales  sur  les 
courbes  unicursales.  {38-6t). 


égal  i  n  — 1.  il  e>isic  une  multiplicité  à  n—p  — 
I  la  courbe  et  d'ordre  a  /i  —  «  +  a  ;  si  n  — p  est  égal  i 
"  "«•SU  un  Faisceau  Je  faisccauï  de  mulliplicitéa  du  second  ordre  ù  /)  - 
*n»cos|o«,.  également  covarianl  à  la  couri.e. 

..     *Uteur  étudie  les  ras  particuliers  des  courbes  planes  unieursales  du  troi 
'"*'*  ou  cinquième  oidre  cl  des  courbes  Rauelie*  unieursales  du  quatrième  a 
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septicme  ordre.  Il  pari  de  la  UiforJe  des  omqImIc»  des  courbci  unicurul^^B* 
Il  arrive  A  des  rfeultais  spécialement  intireMCDit  puur  la  courbe  gaucbe  ^^-- 
cinquicmc  ordre  à  laquelle  sont  covariants  une  Culiiqiic  gauche  et  un  faiscc^^ 
de  faisceaux  de  quidriques  par  rapport  auxquelles  la  cubique  est  la  polai^^ 
réciproque  des  deuxièmes  osculantes  miilei  de  la  courbe  douaéc. 

Schroeter  {I1-).  —  Réduction  des  définitions  données  par  Grasse 
mann  des  courbes  du  Iroisième  ordre  aux  générations  de  c~ 
courbes  indiquées  par  Cbasies,  Cajle^  et  Hessc,  (62-84). 

La  génération  de  Chasles  consiste  è  regarder  une  cubique  comme  le  lien  èi:_^z 
points  d'tuicrsection  des  coniques  liomologues  de  deui  faisceaux  homognp? 
que»  de  coniques;  dans  celle  de  Cayley-Hcsse,  on  regarde  la  cubique  coniM       ■ 
le  lieu  d'un  point  tel  que  les  droites  menées  de  rc   point  a  six   points  doD^^Bi 

forment  un  faisceau  en  înïolulion.  A  ces  généralinns  l'auteur  ramène  les  II 

principales  indiquées  par  Grassmann  (  même  Journal,  t.  XX-WI)  :  dans  la  p-  ~n 
micre,  le  point  x  de  la  cubique  est  le  sommet  commun  de  deux  triangles  ^^^b 
ont  un  câté  latéral  commun,  les  deux  autres  cfAii  latéraux  cl  les  deni  baa^^ 
passant  par  des  points  Tixes,  les  sommets  autres  que  x  décrivant  des  dmâ^B 
fixes;  dans  la  deuiicmc,  le  point  x  de  la  cubique  k^I  sommel  d'un  quo^^^ 
lalére  dont  les  quatre  cAtés  et  la  diagonale  issue  rti:  x  passent  par  de*  poi 
fixes,  les  sommets  adjacents  à  x  décrivant  des  droiLcs  fixes;  dans  la  troisiér:  "^ 
la  cubique  est  le  lieu  d'un  point  dont  les  droites  de  jonction  i  lr(»s  poi^^^ 
donnés  coupent  trois  droiles  données  en  trois  points  en  ligne  droite. 

Itiidio  (F.).  —  Sur  (ine  surface  parlîculièrc  du  quatrième  orii  --* 
avec  une  conique  double.  (85-88). 

Il  s'agit  de  la  surface  de  translation  lieu  des  milieux  des  segments  joigHV' 
deux  points  de  l'ellipse  et  de  l'hjperbolc  focales  d'une  quadrique  donnée 


Ziige.  —  Le  potentiel  des  corps  bomogènes  en  fort 
en  particulier  du  tore.  (8y-ioi). 


l  le  potentiel  à  i 


e  d'anneaus, 


•sant  pas.  .^près 
.  le  potentitrl  de 
introduisent  des 


llatzklakh   (J.-N.).    —   Si 


Is    difTérenliels. 
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degré  Jt  et  qui  contiennent  les  dériyées  du  n****  ordre  de  x,  y,  ^  au  premier  degré 
seulement. 

Pochhammer  {L,).  —  Sur  trois  équations  (lifTérenlielles  linéaires 
du  quatrième  ordre.  (ii6-i5i). 

En  partant  d*une  équation  différentielle  linéaire  du  quatrième  ordre  dans 
laquelle  les  coefficients  de^",  ^9  ••m  ^-^  sont  des  polynômes  respectivement 
de  degré  o,  i,  ...,  4»  l'auteur  cherche  à  y  satisfaire  par  une  intégrale  définie 

il  est  conduit  pour  ^  i  une  équation  différentielle  linéaire  du  troisième  ordre; 
o*est  en  spécialisant  cette  équation  qu'il  arrive  aux  équations  du  quatrième 
ordre  dont  il  s'agit.  Il  cherche  d'abord  à  ramener  l'équation  en  \}7>  à  Tcquation 
€le  la  série  hypergéométrique  du  troisième  ordre  avec  deux  points  singuliers  i 
distance  finie,  au  moyen  de  la  substitution 

«)  =  (iv-i)f\V; 

SI  cherche  ensuite  â  la  ramener  à  l'équation  différentielle  de  la  série  hyper- 
igéométrique  du  troisième  ordre  avec  trois  points  singuliers  à  distance  finie,  au 
moyen  de  la  substitution 

VR>  =tvfW; 

^afin  il  étudie  le  cas  où  l'équation  en  \}7>  n'est  que  du  second  ordre  et  où  elle 
9e  ramène  i  l'équation  de  la  série  hypergéométrique  de  Gauss  au  moyen  de  la 

substitotion 

^  =  ivf(iv  — i)t\V. 

Dans  chacun  de  ces  trois  cas,  l'équation  primitive  du  quatrième  ordre  est 
intégrée  par  des  intégrales  définies,  et  au  voisinage  de  chaque  piiint  singulier 
Taoteur  indique  par  quelles  intégrales  définies  sont  représentées  les  intégrales 
légoliéres. 

ochhammer  {L.).  —  Sur  une  classe  de  fonctions  d'une  variable 
complexe  qui  ont  la  forme  d'intégrales  définies.  (152-173). 

Dans  ce  Mémoire,  qui  se  rattache  au  précédent  et  le  complote,  fauteur  étudie 
d*abord  l'intégrale  définie 


où  g,  A,  X  sont  des  constantes,  /{w)  une  fonction  analytique  non  nécessaire- 
ment uniforme  de  la  variable  complexe  iv,  avec  un  chemin  d'intégration  donné. 
Cette  intégrale  définie  est  une  fonction  de  la  variable  complexe  x  dont  Fauteur 
étudie  les  propriétés;  elle  est  uniforme  à  l'extérieur  d'une  aire  quelconque 
entourant  le  chemin  d'intégration,  à  condition  de  ne  pas  faire  franchir  à  la 
fariable  une  coupure  partant  d'un  point  du  contour  de  cette  aire  et  ^'étendant 
à  l'infini.  L'auteur  étudie  les  modifications  que  subit  S{x)  lorsque  x  décrit 


'"'^^iwqHmm'^ 
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un  cnntour  rcimé  entourant  l'un  des  poinUf  ob  A'oa  coopul  le  d 
tjgralîon.  Il  considùre  eniuite  l'iaUgrale  dtflnie  loilogue 


=  y"<"'-«)V(» 


cl  itend  l'ûtuilc  au  cas  où  la  fonction  /(iv)  est  eDe'mCnie  donnée  canne  noe 
inii^gralc  dflînii:  ilc  la  m<!me  nature;  de  «orte  que,  dans  le  ch  général,  on  • 
des  Tonctions  de  la  vaiiablc  complexe  x  définies  par  des  intégrale*  nnlliplct. 

KSnigsbcrger  (Léo).  —  Le  théorème  de  Cauchy  sur  l'existence 
des  iiiti'(;ralcs  d'une  équation  dilTérentietlc.  {i']i-iy6). 
L'auteur  se  sert  de  l'cquatinn  auxiliaire 

d\  ii-T.r 

■|ui  loi  rournil  une  fiiirtion  majorante. 

Jtifrisc/t  (Ptiiit).  —  Itité{;ralîoik  {générale  des  i-qualions  de  l'éls- 
sticilô  (loitr  les  \il)ralîuns  el  l'i'qnilibrc  des  corps  de  révolution 
isolr(i|ies.  (i---aio). 


L'iiHii-ur  aiipli.juf  li'*  i'>|uati<>n«  il->nnérs  par  Lamé  pour  un  système  qnel- 
riin<|iii-  \W  cnonliiHiu-cs  nrlImK'm.ili-»  en  prrnani  un  »yili-nie  triple  orlhogoul 
Tornio  >U's  pl^oA  iiicridirns  rt  de  ■lcu\  riimilles  orihogonaln  de  sorfacei  de 
Tcyolutlun  auioiir  du  nii'me  axe.  Il  arrive  à  réduire  i  des  équations  différea- 
tielics  oi'diiiaircs  le  syiéuir  d'équationï  aux  dériTée«  partielles  à  intégrer  ea 
prenant  pi>ur  1rs  ri>mpo«antet  de  la  vil>ra(itiu.  ainsi  que  pour  certaines  quan- 
tités juxilidirt'K  V,  II.  C  des  r\ pressions  dépendant  de  certaines  fonction*  indé- 
t•'^mi■lec^.  de  manière  1  satisfaire  en  partir  anx  équations  aui  déri*é«i  pn-- 
I  arrive  ainsi  à  un  tliei-rèine  géurral  valable  pour  tous  le*  eorf»  de 
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rayoQS  qui  engendrent  deux  à  deux  une  conique  donnée,  le  syslème  linéaire 
des  ponctuelles  projeclives  qui  engendrent  une  surface  réglée  du  second  ordre. 
D'une  manière  générale,  un  système  linéaire  n  fois  inlini  (Je  /i'^*"*  espèce)  jM^j 
est  déterminé  par  n-f-i  formes  fondamentales  projeclives,  et  il  contient  tous 
les  systèmes  linéaires  engendrés  par  3,  3,  ...,  n  de  ces  formes;  en  particulier, 
/quelconques  de  ces  systèmes  |M^_,  |  ont  en  commun  un  système  |M,^,|. 

Il  est  très  remarquable  que  ces  systèmes  linéaires  se  groupent  toujours  par 
couples  de  manière  en  somme  à  engendrer  la  même  forme,  par  exemple  les 
deux  systèmes  de  ponctuelles  projectives  qui  engendrent  un  h^perboloTde  à 
une  nappe  donné.  D'une  manière  générale,  on  conviendra  de  dire  que  deux 
systèmes  linéaires  de  formes  fondamentales  projectives  ont  même  support 
lorsque  les  formes  fondamentales  de  l'un  sont  formées  des  éléments  homo- 
logues des  formes  fondamentales  de  l'autre. 

Dans  ce  premier  Mémoire,  Tauteur  étudie  successivement,  à  ce  point  de  vue, 
les  systèmes  linéaires  de  faisceaux  de  plans  projectifs  et  de  gerbes  de  plans  ou 
d'espaces  collinéaires;  d'abord  les  deux  systèmes  j  ci,  |  de  faisceaux  de  plans 
projectifs  qui  engendrent  une  même  surface  réglée  du  second  ordre  et  qui  ont 
naturellement  même  support;  puis  la  congruencc  linéaire  t/,'»  définie  par  trois 
faisceaux  de  plans  projectifs  à  laquelle  est  associé  un  système  |S,  |  de  gerbes 
de  plans  collinéaires  ayant  même  support;  les  x^  faisceaux  de  la  congruence 
engendrent  trois  par  trois  la  même  cubique  gaucbe  et  admettent  pour  axes  les 
cordes  de  cette  cubique,  la  congrurnce  de  ces  cordes  est  projetée  des  diiïérents 
points  de  la  courbe  suivant  les  gerbes  de  plans  du  système  jS,|. 

Quatre  faisceaux  projectifs  de  plans  définissent  un  complexe  linéaire  Icijl,  et 
les  plans  homologues  des  faisceaux  de  ce  complexe  définissent  un  faisceau  ]£,  | 
d'espaces  collinéaires  ayant  même  support.  Les  axes  des  diiïérents  faisceaux 
de  ju^j,  ainsi  que  les  droites  d'intersection  des  plans  homologues  des  deux 
espaces  de  |£,|  engendrent  un  complexe  quadratique  de  droites  qui  n'est  autre 
qu'un  complexe  tétraédral. 

Trois  gerbes  colliuéaires  définissent  une  congruence  linéaire  ou  réseau 
{Aetz)  |S,i;  trois  gerbes  quelconques  de  ce  réseau  engendrent  la  même  sur- 
face F'  du  troisième  ordre;  si  l'on  considère  trois  faisceaux  de  plans  homo- 
logues de  ces  trois  gerbes,  ils  engendrent  une  cubique  située  sur  F-*,  et  il  leur 
correspond  un  faisceau  de  gerbes  colliuéaires;  tous  ces  faisceaux  appartiennent 
à  no  second  réseau  IP,!  de  gerbes  collinéaires  ayant  même  support  que  jS.j  et 
engendrant  la  même  surface  F-*;  on  a  ainsi  sur  cette  surface  deux  réseaux  de 
cubiques. 

Trois  espaces  collinéaires  délinissent  une  gerbe  d'espaces  |^^|;  les  plans 
homologues  des  x'  espaces  de  jl.  |  forment  un  complexe  linéaire  ,Sj|  de 
x'  gerbes  de  plans  a}dnt  même  support.  A  ces  deux  >)stêmes  linéaires  est 
associée  une  certaine  courbe  gauche  du  sixième  ordre  r**  {Kerncur^e)  ctmlenue 
dans  toutes  les  surfaces  F'  eugendrées  par  les  congruenees  linéaires  de  gerbes 
appartenant  à  |Sj]. 

Enfin  quatre  espaces  collinéaires  définissent  un  système  linéaire  jljl  auquel 
est  associé  un  autre  système  linéaire  d'espaces  ,Tj|.  Le  lieu  d'un  point  où  se 
coupent  des  plans  homologues  de  tous  les  espaces  de  |lj,  est  une  surface  du 
quatrième  ordre  F'  (Kernjîiichc). 

Dans  chacun  de^  cas  qui  viennent  d  être  énumérés,  l'auteur  étudie  les  prin- 
cipales singularités  qui  peuvent  se  présenter,  et  dans  le  détail  desquelles  il  non^ 
est  impossible  d'entrer. 


lia  SECONDE  PARTIE. 

Bois-Beymond  {P.  da).  —  Snr  les  équations  aux  dérÏTéesp»- 
UeU«9  Iro^KS  du  s«:oBd  ordre.  (24t-3ot). 

Ce  Mémoire  «t  m  Mmaie  nn  résDiné  de  ce  que  dcTaît  contenir  le  deasièm 
c-jhier  des  ComlriAulùuu  à  rîMttrprétatÙM  det  iqaation»  aux  dérMta  par- 
tûlia  du  o^me  anlear.  Dias  le  premier  Chapitre  il  coBiîdire  l'éainatioB 

introduit  les  canctérisliqBM  et  étudie  leur*  proprif lit  nlativanent  1  la  dCler- 
otioaCioa  de  l'intéfiale  par  les  condition*  de  Caucbj.  Daa«  le  Chapitre  D,  il 
dcfinit  r«]aiU>>B  aa  multiplicateur  *(()  =  o,  qui  ett  encore  linAaire  et  dn 
MCond  onJre.  Dans  le  Chapitre  III,  cette  équation  aa  mnlLiplicalear  Igi  pennct 
d'introduire  une  eipression  diOcrentielk  Vdx  -t-Vdjr  par  la  relation 

f:,T{:)dxdy=  rs*(',)dX!dy+  CiMàx-h-Vây); 

relie  eiprrssion  esl  diScrenlielle  eiactc  si  £  et  (  sont  respectiTement  aointioM 
dc«  deu\  rqualioas  du  »ecand  ordre  correspond  an  les;  U  et  V  dépcndeat  de  >, 
;  et  de  leurs  dérivées  du  premier  ordre  ainsi  que  d'nne  foocliOD  arbitraire  8. 
Le  l»n^  d'une  caraclérisliqne  de  F(  :  )  =  o,  on  peut  taire  disparaître  de  Pespre»- 
»iiin  l"(fr  -h  Vrfc  sous  le  signe  /  les  déritées  de  t. 

Dans  les  Chapitres  IV  et  V  l'aulear  s'occupe  delà  rédaction  de  réqaatîon  da 
sei-ond  ordre  suit  an t  le  signe  de  S'  — {ItT.  Dans  te  Chapitre  YI  et  lesauiTaaU 
l'auteur  ne  s'occupe  que  des  éi|ualions  hyperboliques  pour  lesquelles  ob  pe«t 
supposer  les  caractéristiques  réduites  à  x  =  cnnst.,  y  =  const.  Si  l'oo  m  donne, 
•ur  une  portion  de  courbe  qui  n'est  coupée  qu'une  Tois  au  plus  par  tonte  carae- 
tèristique,  I»  valeurs  de  =  et  de  ses  dérivées  du  premier  ordre,  la  fonctioa  m 
est  déterminée  dans  l'iniéiicur  du  quadrilatère  curriligne  limité  par  le*  dcnx 
cou  [lies  de  caractcrisliques  issues  des  eiirémiics  de  la  portion  de  coarbe  doBaéc 
Ce  théorème  rondanieolal  est  déduit,  au  moyen  d'un  passage  particalier  k  la 
limite,  du  Icmmc  suivant:  La  fonction  :  est  définie  A  l'intérieur  d'un  qaadrila- 
lérc  limite  par  des  segments  de  caractéristiques  si  ses  valeurs  lont  données  sar 
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cément  de  coordonnées,  de  manière  que  Téqualion  de  K  devienne  x]  —  x^x^—  o 
et  qae  les  coordonnées  d*nn  poinl  de  R4  soient  les  dérivées  parliellcs  du  second 
ordre  d'une   forme   binaire   iM,  du  sii^iémc   degré  en  X,  ^.  Le   but  de   cette 
cJeuiiéme  partie  <lu  Mémoire  de  M.  Stahl  est  d'étudier  rintcrprétulion  géomé- 
trique des  équations  qu'on  obtient  en  annulant  M  et  ses  divers  covariants.  V.n 
particulier  M  =0  est  l'équation  des  paramètres  des  six  points  de  H4  qui  sont 
sur  les  tangentes  correspondantes  de  K  ;  le  hessicn  de  M  égalé  à  zéro  donne 
les  huit  p4>ints  de  R4  qui  se  tiouvent  sur  K  ou  encore  les  huit  tangentes  de  R^ 
<|ui  passent  par  les  points  corrospoiidunts  de  K.   Parmi  beaucoup  de  résultats 
intéressants  relevons  celui-ci  :  la  conique  d'inflexion,  la  conique  passant  par 
les  huit  points  de  contact  des  tangentes  doubles,  la  conique  touchée  par  les  six 
tangentes  d'inflexion,  la  conique  K  et  la  conique  N  dclinies  dans  la  première 
partie,  appartiennent  au  même  faisceau  de  coniques.  Enfin  l'auteur  s'occupe  du 
cas  où  la  courbe  R4  a  un  point  d'ondulation. 

'elto  (E.).  —  Application  des  systèmes  de  modules  à  une  qucs- 
lion  élémentaire  dWlj^èbre.  {^'ài~3\o). 

Si  Ton  considère  le  polynôme  dont  les  racines  sont  les  racines  commune<  à 
deux  polynômes  de  degré  /i,  les  coefficients  de  ce  polynôme  peuvent,  après  mul- 
tiplication par  le  résultant  des  facteurs  non  communs  des  deux  polynômes 
donnés,  être  mis  sous  forme  de  déterminants.  Ces  déterminants  jouissent  de 
certaines  propriétés  qui  sont  loin  d'être  évidentes  si  l'on  ne  se  reporte  pas  à 
leur  origine.  L'auteur  se  propose  d'appliquer  la  théorie  des  systèmes  de  modules 
de  Kronecker  à  l'étude  a  prioride  ces  déterminants.  Partant  du  déterminant  IX 
de  degré  a/i,  résultant  de^  deux  prdynomes  donnés,  il  arrive  à  des  congrnences 
auxquelles  satisfont  les  mineurs  de  degré  ixde  L>^,^,  les  modales  étant  des  mi- 
neurs de  degré  jx  -^  2. 

ilienthal  {H.  t'O/i).  —  Sur  la  théorie  de  la  courbure  des  sur- 
faces. (34i--V{i). 

L*auteur  établit  plusieurs  théorèmes  intéressants  sur  les  sections  normales 
d'une  surface  qui  ont  un  contact  du  troisième  ordre  avec  leurs  cercles  oscillateurs. 


Zjenocchi  (yingelo),  —  Première  partie  du  (Chapitre  Xlll  de  la 
Noie  Sur  la  théorie  des  résidus  r/uadntfit/ues.  (3  {.VSJy). 

C'est  la  reproiluction  d'un  exlrail  dr  la  Notr  Sur  /a  tUvotie  des  rcsitiits  qua- 
dratiques publiée  en  iSj.i  par  l'A»  adéinie  Hosalc  de  Brlj;iqiic  \\..  \\V  des  Mé- 
moires couronnés). 

Jironecker  (L,).   —    Démonstration   de    la   loi  de  réciprocité  dos 
résidus  quadrati(pies.  (^.)  iS-J.n ). 

Celte  démonstration  se  rattache  à  la  Note  prècodcnle. 

KronecAer  (  L.).  —  Notice  nécrolo^iniie  sur   Paul  du   Hois-HcN- 
moud,  (.'i ;'>:>.-,>.*)  j  ). 

Ùulf.  des  Sciences  niaf/ntn..  j    -m  no.  J.  \\\.  '  ImlJrJ    i.i<  1   )  K    1 1 
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Coursât  (A"'/.).  —  Sur  une  Iran  s  forma  lion  de  l'équatioo 

»'=  \Mx,y)pq. 


-C>). 

L'^qual.ur 

1  aux  dériv 

«.parUcll« 

du  second  ordre 

\â^)    = 

''^^'■'^trr 

I   déjà   fait  voir  (mfme  Recueil,    if>97),  t   l'équation 


Celte  c;i]ualii>ii  jouit  d'une  propriété  remarquable.  Si  l'on  forme,  en  parUnlde 
celte  éiguiiliuri  (E),  la  suite  de  Laptace 

....(K_.),  ...,(E.,),tE),  (EJ (E,),  (E^*,),  .... 

on  reconnult  que  les  équations  (E,^,)  et  (E_J  ont  lea  ménies  invirianu,    dii- 

Ou   esl   diiisi   conduit   il  la  riippri'ilier  des  équalinns  !i  invariiints  i^fiaiif  :  il 
ciiste  en  cITct,  pour  l'équulion  (]),  un  théorème  uwilugui:  Il  celui  de   MouLard 
ins  k  invariants  égaux. 
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quadratures,  une  intégrale  de  Téquation 


^W 


= '  ii} 


Celte  proposition  permet  de  déduire  de  toute  équation  intcgrahie,  appar- 
tenant à  ce  type,  une  suite  indéfinie  d'équations  intégrahles  de  la  même  es[)éce. 

Âfaillel  (Edm.).  —  Sur  les  grotipes  écliangeablcs  et  les  groupes 
décomposables  (--i6). 

Dans  une  Note  sur  les  substitutions  (même  Recueil,  1896)  l'auteur  a  appelé 
un  groupe  D  décomposable  quand  on  peut  y  trouver  deux  sous-groupes  A  et  B 
d'ordre  >i,  tous  deux  <  D  et  tels  que  loute  substitution  d  de  D  soit  le  pro- 
duit d'une  substitution  a  de  A  par  une  b  de  B. 

Sans  rechercher  un  critérium  de  décomposabilité,  I^f.  Maillet  étudie  un  cer- 
tain nombre  de  propriétés  de  la  décomposabilité  de  certains  groupes;  i*  groupes 
primitifs  composés;  1°  groupes  ct)mposés  quelconques;  3°  groupes  d'ordre  p"^  </" 
{p  et  q  premiers  dillérents);  4°  groupes  de  de^ré  p'^  {p  premier)  et 
d'ordre  ^  />■;  5*  groupes  d'ordre  ^^  -H  2;  6*  groupe  alterné  G  de  n  éléments; 
7*  groupe  symétrique  de  n  éléments. 

Il  résulte  de  cette  étude  que  : 

L'ensemble  des  groupes  décomposables  est  plus  étendu  que  l'ensemble  des 
groupes  primitifs  composés,  puisque  tout  groupe  primitif  composé  est  dé- 
composable et  que  les  groupes  alternés  sont  décomposables. 

Les  seuls  groupes  indécomposables  que  l'auteur  ait  rencontrés  sont  les 
groupes  formés  des  puissances  d'une  substitution  circulaire  d'ordre  p"* 
{p  premier). 

Picard  (E m,).  —  Sur  une  classe  de  surfaces  algébriques  dont 
les  coordonnées  s'expriment  par  des  fonctions  uniformes  de 
deux  paramètres  (i-j-'iS). 

Les  cas  de  représentation  paramétrique  d'une  surface  algébrique  par  des  fonc- 
tions uniformes  de  deux  variables  ne  sont  pas  nombreux  :  en  dehors  des  sur- 
faces unicursales  et  des  surfaces  hyperellipliqucs  (  avec  leurs  dégénérescences), 
on  ne  peut  guère  citer  que  les  surfaces  hypcrfuchsicnnes  et  les  surfaces  hypcr- 
abélîennes. 

M.  Picard  démontre  un  théorème  qui  pourrait  conduire  à  de  nouvelles  sur- 
faces jouissant  de  la  même  propriété. 

Soit  une  surface  algébrique 

V{x,y,z)  ■=  o 
admettant  une  transformation  rationnelle  en  elle-même 

X  =  R,(j:,r,  c),  Y  ^  WAx.y,  c),         Z  =  W^^O'y  -); 

on  suppose  que  cette   transformation  ahnetlc  coninic  point  double    le    point 
X=>'  =  5  =  o,    point    simple   par    hypothèse    de    la    surface.  On  cherche  dos 
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fondions  uni/ormes /{t),  ?<t),  4i(Oi  UMea  qu'on  ait  idCKliqaCBMt 

/(flO  =  H,[/(0.  ?(').+{'.}. 
o(an  =  »,[/(().?{*>,-l'(0], 
^(a()  =  R,l/t').?(0.'{'(Ol. 

a  fiant  une  conslanle  du  module  supérieur  A  l'uniti. 

M.  Picard  démonlre  que  ces  fondions  seront  méromorphes  dini  loot  le  plan, 
ayant  seulement,  en  général,  le  poînl  i  l'infini  comme  point  euentîel. 

Mais  elles  dépendent  de  deux  constanieii  arbitraires  A  et  B,  d'aae  Buiûirc 
lelic  que  ai  l'un  pose 

elles  deviennent  des  fonctions  des  dcui  seuls  paramètres  a  et  c. 

Ea  conséquence  les  surPiices  considérées,  t'il  en  exUle  en  dehors  Ae%  fur- 
faces  unicursatcs  et  hypereliip tiques,  jouissent  de  la  propriété  remarquable  qae 


Les  coordonnées  d'un  point 


¥(".'-). 


=  -St{i,<.-), 


les  trois  fonctions/,  7,  <S/  étant  des  fonctions  méromorphes  (à  distance  finie) 
des  deux  vnriubtes  indépendantes  u  et  v  et  Jouissant  de  la  prupriélé  eiprinée 
par  les  identités 

/(fl».ny)  =  U, t/<r.,  «).?(«.  (■).■!•(  «.'')1, 

^{o»,  .a)  -  !(,[/(  u,  i')  î  (u,  V),  <;.{«.  v)\. 

Landau.  —  Sur  quelques  problèmes  relatifs  à  la  distribution  des 
nombres  premiers  (25-38). 
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composés  de  k  facteors  premiers,  tous  diiïéreots,  il  détermine  sa  valeur  asymp- 
loiiqoe,  eo  établissant  la  relation 

''<*>  =  (inrTyT  — ûTbT —  +  *^L — nTï — J" 

Il  prouve  enfin  que  le  second  membre  de  cette  dernière  équation  donne 
aussi  la  valeur  asymptotique  du  nombre  p^{x)  des  nombres ^x  qui  sont  divi- 
sibles par  k  nombres  premiers  différents  pouvant  être  affectés  d'ei posants  supé- 
rieurs à  I,  de  même  que  celle  du  nombre  9^{x)  des  nombres  =0?  qui  sont 
composés  de  k  nombres  premiers,  les  facteurs  multiples  étant  comptés  suivant 
leur  degré  de  multiplicité. 

.^ricard  (/?.).   —  Sur  les  propriétés   mclriques  d'une   cerlaine 
correspondance  (i,  i)  entre  cubiques  focales  (Sg-r)!). 

L*auteur  étudie  certaines  propriétés  de  la  correspondance  (i,i)  établie  entre 
deux  cubiques  passant  par  leur  foyer  singulier  (cubiques  focales)  et  telles  que 
Tangle  des  deuiL  tangentes  non  isotropes  que  Ton  peut  mènera  Tune  d'elles  par 
son  foyer  singulier  (angle  focal)  soit  égal  à  Tangle  focal  de  Tautrc. 

■ 

Etant  données  deux  cubiques  focales  ayant  le  même  angle  focal,  si  Ton  établit 
entre  ces  deux  courbes  l'une  des  deux  correspondances  (i,i)  telles  que  les 
foyers  singuliers  a  et  a'  soient  homologues,  on  a,  en  désignant  par  m  et  m' 
deux  points  homologues  quelconques,  la  relation 

a  ni 

—r-  ,  =  ronst. 
a  m 

Soient  m  et  p.  deux  points  fixes  constituant  sur  la  cubique  (C)  un  couple 
sleinérien  (couples  de  points  tels  que  les  tangentes  en  ces  points  concourent 
ior  la  cubique);  soient  m'  et  ji'  leurs  homologues  sur  la  cubique  (C);  soient 
enfin  p  et  p'  deux  points  homologues  quelconques  sur  les  deux  cubiques.  On  a 
la  relation 

p'm'        p\x' 

Après  avoir  démontré  ces  propriétés,  l'autour  traite  d'une  liaison  remarquable 
entre  la  théorie  des  cubiques  focales  et  celle  du  quadrilatère  articulé,  <|ui  lui 
permet  de  retrouver  la  propriété  du  quadrilatère  articulé  de  llart. 

De  Sparre.    —   Sur  une  application  drs  fiuiclions  ellipticpics. 
(52-55). 

Les  séries  entières  rndi(|uées  par  MM.  Appell  et  Lacour  {Principes  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptif/ttes)  pour  résoudre  le  prublènie  du  uu)u\cuient 
d'un  projectile,  lors4{ue  la  résistance  du  niiiien  est  pinportioiiiielle  au  eul«c  de 
la  vitesse,  sont  examinées  par  l'anteur  au  pidiit  de  vue  de  leur  ron\er^ence  : 
ces  séries  ont,  en  général,  une  eoiivergenee  trop  faible  pour  pouvoir  être  uti- 
lisées, dès  que  le  tir  aura  lieu  *ious  un  angle  un  peu  eoiisidéralde,  surtout  >i  la 
vitesse  initiale  n'est  pas  grande. 
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Uiperl.  —  Sur  des  {irojtriétës  générales  des  formes  quadntiqoe». 

(5(i-58). 

Andrnde  (/.).  —  Sur  ré<]iialion  fonclioDDelle  de  Poisson.  (58- 

(i3). 

Pour  résoudre  l'rjqualïan  de  Poisson 

on  suppose  haNtucllenieni  que  la  fonetion  F  admet  des  dériTtei  première  et 
ïccuiitic  et  l'ou  prouve  qu'elle  satisraii  i  une  équaiion  linéaire 

1l^':   =   «'"■<■'>  {K=eonsl.), 


ce  qui  pormct  de   la  d.'lfrniiner. 

M.  Audriide  prouve  i|u'il  suflii  de  supposer  U  fonctioa  F  eontînae;  H  HtMH 
en  eirpl  qn'eile  adiriet  des  dérivées  de  tous  les  ordres;  ou  peut  alor*  la  Urt- 
Iiippcv  eu  si'rio  rorivrrKeulo  et  réinudre  le  probicme  pnipoû  moi  invoquer  la 

Iltitlumiml,  —  Sur  les  itiliî^ralcs  d'un  :;3slème  d'équations  dîlTé- 
i-i>nli('l]t;s  ordinaires,  cntisidérécs  comme  fonctions  des  doanées 
iuilial.-s.  ((ii-Gli). 

inonlrë,  indépendammcnl  l'un  de  l'anlre, 
is  supposer  analytjquef  Ira  tooclion*  doo- 
d'équalions  (linërenliellei  ordjuaires  sont 
'OS  par  rapport  aux  constantes  d'inlégra- 
lle  déinoastratioa,  fort 
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ml  l'équation  linéaire  à  caractéristiques  réelles  sous  la  forme 

â'^z  dz        .  dz 

a ho- h  cz  =  Oy 


dx  dy  dx  ôy 

/ 
Ta ut,e«:H  s*  examine  deux  cas  où  la  fonction  z  est  définie  par  des  conditions  diffé- 

TCQtes.       Dans  le  premier  cas,  l'intégrale  résiduelle  ne  peut  pas  éire  nulle;  dans 

le  secoKid,  au  contraire,  elle  peut  l'être,  et  l'est  effectivement  toutes  les  fois  que 

Vin^^SàK-Âant 

da  . 

\-  ab  —  c 

dx 

se  r-^<l«ait  à  zéro.  Dans  les  deux  problèmes,  la  suite  de  Laplace,  qu'elle  se  ter- 
mine   dans  les  deux  sens  ou  dans  un  seul,  joue  un  rôle  important. 

Auto r^ ne  (L,),  —  Sur  certaines  équations  des  quatrième  et  cin- 
quième degrés.  (90-107). 


équations  que  l'auteur  a  appelées  anharmoniques  sont  les  équations 
*lSél>i*iques 

n            ,       n{n  —  \)  , 

A  =  ic^-t-  —  a.x^-'H ; a^x'*-^-¥...-^  a„  =  o, 

H  j        I  2  !  - 

^"  ïc»  d;  sont  des  fonctions  d'une  variable  <,  telles  que  les  n  racines  x-,  prises 
quatre    à  quatre,  aient  leur  rapport  anharmonique  constant. 

I^ans  le  présent  travail,  M.  Autonne  se  propose  de  retrouver  par  des  moyens 
**n>ples,  pour  n  =  4  et  /i  =  5,  les  deux  théorèmes  qui  lui  ont  permis  {Journal 
^^  -^^athe'matiçues,  1900)  de  construire  les  équations  anharmoniques  des  divers 
"CÇT^s  et  d'obtenir  celles  qui  sont  des  degrés  4  et  5. 

^*   oonsidcrc  comme  des  quantités  rationnelles  par  défmition  : 

'*  Toutes  les  constantes; 

coefficients  a-  de  A„. 


Çi^oupe  G  (  au  sens  de  Galois  )  de  /i„  est  supposé  transitif  et  h^  irréductible. 
^^    désigne  par  S   un  groupe  linéaire  fractionnaire  d'ordre  fini   (groupes  de 
"*-   Jordan,  Klein  et  Gordan)  provenant  de  substitutions 


az 


ad  —  bc  A  o. 


cz  -\-  ci 

*^»  X'ésultats  obtenus  sont  les  suivants  : 

>^**<*iriéme  degré.  —  Trois  types  d'équations  anharmoniques. 
•^fCinier  type,  où  T  est  une  fonction  rationnelle  de  t, 

07* -+- 6T^2  _^  4  T  jr  —  3  r  =  o  ; 

^^Pport  anharmonique  K  des  quatre  racines  est  équianharmonique;  G  est  le 

*»      ^pe  alterné  enlre  quatre  lettres,  isomorphe  au  groupe  S  télracdrique. 
^^c-ond  type 

x»-+-riTx--+-4T;r-l-T(T4-i)  =0, 
Harmonique,  G  est  isomorphe  au  groupe  S  dérivé,  pour  ni  —  4,  des  deux 
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m  (groupe  S^) 

e_=];        0;|,        9-=i,        1  = 

e  ijpc 

(x'+qy--p{ix-iV- 


;,='■-•"'-(- M^tt)"'  »=''■• 


G  e^t  iiomorphe  k  S,. 


Cinquième  degré.   —  L'équi 
deux  équations 


CI  s'itbtient  en  éliminaat  (  Mtrc  In 

G  est  isomurpliF  â  S^  ;  rùt|ualion  /(^-=^  o  est  une  équation  de  Gilois. 
lieiidon  {J.}.  —  Sur  les  changcmenls  de  variables.  (107-1 16). 

«  C<-  travail,  dît  l'auteur,  »  fiour  objet  l'étude  des  quadratures  dont  rtlémeat 
différciiLiol  contient  des  fimcliona  arbitraires.  Cet  atgorithme  s'est  présenté  ile- 
puis  longtemps  dans  hi  résultats  de  l'îiilégration  d'équations  aux  4éri«te* 
partielles;  d»ns  un  très  |>etit  nombre  de  cas  on  a  cfTcciué  la  quadratare  an 
moyen  d'un  cliiinsemcat  de  variables  eontenablement  choisi  :  mal*  on  ne  pos- 
sède ancune  méthorlc  générale  pouvant  servir  de  guide  daas  les  esMia.  le 
traite  deux  eus  généraux,  A  saioir 
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fioir,  pour  chacun  desquels  les  trois  droites  du  plan  tangent  sont  réelles,  peut 
être  transformée  homograpliiqucment  en  une  surface  à  axe  de  symétrie  ternaire. 

II.  Lorsqu'une  surface  cubique,  sans  point  singulier,  possède  deux  points  I,, 
elle  en  possède  un  troisième,  en  ligne  droite  avec  les  deux  autres. 

III.  Une  surface  cubique  possédant  six  points  Ij,  répartis  sur  deux  droites  et 
tels  que,  pour  chacun  d'eux,  les  trois  droites  de  la  surface  soient  réelles,  ne 
peut  posséder  un  septième  point  I,  satisfaisant  à  la  même  condition. 

touche.  —  Les  équations  de  THydraulique  données  par  Lagrange. 
(121-124). 

touche.   —   Obsen^ations   sur   les   équations  de  TH^draulique 
d*après  Lagrange.  (i-J-S-ia^). 

barber.   —   Application  du  symbole  des  déterminants  positifs. 
{i28-i3o). 

'Presse  (-'.)•   —   Sur  les  propriétés    projectives  des  coniques. 
(i3i-i36). 

L*objet  de  celte  Note  est  de  montrer  que  l'on  peut  arriver,  par  une  voie 
élémentairef  i  établir  que  ia  perspective  d'une  conique  est  une  conique  sans 
invoquer  les  théorèmes  de  Dandeiio,  dès  que  l'on  connaît  les  propriétés  fonda- 
mentales des  tangentes  et  en  particulier  celle-ci  : 

La  portion  d'une  tangente  mobile  à  une  conique,  comprise  entre  deux  tan- 
Sente  fixes,  est  vue  d'un  foyer  sous  un  angle  constant. 

^€card  (Em.).  —  Sur  un  exemple  d'approximations  successives 
divergentes  (i 37-1 43). 

L'auteur  considère  d'abord  l'équation 

d'Y        ., 

où  y  est  une  fonction  positive  et  rr(»issanle  de  y,  quand  x  varie  eiitro  a  et  h 
^a  <Zb)  et  démontre  que,  pour  une  même  parité  de  n,  la  fonriion  \\  fournie 
par  la  méthode  des  approximations  successives  tend  uni/ormvmcnt  dans  Tin- 
t.ervalle  (a,  6)  vers  sa  limite. 

La  méthode  conduit  donc  à  deux  fonctions  1/  et  t*  qui  véiifient  les  deux 
équations 

d'U        ^,         ^  d-v        .  . 

et  s'annulent  pour  x  —  a  ainsi  que  pour  x  —  b.  L*intc;;rttle  unique  de  l'équa- 
tion proposée  qui  s'annule  pour  les  mêmes  valeur*  de  x  est  comprise  entre  u 
et  i\ 
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Oj:'        dy' 


~A<PTP), 


qui  aJnict  une  intégrale 


une  feule,  l'anDuIant  mr  le  coDlaH  C 
à  l'origine. 

Lu  iiKÏtbadc  des  approximations  successiTcs  coDttuil  A  d*ux  foncUoBB  diH- 
rentes,  les  fonctions  u,,^,  d'indice  impair  formant  anc  suite  croÛMuHe  teo- 
danl  vers  une  limite,  taudis  que  les  fonctions  u,.  d'indice  pair  [orment  ane 
suite  diicroistaiite  tendant  vers  une  autre  limite.  H.  Picard  démonm  que  ce* 
deux  suites  de  (onctions  tendent  uniformémtnt  dans  le  cercle  C  Tcn  kun 

Cospary  (F.).   —  Sur  le  centre  de  gravite  d'un  quadrilatère. 

(i.i3-i4(i). 

('..'n.Vjlis»nt  lin  tliior^nu-  rie  M.  Mannhcim  (mime  Recueil,  t.  XXVIl)  lar 
le  eentrc  ilv  craviii-  ilu  irupéze,  l'auteur  établit  une  proposition  qui  permet  de 
déduire  de  tout  iiuadriiatèrc  un  triangle  qui  a  mime  centre  de  graTÎt*. 

Stnniiiw  (CiiH).  —    Sur  une  proprîtié  arithmétique  des  loga- 
rilliint's  lies  uitiiibros  a l-;i'> briques,  (t^fi-i^j)- 

l'approximation  des  îdcoib- 
s'iospirc  de  l'analjse  par 
transcendants,  et  retrouve 
de  Lion  ville. 
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^Ocagne  {/tl-)-  —  Problème  de  parlilion.  (157-168). 

De  combien  de  manières  peut-on  former  une  somme  de  S  francs  avec  S  pièces 
d'argent  françaises? 

Roux.  —  Sur  un  invariant  d'un  système  de  deux  triangles  et 
la  théorie  des  intégrales  doubles.  (168-172). 

L*auteur  s'occupe  de  lu  diflTérentielle  double 

du  dv 


(MX -H  vy -i-  0' 

et  montre  qu'elle  est  liée   à    un   certain  invariant  projectif  d'un  système  de 

deux  triangles  par  une  relation  analogue  à  celle  qui  existe  entre  la  diflfcren- 

tielle  simple 

dz 


{z  —  x)' 
et  le  rapport  anharmonique. 

-^aire  (/?.).  —  Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  sur  les 
fonctions  discontinues,  (i 78-1 79), 

L*auteur  a  démontré  dans  sa  Thèse  {Annali  di  Matematica,  1899)  que, 
pour  qu'une  fonction  d'une  variable  soit  développable  en  fonctions  continues. 
il  faut  et  ii  suffit  qu'elle  soit  ponctuellement  discontinue  sur  tout  ensemble 
parfait. 

M.  Lebcsguc  a  montré  {Comptes  rendus^  i^^99)  qu'on  peut  ramener  le  cas 
de  n  variables  à  celui  d'une  seule  et  étendre  ain>i  renoncé  précédent. 

M.  Bairc  présente  une  nouvelle  démonstration  du  fait  que  la  condition  est 
Muffisante  :  il  prouve  que  : 

Si  une  fonction  /(x,,  x,,  ...,  x^)  est  ponctuellement  discontinue  sur 
tout  ensemble  parfait,  il  existe  une  suite  de  fonctions  continues  /,,/:»  •  •  -, 
^  ,  . . .  qui  a  pour  limite  f 

emoulin  {A.).  —  Sur  la  torsion  d'une  courbe  définie  par  son 
plan  osculaleur.  (i 80-1 83). 

Le  wronskien  W(^',,.)% v^)  de  n  fonctions  d'une  variiiblo  x.  c*cst-à  dire 

le  déterminant  de  ces  fonctions  et  de  leurs  dérivées  des  n  — i  premiers  ordres 

I     ri        y:      •••      .V., 

1     /     I  )       X-  n  -  i\  i-  "  -  l  '    . 

.'  i  .*  i  •  '•      y  /t  I 

jouit  d'une  renianiuable  propriété  qui  se  traduit  par  la  formule 

W(\)',.   AV.,    ...»    A^-^  )  =  A"  \V  (  )',,    Vj V„\ 

où  X  désigne  une  fonction  quelconque  de  x. 
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De  M  rimileal  des  formuler  qui  trouvent 
recherche  de  la  torsion  d'une  courbe  déHnie 

Soient  X,,  «,,  ^,,  X,  les  coordonnées  hou 
j'i,  y„  y„  y,  les  quatre  coefficients  de  l'équ. 


le  application  iBBiidiaU  diHb 
>r  son  plan  otcalitear. 
igènes  d'un  point  de  l'ctpaee  et 
ion  d'un  plan 


■hy,x 


i-j'.a'.= 


ce  sont  des  ronclioas  c< 
téristiques  de  ce  plan  a 


nacs  d'un  paramitref.  La  courbe  cnTeloppedeiCUM- 
I  torsion  représentée  par  la  formule 


De  là  l'auteur 
!tal.lie  entre  les 


0-:  -^  j-i  +  ri  )  w  (r,.  y,.  j->.  r.) 

une  DoiTvelIc  déoionstratioa  de  ta  relaiioo  qu'il  a  jadis 
s  de  deux  courbes  polaires  réciproque*  par  rapport  1 


9  étant  l'angle  des  plans  osculateurs  aux  deux  courbes  aux  poinu 
dants,  t  et  t'  les  rayons  de  torsion  en  ces  deux  points. 


Picard  (Ém.).  ~-  Sur  quelques  problèi 
A»  =  /-"«.  (18:^-191). 


i  relatifs  à  l'équation 


L'auteur  evamine  deux  p 
générale  de  l'équilibre  calo 

I.  Plaque  indéfinie  avec 
du  problème  se  réduit  à 


oblémes  particuliers  qui  se  rattaeheat  i  laqaeatioa 
ilique  d'une  surface  fermée  rajoooant  an  dehun. 
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Partant  de  la  fonction 


{z,x,x)--=  y    V  ^s/i ■<-»-'«''.'-»- -v 


m  ——  •  11= — 


qui  est  parfaitement  dcHnic  pour  z  négatif,  M.  Picard  résout  le  problème  pro- 
posé par  la  fonction 

•—I 


u(Xyy)  =    I        —      .  ^_— • 


On  a  ainsi  un  13'pe  de  solution  doublement  périodique  de  Téqualion 

Ail  =  k'U        (A->o), 

qai  cesse  enlicrement  d'exister  lorsque  k-  devient  nul. 

-^ainlevé  {P')*  —  De  la  détermination  unique  des  inté<;rales  d'un 
système  d'équations  difTérenticlles  ordinaires  par  les  conditions 
initiales  de  Cauchj.  (191-196). 

Voici,  d'après  Tauteur  lui-même,  quel  est  l'objet  de  celte  Note: 

«  Dans  son  savant  Traité  sur  tes  équations  différentielles,  dont  les  tomes  II 
et  III  ont  paru  récemment,  M.  Forsyth  a  discuté  longuement  la  question  de 
savoir  si  les  conditions  initiales  de  Caucby  définissent  une  solution  unique  d'un 
système  dilTérentiel.  Il  a  formulé  (t.  II,  p.  .i4-l7  et  p.  8o-83),  au  sujet  de  deux 
solutions  distinctes  que  nous  avons  données,  M.  Picard  et  moi,  de  la  question, 
des  critiques  qui  ne  me  semblent  pas  fondées. 

»  Je  voudrais  montrer  ici  que  le  procédé  qui  m'a  permis  d'établir  que  la 
solution  de  Cuucby  est  unique  ne  prête  à  aucune  objection.  » 

liipert,  —  Sur  les  triangles  Iriliomologîcjues  inscrits  ou  circon- 
scrits à  une  conique.  (hjG-^oo). 

On  peut  inscrire  et  circonscrire  à  toute  conique  une  double  infinité  (P,  Q) 
de  triangles  tribomologiques  à  tout  triangle  inscrit  ou  circonscrit  donné  A  et 
trihomologiques  entre  eux.  Les  neuf  centres  d'hoiiiologie  sont  vn  ligne  droite, 
et  les  neuf  axes  passent  par  un  point  fixe,  si  les  triangles  A,  P,  Q  sont  luu>  k*s 
trois  soit  inscrits  soit  cirronsnits.  Si  V  est  inscrit  cl  I*,  Q  circonscrits  (t)u 
vice  versa)^  les  centres  du  couple  (  P,  Q)  restent  en  ligne  droite  et  ses  axes 
concourants;  les  six  centres  des  couples  (  A,  P  )  et  (  A,  Q }  sont  sur  une  conique, 
et  les  six  axes  correspondants  touchant  une  uulre  conicfuc. 

Ihret.  —  Sur  le  prolongement  analytique  de  la  série  de  Ta_\lor. 
(200). 

Et.) ni  doîuiéc  une  série  onli« n* 

f(z)  --  ft,.  '.   il.  z   •   il  z  -" . .  .-^  a   c  -*- . . ., 
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dont  le  rayon  de  convergence  n'est  ni  nul  ni  infiai,  li  l'on  posa 

P.'.-)  -  ^'ïi(a,-i-Cia,s+...-t-CSa,rf  +  ...+  C!o,«">, 

le  développement 


est  convergent  dam 


e  régio 


Tacile  i  détermine: 


et  qui  dépasM  le 
tngulier. 


Painlevé  (P.).  —  Mémoire  sur  les  équations  dilFéreDtielIesdoDt 
l'inlégrale  générale  est  uniforme.  (aoi-aOi). 


On  connaît  toute;  le»  équi 
dont  rintcgrale  générale  est 
des  difliciiliés  d'une  nalure  i 

allons  dilTéreniieMes  algébriques  du  premier  ordre 
uniforme;  mai»  dès  qu'on  passe  au  second  ordie, 
;outc  nouvelle  interviennent.  Ainsi  l'équation 

0  pour  intégrale  générale 

y-{\x  +  By, 

A  rt  »  élanl  .lein  ronslantes  arbitraires.  Quand  x  tend  vers  le  point  d'arfiie 
-  Il  :  A  suivant  une  direction  quelconque,  y  est  indélerminé.  Une  ioGoit^  de 
valeurs  de  y  se  pcnimtcnl.  d'ailleurs,  autour  de  ce  point  qui  est  1  la  foii 
luiinl  essentiel  et  point  rritique  de  y.  L'existence  possible  de  pareilles  siosn- 

iriables  avec  les  ronslantes  d'intégration  et  que  rien  ne  met  en  iri* 
l'éqiiiili.in  dilTiTcntielIe,  conslilne  un  obstacle  qui  ■  pouvait,  4  boa 
r.iulfur.  i^lre  Ti'iiantc  comme  insurmontable  •.  Néanmoins  l'anlenr 
iiplicr  <l(-  l'i'lle  ilillifullé,  et  il  expose  dans  le  présent  Mémoire  nne 
n  vaste  rn<i-iiibli'  de  recherclics  sur  les  équations  dilTérenlielIc*  al(t- 
Lint  rintogrdle  n'a  que  des  points  critiques  liies. 

maître  te  principe  de  sa  méthode  et 
pour  qu'une  équation  difftrtntitUe  ait 
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de  sorlc  que  Ton  connaît  les  neuf  formes  possibles  de  /(^)irt  p«ir  conséquent 
aussi  celles  de  L(x,  ^). 

Étudiant  ensuite  l'équation  (K)  dans  le  voisinage  d'un  pôle  de  L,  M,  N, 
Fauteur  prouve  que  (es  pôles  y  ~  h{x)  des  /onctions  M  et  \  coïncident 
nécessairement  avec  ceux  de  L  et  sont  tous  simples,  ce  qui  limite  le  degré  de 
M  et  N  en  y, 

A  partir  d'ici,  M.  Painlevé  s*en  lient  au  cas  où  L  a  la  plus  simple  de  ses 
neuf  formes  possibles,  savoir  L  —  o,  et  considère,  en  particulier,  pour  en 
épuiser  Télude,  Tun  des  cinq  types  d'équations  auxquels  cette  hypothèse  donne 
lieu,  savoir 

{^)  y=-.yb{x)-^x-Bix)-hyC{x)-h\){x). 

en  déterminant  explicitement  toutes  les  équations  (è*)  qui  sont  à  points 
critiques  fixes. 

L'équation  («L)  conserve  la  même  forme  quand  on  effectue  le  changement  de 
▼ariables 

(T)  >'=-.  Ya(j:)-+-îi(j:),        j:  =  ?(X), 

ce  qui  permet  de  la  transformer  soit  en  y'  -=^  o,  soit  en 

mais  cette  dernière  ne  peut  avoir  des  points  critiques  fixes  que  si  S(x)  est 
linéaire  en  x, 

S  (  X  )  =  px  -f-  tj. 

On  est  ainsi  conduit,  abstraction  faite  des  fonctions  elliptiques  uniformes,  à  la 
seule  équation  nouvelle 


mais  on  sait  reconnaître,  à  l'uido  d'un  nombre  fini  d'n prratinix  alu('-briqiie<.  <\ 
une  équation  donnée  {C),  où  6,  B,  C,  l>  sont  alirébriqnes  en  .r,  est  réduitihie 
par  une  transformation  (T)  à  l'un  des  quatre  types  d'équations  à  points 
critiques  fixes  dont  (T)  est  le  dernier. 

III.  L'étude  de  l'équation  (F)  orrupc  une  grande  partie  du  Mémoire. 
M.  Painlevé  établit  <\\\elle  n'admet  pas  de  points  critifjucs  a/gcOrif/ttes,  mais 
admet  des  pôles  mobiles. 

Il  ne  résulte  nulleiiient  de  là  ijue  son  inlé;;rale  no  [nt>enle  p.is  de  sin^u|;i- 
rilés  tran^'Cendanles;  cl  la  dcnioii*! ration  de  la  non-c\iNlehrc  de  >in^'iiIarit«S 
transcendantes  ne  laisse  pas  que  <le  pn'siMitcr  de  grandes  dililciiltes.  l/iuiieur 
y  parvient  par  une  méthode  SNn(liéti4|iie  qui  >'élend  aux  équations  d'(»nlre 
supérieur. 

Il  traite  ensuite  des  propriétés  «le  la  iraiiNcendanle  mérinioijlie  .»  (  .r  ) 
d«Tinie  par  l'équation  (1*).  et  de  la  f.ieon  d*>nl  elle  il'-|»iid  <les  <  un<il.inte> 
arbitraires  y^  et  y  :  c'e^l  une  fouet  ion  vxscntielUinrnt  ti  aitsicmi'Uitc  <!••  ces 
f/ei/x  con>tante«..  Ij  suit  de  là  (en  vertu  d'un  llii-urêiMir  aiih-i  ii  iiirnirnt  rt.tbli 
par  M.  l'.iinlev»' I  que  c'esl  une  fonrfiitn  mcroinnr/'/ir  (tht  svioiitt  nidrt') 
essentiellement  nouKrl/r;  et  hhmiu."  toute  intri;mle  pat  ticulit  t  e  tic  i  I')  est  uitr 
transcendante    r,nUK\lle.    Lin'éurale   ;:tii'i.ili'    »  (.r.i   •»•?  lai-^e   mettre  s, .us   !a 
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-     dx  (;)' 


Elle  rsi  par  «uitc  représeoiable  par  le  quolicnt  de  deux  fooctiooi  eatiin*  n 
X,  x„  y„  y',  dont  le  développemenl  peut  tire  pouituivi  iadfGaiateat  i  l'aide 
de  simples  dérioliuns.  L'cipreMion  de  y,  y'  ea  y,,  y",  définit  aae  ooneipaB- 
dance  euenliellement  biuni/ornie  entre  les  deux  couplet  de  variable*. 

IV.  Quand  on  passe  aux  £<[uations  d'ordre  lupérieur,  la  première  parlie  de 
la  mttlindc  (recherche  des  conditions  nécenatret)  s'étend  aisénenl,  Uadii 
que  la  question  de  savoir  si  ces  conditions  sont  Buriisaotet  loaliTc  dei  diH- 
cultés  de  plus  en  plus  grandes. 

l'our  montrer  la  portée  de  la  première  mélhcde,  M.  Paialevé  termine  son 
travail  par  une  prcmii-re  ttude  des  conditions  que  doit  (ériricr  une  équatioB 
du  truisièriic  ordie  (uu  d'ordre  supérieur)  pour  que  ses  points  critiques  soîeut 
liies,  ce  qui  est,  comme  on  sait,  une  première  condiLior  pour  que  l'int^frale 
générale  puisse  èire  uniforme.  Les  résultats  acquis  dam  celte  Toie,  et  que 
l'auteur  se  propose  de  compléter  ultérieurement,  montrent  d'ore*  et  it\k  le 
râle  cimsidérable  que  sont  appelées  à  jouer,  dans  l'étude  sjstëmatiqne  de« 
équations  dilTéreniiellea  h  intégrale  uniforme,  les  lunctiODS  anlomorphca 
{fuclisicnnes  et  kicinéenne*)  de  M.  Poincaré. 

Appell  (/*-).  —  i'ropriclé  caractt-iistiqiic  du  cj'lîndroïde.  (261- 

2ti5). 
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L'objet  de  cette  Note  est  de  prouver  que  le  groupe  (G^^)  de  cette  fonclion 
et  chacun  de  ses  sous-groupes  maxima  de  degré  31,  vu  el  3.3  sont  des  groupes 
fimples. 

De  MonicheuiL  —  Généralisation  des  formules  de  M.  Scliwarz 
relatives  aux  surfaces  mînima.  (268-269). 


COMPTES  RENDUS  iibbdoiiadaires  des  séances  de  l*âcadêiiie  des  Sciences, 
PAR  MM.  les  Secrétaires  perpétuels. 

Tome  CXXX,  1900  («). 
Servant.  —  Sur  les  systèmes  orthogonaux.  ( 28-80). 

En  rapprochant  un  théorème  de  Rihaucour  (  ^m//.  5or.  y^/iiVo/iiaZ/ii^i/r.  18G9) 
des  formules  de  M.  Darboux  (  Théorie  des  surfaces,  t.  IV)  l'auteur  parvient 
au  résultat  suivant  : 

De  tout  couple  de  systèmes  de  surfaces  ayant  même  représentation  sphé- 
riqae  on  peut  déduire  trois  autres  couples  jouissant  de  la  même  prt»priélé, 
ainsi  que  quatre  couples  se  correspondant  par  in\ersion  et  quatre  par  la  trans- 
formation de  Ribaucour. 

La  proposition  subsiste  pour  Tespacc  à  n  dimensions. 

Esiienne,  —  Sur  la  théorie  des  erreurs.  (66-69). 
Padé.  —  Sur  la  distribution  des  réduites  anormales  d'une  fonc- 
lion. (i02-io4)> 

L*auteur  démontre  un  théorème  qui  est  fondamental  dans  la  théorie  des 
fractions  continues  holoïdes  pour  les  fonctions  qui  peuvent  avoir  des  réduites 
anormales,  et  qu'il  a  énoncé  dans  une  Note  antérieure. 

Plaszycki.  —  Sur  la  réduction  d'un  problème  algébrique.  (io5- 
107). 

Étant  donnés  sur  une  courbe  algébrique  F( x.  y)  =  o,  de  genre  />,  37  points 
(fl„6),     ...,    {a^,b^);    (a,,?,),     ....    (a.,,?^), 

existe-t-il   une  fonction   rationnelle  ç(x,  ^')  cl   un    nombre  entier  positif  m, 

tels  que  9  reste  partout  linie  et  diiïcrente  de  zéro,  sauf  aux  points  ia.b)  qui 

toieot  des  zéros  d'ordre  m  et  au\  (>oints  (  3,  [à)  qui  soient  des  pôle>  d'ordre  m? 

Ce  problème  auquel  se  ramènent  des  questions  importantes  de  Calcul  intégral 


(')  \oir  Bulletin,  t.  \\\\,  p.  «i). 
Bull,  des  Sciences  mathcm.,  3*  série,  t.  \\V.  (Août  mjoi.)  H.  1  > 
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(ait  ['objet  de  la  présente  Note.  L'auteur,  géa^raliMat  de*  réHltau  d'AkH 
de  Tchebychef,  mootre  que,  dans  te  cas  général,  l'eiiitenee  de  f  est  liie 
pcriodicilé  d'une  suite  de  fractions  rationnelles  qu'il  déGnit. 


Boulanger   {A.).    —   Délermination   d'il 
groupe  G, os  ^^  M.  Klein.  (H17-109). 


ivariantï  diiïérentîels  fondamenttnz  dont  dépend 
9  équations  linéaires  de  troisième  ordre  et  de  eer« 


L'auteur  résume  les  résultats  qu'il  a  obtenus  au  sujet  de  ce 
un  Mémoii'c  destiné  au  Journal  de  l'École  Polytechnique. 

Petfovsky.  —  Sur  la  dislribtilion  du  polenliel  daos  ud  niKfti 
hélcrogéne.  (j  la-i  i5). 

Capacité  d'un  condensateur  plau,  toutes  les  coucbes  étant  séparées  pax- 
plans  parallèle. 

Capacité  d'un  condensateur  spbérique,  toutes  les  coucbes  étant  spbèriqua^s 
concentrique». 

Capaciiéd'un  condensateur  cylindrique,  toulet  les  eoucbci  étant  séparée^ 
des  surfHces  cjlindriques  coaxiales. 

Distribution  du  potentiel   autour  d'une  sphère  métallique  placée  an  c^^ 

Guichard.  —  Sur  les  surfaces  isothermiques.  (iS^-iCs). 

L'auUnr  cnnunenre  par  reliouver  d'une  manière  nouïeile  une  iransft»»""! 
tion  clei  surfaces  isolliernliques  qu'il  avait  déjà  signalée  et  qui  lui  a  pcrr»»  •  ' 
déduire  des  qundrîques  de  révolution  d'autres  surfaces  isotbcrmiqnes,  d  *>  ■^' 
courbure  moyenne  est  conïtanle. 

Il  indique  ensuite  une  autre  méthode  qui  permet,  soua  certaine*  condit»* 
d'obtenir  par  quadratures  une  série  de  surfaces  isothermiques. 

liiguier.  —  Sur  le  degré  de  géuéralilé  d'un  syslème  différer»*-'^ 
(,62-, 64). 

■!■  crpliciles,  pits^ifs.   cniriftéfeiri. 


RBVUB   DBS  PUBLICATIONS.  171 

L'aatear  donne  lo  résomé  d'un  Mémoire  que  Ton  trouTera  dans  le  Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  où  il  Irai  le  d'un  système  de  deux 
équations  de  PfafT 

(i)  ^a^ctegzro,        ^6,.rfa:,=  o        (î  =  i,  a,  ...,6). 

Il  assoeie  à  ces  équations  un  système  de  huit  équations  algébriques  linéaires 
et  homogènes,  dont  les  six  premières  contiennent  linéairement  deux  para- 
mètres X  et  |ji  et  dont  le  déterminant,  égalé  à  zéro,  fournit  pour  le  rapport  X:|ji 
une  équation  du  second  degré.  Quand  cette  équation  a  ses  racines  é;;ales,  on 
peut  obtenir  les  solutions  du  système  (i)  à  Taide  d'équations  diiïércnticlles 
ordinaires. 

Quand  l'équation  en  X:  {i  a  ses  racines  distinctes,  un  est  conduit  à  reconnaître 
un  cas  où  toutes  les  solutions  de  (i)  peuvent  être  exprimées  au  moyen  de  deux 
fonctions  arbitraires  de  la  même  variable. 

eirini  (Henrik).  —  Sur  rexîstence  des  dérivées  secondes  du 
potentiel.  (233-235). 

Clairin  (•/.)•  —  Sur  une  classe  de  transformations.  (Sog-Sio). 

Quand  nn  système  (9)  de  quatre  équations  fait,  à  un  élément  {xyzpq) 
d'un  espace  (e),  correspondre  x*  éléments  unis  d'un  espace  (e'),  à  une  famille 
de  surfaces  (1')  de  ce  dernier  espace  correspond  dans  le  premier  une  famille  {s) 
qui  est  déterminée  par  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
admettant  un  système  de  caractéristiques  du  premier  ordre.  Inversement, 
étant  donnée  une  équation  du  second  ordre  qui  jouit  de  cette  propriété,  il  est 
possible  de  déterminer  un  système  (9),  tel  que  la  famille  {s)  correspondante 
soit  définie  par  l'équation  proposée.  A  une  surface  de  {s)  correspond  une  sur- 
face de  (1'),  et  une  seule. 

Grâce  &  des  considérations  de  cette  nature,  l'intégration  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre,  admettant  un  système  de  caractéristiques 
du  premier  ordre,  se  ramènera  dans  des  cas  étendus  à  rintéf;ration  d'une 
équation  de  Mongc-Ampcre,  dès  que  l'on  connaîtra  un  certain  nombre  d'inté- 
grales d'une  équation  du  premier  ordre. 

Casserai  {Eiig.).  —  Sur  la  délcrminalion  de  toutes  les  surfaces 
algébriques  à  douille  générution  circulaire.  (3ii-3i3). 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  toutes  les  surfaces  que  l'on  peut  déduire 
d'une  quadrique/:=  o  par  une  transformation 

où  les/"^  sont,  comme  /,  des  formes  quadratiques  <lo  j:,,  x,,  Jj  et  x^^  telles 
que  les  transformées  des  génératrices  dc/-=  r)  soient  des  coiii(|ues  rencontrant 
toutes  en  deux  points  une  conique  C . 

On  ot  Cf»nduit  à  classer  les  sr»lutioos  suivant  les  cas  d'iiitei-seclion  dc/=  o 
et  de  la  quadrique  qui  correspond  au  plan  de  C.  Une  reinarque  de  M.  Kcrnigs 
permet  de  déuiontrer  que  ecsdillérents  cas  fournissent,  suit  des  solutions  génc- 


'/* 
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raies  dont  toute*  les  autru  dérivent  par  iaTenton,  wit  Jea-aolotio—  filiM- 
lières  jouissant  de  la  mime  propriété,  soit,  eofio,  des  s«latioat  piTtlealMRS 
qui  ne  donnent  par  inversion  qu'une  cJesse  de  surraeet  répondinli  la  qaMIîoa. 
M.  Cosserat  rapporte  les  résultats  qu'il  a  obtenus  toucbaDt  le*  mIbIImu  d« 
Ja  première  classe  et  tait  connaître  certaioes  de  Icnn  propriété*. 

Autonne.  —  Sur  les  équations  algébriqties  harmoaiqoes.  (3i3- 
3i5). 
L'auteur  appelle  équation  anliarmonigue  d'ordre  n  loote  éqiMtMM  ktgé- 
«■  +  «'-A,(()+---A,(£)=a, 
dont  les  n  racines  2,  satisfont  i  la  mtme  équation  de  Riccati 


e  (  Complet   rendus,  fé' 
19  la  présente  Cl 


Miller  {G. -A.).  —  Snr  les  groupes  des  îsoinorphîsmes.  (3 16-317)- 

Cosserat  {Eug.).  —  Sur  les  cercles  langenls  à  quatre  plans  iso- 
iropcs  et  sur  les  suilaces  à  double  génération  circulaire.  (385- 
38;). 

L'autrur  examine  un  cas  panicuMer  important  qui  se  présente  lorsque  l'ia- 
terscctiiin  Je/  =  i>  et  de  la  ijuadrique  Q  qui  correspond  au  plan  de  C  te  com- 
pose de  quatre  droites  distïncics.  (  Voir  la  ^ole  ci-dessus  de  M.  Cosserat.) 

On  est  ainsi  conduit  k  étudier  la  congruence  des  cercles  tangeols  i  quatre 
plans  isotropes,  dont  l'auteur  (ail  connaître  certaines  propriétés. 


REVUB  DES  PUBLICATIONS.  173 

Autonne.  —  Sur  les  équations  algébriques  anharmoniques.  (Sgo- 

393). 

Estienne.  —  Valeur  plausible  d'une  grandeur  variable.  (SqS-SqS). 

Andrade  («/•)*  —  ^  propos  de  deux  problèmes  de  probabilités. 
(395.396). 

Rectifications  apportées  par  l'auteur  à  une  Note  antérieure  :  Sur  l'applica- 
tion répétée  du  théorème  de  BernouUi, 

Stekloff.  —  Sur  la  méthode  de  Neumann  et  le  problème  de 
Dirichlet.  (iyC-Syg). 

L'auteur  énonce  quatre  conditions  et  démontre  que  pour  toute  surface  (S) 
satisfaisant  à  ces  conditions,  la  méthode  de  la  moyenne  arithmétique  de  Neu- 
mann résout  le  problème  de  Dirichlet,  si  la  fonction  donnée  /  est  seulement 
continue  sur  (S). 

Davidoglou.  —  Sur  les  zéros  des  intégrales  réelles  des  équations 
linéaires  du  troisième  ordre.  (399-401). 

Considérant  l'équation  binôme 

d^y 

où  g{x)  est  une  fonction  continue  de  x  réelle  et  telle  qu'à  partir  de  x  —  x, 
on  ait 

7(x)  >  a>  o. 

Tauteur  énonce  ce  théorème  : 

Si  yx  €st  une  intégrale  continue  ainsi  que  ses  deux  dérivées  premières,  si 
elle  est  positii^e  de  a  à  b  et  si  de  plus  sa  dérivée  en  a  est  positive  ou  nulle, 
elle  sera  certainement  donnée  par  la  méthode  des  approximations  succès^ 
sives  de  M.  Picard. 

Vient  ensuite  un  théorème,  relatif  à  ces  mi^incs  ('«luulions,  analogue  au 
théorème  de  Sturni  pour  les  é({uations  du  scrond  ordre. 

Picard  (£*/??.).  —  Sur  la  d/'lcrmiiuilion  des  inléj^ralos  de  cer- 
taines é<|ualions  aux  dt'rivéos  parlirllcs  par  leurs  \aleurs  sur  un 
contour  fermé.  (4{7-4i9)« 

M.  Picard  considère  rétiualion 

t)' u       (Vu  i)u        ,  ()u 

-—:,  -+-     -     H-  a  -.-  -f-  0        -+-  ru  —  o, 
ox-        Oy  lix  oy 

dans  le  cas  où  les  cocfllcicnls  c/,  b^  c  sunl  des  l'onclion>  analyti<|uc>  de  x  et  y 
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el  établit  t'exislcnce  d'aae  solution  uniqoc 
menl  analytique,  tuffisammeat  petit,  une 
une  fonction  Continue,  qui  pourra  d'aîllei 


r  an  contour  rign* 
d<  vilrurs  reprise-  i 
une  infinité  de  nis 


calculer.  (472-474)- 

surfaces  ayant  un  sysl« 


Torrès  {L.).  —  Sur  les  machiner 

Bt-icard  {/?.).  —  Détermination 

de  lignes  de  courbure  égales.  (475-477)- 

Guichard  {€.).  —  Sur  une  transformatioa  des  surfaces  îsothr^^  ^''^ 
miques.  {4-7-480). 

L'auteur  (tévcloppe  analjtiquement  la  transformation  des  surfaces  Ito^ — ^bei' 
niiques  indiquée  dans  sa  pn'cédente  Noie  {voir  ci-dessus  )  :  des  deol  esp^^^^^^^ 
d'équalion  de  Riccati  que  l'on  est  eonduil  1  former  il  ne  fait  que  uteulio^^^^^^ ** 
la  première  et  ealeitlcr  les  équations  du  second  gronpe,  celles  qui  perme^^^^'^^^ 
de  trouver  les  points  qui  décrivent  des  surfaces  isothermiques. 

Stekloff{W.).  —  Sur  les  problèmes  de  Neumann  et  de  Gaus^^^*  — 

Sous  les  quatre  conditions  postes  dans  la  Note   précédente  de  M.  Sle^W^^*^ 
(voir  ci-dessus),  la  niélhode  de  Neumann  résout  le  problème  hydrod^nam    -^"   ■^^ 
{probtcme  de  Neumann)  si  la  fonction  donnée  /  est  seulement  coalione si:^h     -^ 
surface  considérée.  _ 

L'auteur  adjiiinl  ensuite  aux  conditions  précitées  une  cioqaième  cond^E^  ^^" 
(Liupounofr)  el  conclut  que  le  problème  de  Gauss  est  résolu  par  la  mélW  ■  ^^ 
de  Kobin  pour  toute  surface  (  S)  satisfaisant  aux  quatre  premières  conditB- -^^^^ ' 
si  la  fonction  /,  conlinue  sur  (S),  satisfait  i  la  condition  de  Liapounoff. 


Uumbert{G.). 

(483-48(i). 


-  Sur  les  fonctions  à  quatre  paires  de  pérîoc 


■lies  conduit  le  problème  d'iniersio» 
:u:i,  sont  des  fonctions  uniformes  de  fl 
de  périodes  (1,0),  (0,1),  (ff.  A),  (fi, 
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Obserrations  relatives  à  la  Note  récente  de  M.  SteklofT  sur  la  méthode  de 
Nêumann  et  le  problème  de  Dirichlet  {voir  ci-dessus). 

Hatzidakis  (IV.'J.),  —  Sur  les  équations  cinématîques  fonda- 
mentales des  variétés  dans  Tespace  à  n  dimensions.  (557-56o). 

On  peut  déTelopper,  parallèlement  à  la  théorie  analytique  des  surfaces, 
fondée  par  Gauss,  une  théorie  purement  cinématique,  comme  Ta  fait  M.  Dar* 
boni. 

L'auteur  a  étudié,  dans  un  Mémoire  destiné  &  VAmerican  Journal  0/  Mathe- 
matics,  les  équations  fondamentales  entre  rotations  et  translations  pour  les 
Tariétés  de  l'espace  &  n  dimensions.  Il  donne  ici  les  équations  cinématiques 
fondamentales  d'une  variété  à  deux  dimensions  ou  surface  dans  cet  espace 
général. 

Pascal {Ern,).  —  Sur  une  théorie  des  systèmes  d^équations  aux 
différentielles  totales  du  second  ordre.  (645-647). 

On  considère  n  — m  variables  a:,,  j?,,  ..,,a7._^  et  m  fonctions  a:._^^i, ...,  a:, 
de  ces  variables,  liées  par  les  équations 

n 

(0  {   (X«.=  X*«), 

n 

dont  il  s'agit  de  trouver  les  intégrales 

?i=o,        ...,        ?«=o. 

L'auteur  a  démontré  que  les  intégrales  0  ne  peuvent  contenir  plus  de 
m(ii  —  /n  +  i)  constantes  arbitraires  et  donne  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  Parmi  ces  conditions,  il  y  en  a  toujours 

m{n  —  i)/i(/i  -+-i) 

:\ 

qui  sont  indépendantes.  Quand  elles  sont  vérifiées^  il  existe  toujours  m  sys- 
tèmes de  m  fonctions  jx,,,  ...,  (x.^  lelles  que  la  summe  des  produits  de  ces 
fonctions  par  les  premiers  membres  des  équations  (1)  soit  une  diiïérentielle 
seconde  exacte.  Les  fonctions  jx  sont  dt'lerminées  par  un  système  d'équations 
aux  diflférentielles  totales  du  premier  ordre,  qui  est  complètement  inté- 
grable. 

Davidogloit,  —  Sur  une  application  de  la  méthode  des  approxi- 
mations successives.  (69.^-695). 


«  SBCONDB  l'AKTIB. 

Si  l'équalion  du  quatritme  ordre 


dx* 


=  J'?{*), 


oit  ç(.r  )  est  une  fonction  qui  ae  devicnl  jamaii  o^ttivB  pour  aim^t,m 
aoe  inUgrale  J'i(jv)  positive  et  non  nulle  dans  cet  interralle,  ■*«£  Im  m 

cette  intégrale  x,  est  donnée  par  la  méthode  dei  approximatioas  « 

L'existence  d'une  pareille  intégrale  calratne  la  aon-eiisteoce  dan*  aà  d^^ 
l'intégrale  z( 2),  non  identiquement  nulle,  tangente  i  Oa;en  a  et  eo  A. 

Le  Baux  (7.).   —   Sur  l'inlëgralîon  des  équation!»  lîaéaires  t 
discrimiDanl  non  nul.  (695-697). 

A  toute  équation  linéaire  d'ordre^,  à  a  variables  iiidépendaotea,correspoBdent^ 
tics  surfaces  caractéristiques  { variétés  i  n  —  i  dimensions)  dénnies  |>ar  nue 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  homogène  et  du  degré  p. 

Quand  le  discriminant  de  celte  équation  liomugéne  est  dilTérent  de  léro,  on 
peut  représenter  par  des  intégrales  multiples  an  —  i  dimensions  et  i  limites 
variables  toutes  le»  intégrales  de  l'équation  proposée,  quand  ou  a  préalablement 
obtenu  : 


ne  intégrale  complète 
ne  solution  particulii! 
conditions  déterminé! 


n  des  earactéristiquM  ; 

ition  considérée  qui  Mtisfasse  i  ( 


Padé  (IJ.).  —  Sur  l'exlension  des  propriétés  des  réduites  d'une 
fonction  aux  fractions  d'interpolation  de  Cauchy,  (697-700). 

seule  valenr  i^, 
ajoutant  chaque  Tois 


HBVUK  DES   PUBLICATIONS.  177 

conK-inues  dont  les  numérateurs  partiels  et  les  dénominateurs  partiels  sont  des 
polynômes  entiers  de  degré  au  plus  égal  à  a. 

CoiLl€>r9,  (/.)•   —  Sur  les  équations   aux  dérivées   partielles  du 
seoond  ordre  linéaires  el  à  coefficients  constants.  (765-767). 


Il    s'agit  de  réquation 

dx}        2d 
1=1  /=i 

Li'atst.eur  commence  par  signaler  certaines  solutions,  les  unes  de  la  forme 

rç(-;). 

les  aucres  de  la  forme 

r[ç(:)-t-iog<+g)], 

f  et,   £  ayant  les  signifîcations  suivantes 


^'  ^I>plique  ensuite  ces  solutions  à  la  détermination  d'une  solution  définie  par 
***  "^^  leurs  et  celles  d'une  certaine  fonction  de  ses  dérivées  du  premier  ordre, 
***'   Une  multiplicité  ponctuelle  à  p  -h  q  —  i  dimensions. 

r'ai/i/^^^  (/>.).  —  Sur  les  systèmes  différentiels  à  points  critiques 
fi^es.  (767-770). 


O^ëthode  que  l'auteur  a  suivie  pour  déterminer  explicitement  les  équations 

**  seoond  ordre  à  points  critiques  fixes  est  applicable  à  un  système  diffèren- 

9^elconque  (dont  l'intégrale  générale  ne  dépend  que  de  constantes). 

"»-  f^ainlevé  esquisse  les  opérations  à  efTeclucr,  qui  se  répartissent  en  deux 

''**  î  on  procède  d'abord  à  la  recherche  des  conditions  nécessaires  pour  que 

Points  critiques  soient  fixes;  il  faut  ensuite  reconnaître  si  ces  conditions 

■**-  Ou  non  suffisantes. 

^^^Ulln  (A.),  —  Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure 
^  ^o  système  sont  égales.  (823-826). 

m-^*    t^cherche  de  ces  surfaces  est  un   problème  qui  a  déjà  été  étudié  par 
^*   "atïidakis,  par  M.  Caronnet  et  tout  récemment  par  M.  Bricard,  mais  sans 
^^^oir  une  solution  complète. 

1      ■  Ocmoulin  Ta  soumis  à  une  discussion  approfondie,  et  contrôlé   ses  con- 

•■ona  par  l'accord  de  trois  méthodes  difl'érentes.  Il  communique  le  résultat 

^      ^*  x*echercheS|  qui  comportent  la  détermination  de  toutes  les  courbes  planes, 

^^^^  ^''aaglnaircs  que  réelles,  dont  les  développées  appartiennent  par  leurs  lan- 

à  un  complexe  linéaire. 
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Stekhff  { \V.).  —  Remarque  relative  à  une  Noie  de  M.  A.  Kom  - 
Sur  la  méthode  de  Nettmann  et  le  problème  rfc  DiricMrt  • 

(826-8^7). 

Painlevé  (P.).  —  Sur  les  équations  dtfférenliellos  du   troUièn»  ■* 
ordre  à  poinls  critiques  fixes.  (879-882). 


où  R  est  rationnel  en  y'  et  y',  algébrique  en  y,  analytique  en  x. 

Si  l'iSgualion  (1)  a  ^câ  points  critiques  G>es,  R  est  un  |jol;«noDie  du  secoue^ 
degré  au  plu«  eo  y 

R  =  A(j-',  y,  x)y-'+  B(j-',  y,  x)y'+C{y\y,  x). 

Les  coefTicient!  A,  B,  C  sont  assujellia  i  diverses  conditions. 

A  la  différence  de  ce  qui  se  passe  pour  les  équations  du  second  ordre  A  poiotM 
critiques  fixes,  tes  équations  (1)  à  pointis  critique»  fixes  oc  sont  pas  réductibles 
i  UD  nomlire  fini  de  types  dépendant  d'un  nombre  fini  de  o 


Le  Roux  (J.).  —  Sur  une  inversion  d'intégrale  double.  (88 1-884)< 

Étant  donnée  une  fonction  F(n,  v)  holomorphe  dam  le  loiiioagc  de  l'ori- 
gine  et   «'annulant  pour  u  —  0  et  pour  v  =  o,  trouver  une  fonction /(x.  j") 


ni  à  Iniiie  l'aire  du  tritiiEle 
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Clairin  («/•).  —  Sur  certaines  équations  de  Monge- Ampère.  (997- 
999)- 

L'aotenr  iodiqae  un  exemple  de  transformations  de  Bâcklund  établissant  ane 
correspondance  uniforme  entre  les  intégrales  des  équations  transformées.  Il 
doone  on  procédé  qui  permet  d'obtenir,  à  une  transformation  de  contact  près, 
toutes  les  équations  de  Monge-Ampcre  admettant  pour  l*un  de  leurs  systèmes 
de  caractéristiques  un  iuTariant  du  premier  ordre  et  un  invariant  du  second 
ordre. 

^esaint.  —  Sur  la  représentation  générale  des  fonctions  analy- 
tiques quelconques.  (999-1002). 

L'auteur  fait  connaître  une  méthode  et  des  théorèmes  propres  à  expliquer  et 
à  généraliser  les  résultats  obtenus  par  Laguerrc,  MM.  Le  Hoy  cl  Borcl,dansla 
représentation  analytique  des  fonctions  et  dans  la  sommation  des  séries  diver- 
gentes. 

La  méthode  s'étend  aux  fonctions  de  plusieurs  variables  et  aux  fonctions 
analytiques,  non  uniformes,  d*une  variable. 

^orel{Em.),  —  Sur  les  séries  de  fractions  rationnelles.  (1061- 
1064). 

Après  avoir  fait  ressortir  les  défectuosités  du  mode  de  représentation  des 
fonctions  uniformes  par  des  séries  de  fonctions  rationnelles,  quand  on  laisse  à 
ce  mode  toute  sa  généralité,  M.  BorcI  le  particularise  en  considérant  des  séries 
de  cette  nature, 


1 


telles  que  les  degrés  des  dénominateurs  R^  ont  une  limite  supérieure  et  que 
les  divers  zéros  de  chaque  polynôme  H^  figurent  seulement  dans  un  nombre 
limité  de  termes.  On  peut  étendre  à  ces  séries  la  plupart  des  résultats  que 
Tanteur  a  obtenus  antérieurement  sur  les  séries 


^  z-  -a. 


en  posant  des  conditions  où  ne  figurent  que  les  coefficients  dos  numérateurs 
P.(5).  Ces  conditions  ne  dépendant  pas  de  la  distribution  des  pôles  des  frac- 
tions qui  composent  la  série,  ces  généralisations  ne  peuvent  pas  se  ramener, 
par  la  décomposition  en  éléments  simples,  aux  théorèmes  antérieurement 
connus. 

Coulon  (/.).  —  Sur  les  caraclérisliqucs  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  et  le  principe  dllujgcns.  (ioG4-io65). 

La  surface  d*onde,  telle  que  Iluguniot  Ta  définie  en  étudiant  la  propagation 
simultanée  de  deux  mouvements  dans  un  fluide  indéfini,  est  forcément  une 
surface  caractéristique,  au  sens  que  ce  mot  a  dans  la  théorie  des  équations 
ans  dérivées  partielles. 
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que,  dans  le  cas  des  fquiitïons  i  cœfn<;> 
surracc  d'unde  coinmc  enveloppe  de  cfrn^;^    i 


L'appllcaLion  de  celle  remai 
constants,  permet  de  définir  Ib 
les  équations  s'obtiennent  iris  i 

Le  principe  d'Huygemi  peut  être  regardé  comme  une  interpréta  lion    k^*" 
trique  du  mode  de  génération  des  surfaces  caractéristiques. 

Picard  {Em.).  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées      f* 
tielles  du  second  ordre  cl  sur  la  généralisalion  du  princip»^" 
Dirielilel.  (1088-1094). 
M.  Picard  considère  t'équatioa 


(E) 


fond 


lix-         .ly--  àx  iiy 

,  c  sont  des  fonctions  analytiques  de  x  et  y,  pour  préciser  et  cmtp* 
lains  points  de   détail   len  démonstrations   qu'il   a   donnéei,  ea 
ai  de  l'École  Polylec/inîque),  de  oc  théorème  ; 
!  intégrale  de  l'équalîoit  (E),  bien  déterminée  et  continue deiu 
e  région  ainii  que  »es  dérivée*  dei  deux  premier*  ordre*,  ett 
n  analytique. 


livers  iemmes  qu'il  avait  admis  m  coaT^^ 

même  sujet. 

Painlevé    (P.).   —    Sur    les    équaiions   dlffércnlJelles   d'oM^*^ 
quelconque  à  points  critiques  fixes,  (1 1 12-11 1 5). 

Les  prop.isilions  que  l'auteur  a  fait  connaître  dans  une  Note  récente  [v^*'' 
ci-dessus)  au  sujet  de  l'équation  du  troisième  ordre  ont  leurs  analogues  pw*"" 
l'équation  diiïiJrcntielle  d'ordre  q  algébrique  par  rapport  ani  quatre  dérîré^ 
J','  J",-!!  y,-i<  ^,.5'   analytique  par  rapport  i   3;,    i    la    fonction    v    et  t  t«f 
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nus  et  les  équations  difTérentielles  à  points  critiques  fixes. 
t-ii^S). 

.eur  coDsidére  un  groupe  continu  fini  de  transformations  algébriques 
espace  à  n  dimensions 

r.=  P.(Yi,Yj,  ...,  Y„,a,  b,  ...,  /)        (1  =  1,  2,  ...,  /i), 

qui  dépend  analytiquement  de  x.  II  énonce  ce  théorème  : 

fonctions  p-,  regardées  comme  fonctions  de  Xy  n'ont  comme  points 
ers  non  algébriques  que  des  points  Jixes,  et  elles  n'acquièrent,  autour 
'3  points  critiques  mobiles,  qu'un  nombre  Jini  de  valeurs. 

as  particulier  de  ce  théorème  établit  une  relation  entre  la  théorie  des 
3  continus  finis  et  les  équations  difl'érentielles  à  points  critiques  fixes, 
xie  conséquence  de  ces  résultats,  on  peut  former  des  systèmes  d'équations 
klielles  du  premier  ordre  dont  Tintégrale  est  une  fonction  essentielle- 
ranscendante  de  toute  les  constantes. 

'nt'Germain.  —  Sur  la  fonction  S  introduite  par  M.  Appell 
les  équations  de  la  Djnamique.  (i  174)' 

[A,).  —  Sur  la  méthode  de  Neumann  et  le  problème  de 
îlilel.  (  1238"!  241). 

'>glou.  —  Sur  une  application  de  la  méthode  des  approxi- 
ons  successives.  (1241-1 243). 

leur  énonce  divers  résultats  relatifs  à  une  équation  qui  se  présente  dans 
•rie  des  vibrations  des  verges  élastiques,  savoir 

d*y  ^ 

-^  =A-^9(x)         [o{x)^o  pour  aix^b], 

st  un  paramètre  variable. 

iste  une  suite  infinie  de  quanlilés 

positives,  croissantes,  et  telles  de  plus  que  l'équation 

une  intégrale   tangente   à  Ox   en  a  et  by   et  s'annulant  (n  —  i)   fois 

;  et  b. 

lombrcs  k^  croissent  plus  vite  que  nK 

)ch  (//.).  —  Sur  la  distribution  des  nombres  premiers. 
U1246). 


SECONDE  PARTIE. 


L'buteur  applique  t  l'étude  d'une  formale  d'Boler  cette  KMa^M: 
Si  ;r  el  t  sont  deux  nombres  posiurs,  on  ■ 


Il  obLÎent  ainsi  des  formules  nouvelle» relatives  1  lafoDClJoa  /{c)di 
et  A  d'autres  (ooctions  numériques  ansloguis. 


Le  lîoy.  —  Sur  les  séries  divergentes.  (1393-1296). 
L'auteur   étend 


ières  d'une  variable  complexe  m 
trigonomttriqae  divergente,  qui  ' 


Cerlai 
rectifital 


\  lie  cette  Not 
lubsùqucnte  (voir  ci 


doivent  fitre  modifiés,  contormémeut  t 

après). 


Desaint  (l--)-  —  Sur  la   représentation  des  fonctions  non  uni- 
formes. (1^96-1298). 

Une  fonction  à  point  de  non-uniformité  unique,  confondu  avec  l'origine, 
admet  i  l'intérieur  d'un  cercle  C  de  rayon  r  inférieur  à  l'unité,  tel  qHe/(«) 
n'ait  pas  d'autres  discontinuités  à  son  intérieur,  le  développement  en  série 


/<'>=2*-(,i.-7i^^ 


s  détermioatioM  mnl- 


natioos  multiples  de  1o);j  con'esponden 

fonction  (lliéorénie  dû  à  M.  Picard), 

t  aiipelle  tU'mtnt  fondamental  de  non-unï/ormité  Te  <Iéveloppe' 

résout,  en  s'appuyant  sur  des  résultats  de  sa  dernière  Noie  {voir 

u  /{z)  ét.-inl  nnalylique,  â  point  de  non -uniformité  unique  coa- 
'oi'iginc  rt  connue  seuloiiieni  par  son  élément  fondameolal  de  Mia- 
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€wuldhtrg  {Alf.).  —  Sur  les  équalions  aux  dérivées  partielles  du 
troisième  ordre  qui  admettent  une  intégrale  intermédiaire. 
(i452-j454)* 

Il  s'agit  des  équations  de  la  forme 
Aa-t-Bp-+-Cr-+-Do-t-EO»— aY)-+-F(r*— P5)-+-G(a5  — ?r)  -+- H  =  o, 

où  les  coefficients  A,  B,  ...,  H  sont  des  fonctions  de  x,  y^  z,  p,  q,  r,  «,  i  et 
où  a,  p,  y,  6  sont  les  dérivées  du  troisième  ordre 

L'aotear  étudie  le  cas  où  une  pareille  équation  admet  une  intégrale  inter- 
médiaire 

w=/(i'). 

tt  et  i^  étant  des  fonctions  de  x^  y,  Zy  />,  g,  r,  Sy  t, 

11  enseigne  à  former  deux  systèmes  d'équations  différentielles  ordinaires, 
analogues  aux  équations  des  caractéristiques  pour  les  équations  du  second 
ordre,  et  prouve  que  si  Tun  de  ces  systèmes  admet  deux  combinaisons  intégrables 

du  =  o,       dv  =  o, 
réquation  proposée  admet  Tintégrale  intermédiaire  u=/(v). 

-Ricard  (Ém.).  —  Sur  Téquilibre  calorifîque  d'une  surface  fermée 
rayonnant  au  dehors.  (i499-i3o4). 

Si  le  milieu  ambiant  est  à  la  température  zéro,  la  température  V  de  la  sur- 
face en  nn  point  (Uj  v)  satisfait  à  Téquation 


;eg  —  F= 

Télémeot  linéaire  de  la  surface  étant 

ds^=  E  du^ -h  2V du  dv  -^-  G  dv^. 

Les  intégrales  uniformes  sur  toute  la  surface  doivent  présenter  dos  singula- 
rités :  car  si  une  pareille  intégrale  restait  toujours  continue,  elle  serait  identi- 
quement nulle. 

M.  Picard  suppose  qu'elle  devient  inHaie  en  un  point,  d'une  manière  qu'il 
précise  en  se  donnant  sa  partie  infinie;  et  il  établit  rexislcnce  de  l'intégrale 
uniforme  sur  toute  la  surface  avec  cette  singularité  (une  source  de  chaleur  au 
point  considéré). 

Le  cas  particulier  du  tore,  pour  lequel  la  solution  cherchée  peut  t'tre  repré- 
fcntée  par  une  formule  explicite,  conduit  à  une  transcendante  remarquable. 

Le  Boy.  —  Sur  les  séries  divergentes;  rectification  à  une  Note 
précédente.  (i535-i536). 


1)14  SBCONDBPARTIB. 

L«  mjtbode  proposée  récemmeat  par  l'aalciir  ■'•  poiat  toatei  les 
quences  énoncées;   maii  elle  permet  dt  dêUrmiaer  let  paùttê  MÎMgulie^'^^ 
de  f(x)  qui  tont  tituét  lur  te  cercle  de  convergence  de  eetu  fonctioiL. 

Maillet  {Edm.).  —  Sur  la  décomposilîoD  des  groupes  finis  cor»- 

tinus  de  transformalions  de  Lie.  (iSSG-iSSS). 


'  Sur  l'iulégralioD  de  l'équalion  Ait  ^/î*  - 


Lindeberg  {J.-W.). 
(I539-.54.)- 

Boussinesq  (J.).  —  Réduction  de  certains  problèmes  d'échaoBe-—  ~* 
ment  ou  de  refroidissement  par  rayonnement,  au  cas  plus  simple-  ~ 
de  l'échaulTement  ou  du  refroidissement  des  mêmes  corps  pa^*"  ~ 
contact;  écliaufTement  d'un  mur  d'épaisseur  ludéfioie.  (1S79—       " 

i583). 

Stekloff {W.).  —  Sur  la  raélliode  de  Neumann  et  le  problème 
dcDiriclilet.  (i5yy-i6oi). 

Maillet  {Edm.).  —  Sur  la  classe  des  groupes  finis  contions  pri- 
railifs  de  transformalions  de  Lie.  (i6o2-i6o3). 

Stiirmer{Carl).' 
{iGo3-i6nà). 
L'auteur  énonce   u 


Sur  les  logarithmes  des  nombres  algébriques. 


pem.nls  de 


ie   qu'il   a   démontré   sur  les  logiritfamei  dc( 
Hniilugue  i  eelui  de  LioavJlle  sur  le 


IPL    ii-im 
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et    pourrait    être    en    défaut    pour    des  valeurs  exceptionnelles  des 


mas 


7eFr^€> M^tin  {A.).  —  Sur  la  théorie  générale  des  congniences  rec- 
tili^Ties.  (1701-1703). 

M.  "Waeisch  a  fait  connaître  un  invariant  W  de  toute  congruence  rectiligne 
pour  1<  groupe  projectif.  M.  Demoulin  donne  deux  expressions  nouvelles  de 
cet  î  Km  'variant,  et  énonce  ce  théorème,  indépendant  de  la  théorie  des  con- 
gru c  cm  c^es  : 

S€>£^jit  F,  et  Fj  deux  points  pris  sur  deux  courbes  (C,),  (Cj)  et  tels  que 
ie  j:»t^:x.ji  osculateur  en  chacun  de  ces  points  passe  par  l'autre.  Soient  V 
l*cm^  S^  des  deux  plans  osculateurs  et  6,,  b^  les  rayons  de  torsion  des 
coii^e^^^  (d),  (Cj)  en  F,,  Fj.  La  quantité 

b^b^  siii- V' 


F  F 


**^  «£-#«^   invariant  projectif. 


* '^«^  t  ensuite  une  propriété  caractéristique  d'une  classe  de  congruences  parmi 
le&qu^lles  se  trouve  celle  qui  est  formée  des  normales  d'une  surface  de  Wein- 
8*''*'^«^   ;  on  en  déduit  la  généralisation  de  propriétés  relatives  à  ces  surfaces. 

^ous^^/iesq  (./.).  —  Problème  du  refroidissement  d'un  mur  par 
^^yoiinemenl,  ramené  au  cas  plus  simple  où  le  refroidissement 
It  lieu  par  contact.  (i^Si-iySô). 


'^mact^Q  (Z'.).  —  Courbes  normales  trigonales  du  plan.  (1744- 

•74o). 

***lcur  donne  le  nom  de  courbes  trigonales  aux  courbes  algébriques  qui 
*^'*^^«it  être  représentées  au  moyen  de  surfaces  de  Hiemann  à  trois  feuillets 
*   ^Ire  rationnelles,  ni  hyperelliptiques,  et  dont  le  genre  p  cst'conséqucm- 
^"^^    supérieur  ou  égal  à  3. 
^Oonce  ce  théorème  : 

******  courbe   trigonale  peut  être  reprcscntee  au  moyen  d'une  courbe 
'•^^ï/c  du  plan,  dont  l'ordre  est  --  -\-  Z  ou  ~ h  3,  suivant  nue  p  est 

**    Ou  impair,  La  courbe  normale  doit  avoir  un  point  multiple  d'ordre  — 
seul  point   double  dans   le  premier  cas  et  ne  doit  avoir  qu'un  seul 
fnuitiple,  d'ordre  dans  le  second  cas. 

Fi 

9^^ct  (C).  —  Sur  le  mouvement  d'un  fil  dans  res|)acc.  (1745- 
*-   des  Sciences  malhcm.,  a*  série,  t.  XXV.  (Septembre  njoi.)      U.i3 
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L'aulcur  rappelle  des  formules  qu'il  »  données  Rnl^rJeurcment  (Complrt 
rendus,  iSgi  )  pour  ftudicr  ce  problcme.  Il  en  fnit  aujourd'hui  tllvcnck  appli- 
calions,  nota  m  me  ni  aux  cas  ofi  le  III  admet,  pour  ligure  de  n-pns  Bpjiairtir.  mil 
une  hélice,  Mit  un  cercle. 


ACTA  MATHEMATICA, 


Epstein  (/*.).  —  Sur  la  théorie  des  intégrales  hvperellîjitiqups. 
(.-58). 

Weierstrass  a  donnt!  l'expression  des  intégrales  de  prcmi£re  et  de  seconde 
espèce  pour  l'irralinnalité  liyperclliptiqiie 

(0  j  =  \/(  «  ^  e. )(«-«,)...  (a  -  e,^^, )  =  0ij)- 

Maïs  ces  eiprcssiona  contiennent  encore  un  certain  degré  d'arbitraire.  Dans 
un  Mémoire  de  M.  Wililieiss  (Journal  de  Crellê,  t.  99)  figure  une  fomie 
particulière  des  expressions  de  AVeiersirass  :  c'est  cette  forme  que  M.  Epsteia 
a  é\i  conduit  i  èludicr  de  plus  près;  elle  est  particulièrement  bien  appropriée 
d  la  recherche  des  ilérivces  des  intégrales  hjpereltiptiques  par  rapport  aux 
points  de  rainiliciition. 

I.  —  Les  INTÊORiLES  rniNCIPALKS   et  LGURB  DËHIvïES 
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le  résultat  très  simple  suivant  :  L'expression  — - — r  -7-  1  ^^ — -     a  la  même 

valeur  quel  que  êoit  Â*,  savoir  — ; • 

'       ^  'is{z  —  e^) 

3.  On  introduit  alors  les  intégrales  principales^  c'e»t-à-(lire  les  intégrales 


w. 


(x)=y  _?j^ — dz    [/i  =  —  /?, —(/>—i),  ...t- 1, «1 -+-I, ...,/>], 


lesquelles  jouissent  de  la  propriété  suivante  :  Dans  le  développement  de  chaque 
intégrale  principale  à  l'infini,  tous  les  termes  variables  en  z,  sauf  un, 

manquent  jusqu'à  la  puissance  — —  • 

En  particulier,  les  intégrales  w  ,  ...,  w_,  sont  de  première  espèce;  les  inté- 
grales Mp  Uj,  ...«  (d  ,  de  seconde,  et  l'un  a  ainsi  constitué  un  système  complet 
d'intégrales  de  première  et  de  seconde  espèce.  Quant  à  o>,,  c'est  une  intégrale 
de  ti-oisiéme  espèce  qui  disparaîtra  toujours  dans  des  calculs  ultérieurs. 

On  désigne  par  tl^.^  P^^{\i.  =  i,  2,  •••»/?)  les  modules  de  périodicité  de  w^ 
relatifs  aux  coupures  a  ,  b  , 

Les  équations  du  numéro  précédent  montrentquc  -—  est  égal  àç      (ej  -     » 

/dz  '  * 

—  •  Les  dérivées  par  rapport  ^  e^  des 

modules  x^^y  ^^^  peuvent  donc  se  rattacher  aux  modules  de  périodicité  p-^^t  q^x 
de-r— -  On  déduit  de  là,  en  particulier,  les  équations  différentielle»  qui  expri- 
ment que  3,^,  ^„.^  sont  des  fonctions  homogènes  et  de  degré  n  des  e^. 

4.  L*intégrale  -—  est  de  seconde  espèce  et  peut,  par  suite,  s'exprimer  en 

fonction  des  inté};rales  fondamentales.  Après  avoir  oUenu  celle  expression  et  en 
avoir  déduit  relie  des  quantités  /?,  ,  q  (nunirro  précédent)  en  fonction  des  a^.^ 
fk,^,  !*auteur  introduit  Tintégrale  de  troisième  espèce 

où  ;  —  (^,  7)  est  un  point  an:ilytiquc  détermine  sali>raisant  à  ré<]ualion  (i)  : 
intégrale  dont  il  étudie  ^es  dérivées  por  rapport  aux  e.  et  par  rapport  à  ^. 

/' 
L'expression  n(j:,  ;)  =  r{x,  l)  -^  -  2^  ^^^{l)^-y,{^)cM.  inaltérée  par  l'échange 

1 
Hu  paramètre  et  <lc  rar;;ument,  ce  que  l'on   peut  vérifier  par  la  méthode  dr 
M.  Klein,  en  mettant  n(x,  ^)  sous  la  forme  d'intégrale  double. 

5.  Les  modules  de  f>ériodiriié  Aj^C;),  H, (;)  de  l'intéjiralc  (  ii)  sont,  par  rap- 
port à  ^,  des  intégrales  abélicnncs  de  la  classe  étudiée  et  s'exprin^nt  uisémfnl 
k  l'aide  des  quantités  w^(  IJ).  L'expression  inverse  de  celles-ci  à  l'aide  des  A  (;), 
'^}i($)  ***l  partirulièrenienl  simple.  Il  en  «'st  «le  même,  d'autre  [uni,  de  la  nia- 
nière  «lont  >e  comportent  les  V.j^(^),  IV^C^)  au  pas>a;;e  de-^  coupures  :  chai  une 
«les  inlégrales  A  (^),  U   (^)  n'a  qu'un  ukodule  île  périodicité  diiïéreut  de  un». 


i 
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II.  —  Les  i:<TËonAi.Ra 


6.  Inlégralei  normales  de  première  espèce.  —  L'aulear  les  exprime  i  l'aide 
des  A^,  B^fou  a  aH|^=  B^—  4:  5]  "i-t  V>  °^  1*^»  o^i  soiil  Ifs  pfriudn  <l«  uJ; 


/■*  (s) 
Il  u„=  /    — li;.  où  t^  csl  un  polynôme,  il  calcuk  l'cxprt* 


T,(a:) 


au. 


'.  Le»  intégi-ales  narmalet  de  seconde  eipèce.  —  Mciunl  i^galcn 

— 


1  cellr*-ci 

ivf.'  ^r"'" 

cisitaral  la  même  valeur  T,  (a;)  obLcnae  au  numéro  précèdent.  Cns  quiOlil^T, 

viïririCDt,  par  rappurLaui  B,  un  ajaLéme  d'équaliona  liniaires  Sui  tltriv^M  par- 
licllcsS.auquel  satisfunt  également  les  quanlitfo-''  -'- .  ---I  ".r.L-  sjsWinc  S 
jouîl  de  cette  propriété  remarquable  que,  si  l'on  rn  considère  deux  loInUoBi 
quclronquci  (distinctes  nu  non),  eelles-cî  peuvent  servir  i  former  (par  l'inté- 
gration  d'une  certaine  dilTéreniiclle  totale  exacte)  une  solution  des  éqoalJon* 
aui  dérivées  partielles 

(4)  /   -''V   y,  ^ù'\<'f,{iVv)  dV   dV^^ 

où  F  est  le  discriminant  de  /  et  A  le  déterminant  des  pjriudes  dcï  ïntéfiralet 
principales.  En  parlici  ' 
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méire,  trouver  une  double  couche  dont  le  potentiel  W  satisfasse  à  la  con- 
dition 

(I)  V-V'=X(Vh-V)h-2*. 

Si,  CQ  effet,  on  développe  W  suivant  les  puissances  croissantes  de  X,  soit 

«n  constate  que  les  coefficients  successifs  W  ne  sont  autres  que  les  fonctions 
formées  par  Ncumann.  La  solution  du  problème  de  Diriclilet  intérieur  corres- 
pond 4  X  =  — 1«  et  celle  du  problème  extérieur,  à  X  =  1. 

Cette  méthode  est  relativement  très  simple  comme  CHlrul.  Mais  sa  légitimité 
(autrement  dit,  la  convergence  de  la  série  W  pour  X  1^  ±=  1)  n'a  pu  être  établie 
par  Neumann  qu'en  supposant  la  surface  convexe.  Si  l'on  renonce  à  cette  hypo- 
thèse, les  raisonnements  de  Neumann  montrent  seulement  que  les  termes  suc- 
cessifs, croissent  moins  vite  que  ceux  d'une  certaine  progression  géométrique. 

Cependant,  il  va  être  établi  (en  supposant,  toutefois,  la  possibilité  du  pro- 
blème de  Dirichlet  démontrée  par  ailleurs)  que  les  opérations  de  Neumann 
convergent,  même  lorsque  la  surface  est  concave. 

1.  Les  intégrales  J^  '  )•  Définition  des  intégrales  J^.  —  Désignons  par  J,|, 
J,\  les  intégrales 

J  J  J  \  '^J?     à^  ^^y     ày  ôz      ùz  )  "^ 

étendues,  la  première  au  volume  intérieur  à  S,  la  seconde  au  Yolume  extérieur. 
L'application  du  théorème  de  Green  montre  : 

I*  Que  Jj  I  et  J[  I  ne  dépendent  que  de  la  somme  des  indices  1  et  A*,  de  sorte 
qu'on  peut  poser 

J.i      J«.        J;.i      y^        (m  -   «-:  A): 
a*  Que  l'on  a 

2.  Propriétés  des  intci^rales  J^,.  —  On  voit  iinrnôiiiatemcnt  que,  pour  m  pair, 
J^  et  J^  sont  positifs,  l/iippliialion  d'un  mode  de  raisonnement  connu  montre 

ensuite  que  les  rapports  ^-^^  et  .,  --  sont  toujours  croissants  en  valeur  absolue. 

Si,  cnfln,  on  fait  intervenir  les  équations  (3),  on  aboutit  aux  inégalités  sui- 
vantes 


•'0 

J.        j; 

•1  •% 

•'a 

1  r 

J. 

-j;  .J..-j;. 

1  ' 

.1. 

.-j;    -.1  _j_ 

I, 


I . 


-,  I. 


J 
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m 

n 

II.  ÉiuDï  DU  RAPPoni  1  ;  1.  Énoncé  du  problême. 

-  W  éifl 

n.   n. 

1  prilffl- 

tlei  de  simple  ou  de  double  coucbc,  soient  J  l'ml^grulc 

mmhmHSïh"^'' 

itEn.luc  il  l'iiiliïriour  de  S;  J' l'intiigrolB  analogue  reUlii 

'C  MU  doma 

,inee> 

ildrieur. 

It  est  ois*  de  voir  que  le  rapport  j,  ne  peut,  dans  le  cas  de  la  d< 

mbie 

euucbe. 

ni  s'annuler  ni  devenir  infini.  Dans  le  cas  de  la  sinipU 
porl  ne  peut  p.is  n.m  plus  devenir  iiiruii,  mai*  il  peut  s 

'  couehe,  i 
'annuler. 

:e  mC 

nie  rap- 

(0)  W=  a,\V,  +  a,W,-+-...+  a,W^, 

les  I  lïtant  des  conslanles  arbitraires.  Les  intégrales  J  cl  J'  KTODt  ainn  det 
formes  ((uadratiquei  par  rapport  aux  >.  Le  rapport  j^  est  essentiel leoteat  positif 
et  ne  peut  devenir  infini;  il  ne  prut  mime  pas  s'annuler,  même  dam  te  ca»  de 


simple  coucbc. 

SI  l'on 

supp.m; 

que  W„  \V„    . 

..,  W^  soient  linéairement 

lépendanLs.  Ce 
if  II,.  On   peut 
inpris  H,  et  II,. 

rapport 
5C  prop^ 

a  donc 
.ser  de 

un  maiimum  pos 
rechcrelier  des  li 

iiif  R,  et  un  minimun  po- 
miic*  entre  lesquetle*  aunt 

1.  Comparahon  dt*  cas  de  la  simple  et  de  la  double  couche.  -~  Soient  W, 
nn  potentiel  de  simple  cuiiclic  l'I  W,  un  potentiel  dédouble  couche;  lepreiuier 
donnant  lieu  au\  iatiïgrales  J  —  J,,  J' ^  J^  ;  le  second,  aui  iotéenles  J  =  J,, 
y  =  ]',. 

Posons,  comme  tout  i  l'heure 
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ontre  que,  si  W,  est  égal  à  W,  à  l'extérieur  de  S,  on  a 

''  j,  <  ,- 

^^  que  Ton  a  l'inégaliLé  inverse 

J'        J 

si   W,  est  égal  à  Wj  à  l'extérieur  de  S. 

Or,  étant  donnée  une  fonction  harmonique  dans  le  domaine  intérieur  ou 
dans  le  domaine  extérieur  à  S,  il  existe  toujours  un  potentiel  de  simple  couche 
cj  «li  lui  est  égal  dans  le  même  domaihe.  Ceci  résulte  du  principe  de  Dirichict 
t.^1  que  l'établissent  les  méthodes  de  démonstration  autres  que  celles  de  Neumann 
(  par  exemple,  la  méthode  du  balayage). 

Une  conclusion  analogue,  mutatis  mutandis,  peut  être  d'ores  et  déjà  énoncée 

»ur  un  potentiel  de  double  couche,  si  la  sur/ace  S  est  convexe.  Dans  le  cas 
:ontraire>  la  conclusion  en  question  ne  peut  être  considérée  comme  acquise, 
elle  dépend  de  la  méthode  de  Neumann. 

Si  l'on  tient  compte  de  ces  remarques,  l'emploi  des  inégalités  (7)  et  (7') 
donne  dans  tous  les  cas 


Cl,  si  la  sur/ace  est  convexe, 


"'i-ii;' 


"'=  i, 


3.  Cas  de  la  sphère.  —   Dnns  ce  cas  les  diverses  quantités  dont  il   vient 
d'être  question  se  calculent  aisément  en  remplaçant  W  par  son  développement 

en  fonctions  sphériques.  En  particulier,  jy  est  compris  entre  i  et  2. 

4.  Sur/aces  simplement  connexes.  —  Si  la  surface  S  est  simplement  con- 
nexe et  sans  point  singulier,  il  e^cistera  une  transformation  ponctuelle  T,  régu- 
lière (le  sens  de  ce  mot  étant  convenablement  défini),  à  distance  finie  et  à 
l'infini  et  qui  changera  S  en  une  sphère.  Cette  transformation  n'altérera  les 
intégrales  dont  il  est  question  précédemment  que  dans  un  rapport  fini,  compris 
entre  deux  limites  positives  que  l'on  peut  assigner.  On  peut  dt^s  lors  étendre, 
dans  ce  qu'elles  ont  d'essentiel,  les  conclusions  du  numéro  précédent  à  une 
surface  S  quelconque. 

5.  Couche  de  masse  nulle.  —  Si  W,  est  un  potentiel  de  simple  couche  de 

masse  nulle,  on  aura  -pr  >  m^. 

•'1 
C'est   ce  que  l'on   démontre  en   introduisant  la  densité   de   la   distribution 

électrique  qui  est  en  équilibre  par  elle-même  sur  S,  par  conséquent  en  utili- 
sant le  principe   de  Dirichlet  tel  qu'il  est  démontré   par  d'autres  méthodes. 

Mais  si  l'on  veut  simplement  une  limite  inférieure  de  ~  (sans  avoir  besoin  de 

■'1 


Iiropri 

aûs< 

iL.  rapp. 

III. 

Le.  a 

Chapitr 

OSt     Cf 

impri 

s   c-,.ro 
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imite  «st  m,),  on  peut  l'obleoir  tans  t'tppnjew        ^i 
en  employant  la  méthode  du  numéro  précédenC,      ^  ■ 
t  le  ca»  général  au  cas  de  la  iphére. 
cipc  de   Oiriclilet  n'est  nécessaire  que  ponr  Uml»MMr 


■  —  Si  l'on  reprend  alors  les  iotégraln  J,.  et  J{_  C 
i]  résulte  de  l'analyse  du  Chapitre  II  qne  Je  npp»»"*^  jr 
[  limites  posilires  |i  et  -,  déterminées  lorsque   S    " 


la  fanction  donnée  *  et  subsiste,  en  partie •■*'*'• 
fonction  quelconque,  a  cl  ^  " 


n  partie  •■""• 

:  ■!■  par  l't  -t-  Ç^,  -}-  étant  une  fonction  quelconque,  a  cl  ^  ^ 
iques.  On  peut  évidemment  appliquer  à  j'inégaliié  ainsi  ob«-^»' 
)nnemcnt  analogue  à  celui  qui  conduit  i  l'inégalité  de  SchW  •* 
r  '^  l'une  des  Tondions  qui  s'introduisent  daos  la  métlioC^'*' 


^-JL^ 


si  que  le  rapport  - 


-   est  inférjettF  i 


(M 


Autrement  dit,  tes  intégrales  J,„,   J^^,   et,   par  conséquent  aussi,  les  ^^^^ 
grulcs  J,„,i,  j;„^,  vont  en  décroissant  plus  vite  que   les  termes  d'ane  ^ 


IV.  L'LNTEanAiE  /"Av-O'du  :  I.  È, 
fonction  liaruionîquc  à  l'intérieur  de  S,  se 
■*  ^  fff^i'^^j)  '''^''■'"^-  pe"' s'annuler  (pour  V 


du  problème  —  Soit  W 
réduisant  A  V   sur  5.  L'iot^e 
constant  et  ^  o) 

r Cs-d'ù  étendue  à  la  surface  S  soit  nulle.  Mais  il  n'en 
li,  ù  l'intégrale    fTw^d^,  on  substitue  l'intégrale 


G  )'(/«, 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  193 

y]^  les  valeurs  intérieure  et  extérieure  de  W^;  U.  la  moyenne  arithmétique 
de  V^  et  de  V'^.  Si  l'on  tient  compte  de  ce  qui  vient  d*étre  établi  et  des  résul- 
tats du  Chapitre  III,  on  voit  que  l'intégrale 

<8)  û.=  /y*(t\.-C^)^^/« 

(C^  étant  choisi  de  manière  que  Tintégralc  soit  minimum)  est  telle  que  le 

Q 

rapport  r-j-  reste  fini,  L  désignant  la  constante  plus  petite  que  i  rencontrée 
au  Chapitre  III. 

V.  CoMVEROENCE  DE  LA  SÉRIE  DE  Neumann  :  1.  Démonstration.  —  Si  U)^ 

cas  9 
désigne  la  valeur  de  U„  au  point  M'{x\  y^  z')  de  la  surface;  dv' =  c/w'  —  .  •  * 

Tangle  solide  sous  lequel  l'élément  d*ù'  de  la  surface  S  autour  de  M'  est  vu 
d'un  point  M  de  Pcspace  :  la  valeur  de  W^^,  au  point  M  sera 


t'mrfj' 


/Vma 


Ajoutons  une  constante  à  W^^,  de  manière  à  remplacer  U]^  par  V^  —  C^.  Alors, 
en  vertu  de  Tinégalitc  de  Schwarlz,  le  carré  de  Tintégraleest  inférieur  au  pro- 
duit de  la  quantité  Û„  par  Tintcgrale  /  /  (r     /~  )  ^^^'' 

Si  le  point  M  n*est  pus  sur  S,  Tintégralc  /  /  (— ^  .->)  dit»'  est  finie  et  infé- 
rieure à  une  quantité  que  nous  pouvons  assigner  si  M  reste  à  une  distance 
déterminée  de  S.  On  voit  dès  lors  <]uc,  dans  ces  conditions,  la  série  1X"*\V^, 
dans  le  ras  de  M  extérieur,  et  la  série  ïX'"(W^ — 2C„),  dans  le  cas  de  M  inté- 
rieur, sont  convergentes  pour  X  —  ~  i. 

Mais  le  résultat  ainsi  olttenu  e:<t  inHiiflisant,  pnis(]u*on  n*a  établi  ni  la  con- 
vergence sur  S«  ni  la  convergence  uniforme  <lanH  le  voi>inMge  de  S.  Il  faut,  à 
Cet  eflct,  M  étaut  un  point  do  la  surface,  diviser  celle-ci  en  deux  parties  par 
Un  cylindre  de  révolution  £  ayant  pour  rayitn  p  et  pour  axe  la  normale  à  S 

Cn  SI.  L'intégrale    /  II/-)  dio\  étendue  à  rcxtérieur  du  C}lindrc  S,  croit 
indéfiniment  avec  -»  niais  non  plus  vite  que  lo;;    •  Quant  à  l'intégrale 


fj 


(fl. -C,.,rfî' 


relative  ià  Paire  inlérieun*  à  il,  elle  s'évalue  direclenicnl,  et  l'on  constate  iiu'cn 
prenant  &  proporlif>nn<*l  à  L".  on  obtient,  pour  L'„^,  —  C„^,  le  ternie  général 
d'une '«cric  uniformément  C)n\er;^ente  sur  la  surfdce. 

î.  Uniformité  de  lu  convergence.  —  Pour  arriver  à  la  série  inènir  de  Neu- 
III jim,  il  faut  reiiipl.ircr  toutes  les  i  ()n>t.intes  C.^  p.ir  une  m'uU*  C  (Ve>t  à  quoi 
Ton  arrive  en  rciiian|uant  que  (<'„, ^i  -  (•.„)  sati>f.iit  aux  incu.ilité>  qui  viennent 
d'être  établies  pour  M',,,,,-    <!.,.)  et  que.  par  ^uite,  C„  tend  \crs  une  liiuilc  C 


ri)^ 
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[In  rfiffërencc  vnriant  comme  (L-t-i)"]-  Aysnl  ainsi  une  llmUe  4e  (U.-Cl, 
on  peut  (en  parlant  de  la  valeur  de  W^.,,  exprimée  i  r«ide  U«  U„]  m'inlm 
que  lu  série  de  Neumann  est  uiiiforni^inent  convurgcnle  partout  et  Mlitbit 
Bux  condiliuni  ilu  problème. 

VI.  Lk9  rONCTlONS  FONDAUE^TALiiB  :  t.  Définition.  —  Après  avoir  ainii  élilili 
en  toute  rigueur  la  convergence  des  (ipéralinns  deNemnann,  M.  Poincaré,  lans 
chcrehcr,  celle  fols,  k  fitre  enlièremcnE  rJKoureui,  montre,  par  des  consïdfri- 
tiiinl  de  calcul  des  variations,  l'exisLunee  d'une  série  inrinie  de  quanlilé»  posi- 
tive» croigaanics  X,(i'  =  i,  a,  ..,  -i-io;  \,=  ii)  et  de  poicuLitls  de  lÏDiples 
Couches  correspondantes  <!',  dites  foaetiom  fondamentale!,  tels  que  ; 


*  Le  rapport  des  dcui  valeurs  (intérieure  et  c 
le  —~  soil,  en  chique  point  de  S,  égal  i  \; 


■e)de 


ivfc  n 


JJ-dn  J  J     '  du' 


cctlc  dcrnicrc  inti-giale  étant  étïii 


étend  à  l'es  lé  rie 

ur  ou  â  l'inlé 

ConsidiTiinl  un. 

:  fonction  hat 

lort  Uc*  deui  va 

leurs  de  -^  si 

dn 


soit  A  l'eittrieitr  de  S. 
valeur  X,  stiivant  qu'on 


nique  quelconque  f  telle  que  sur  S,  le  rap- 
cunstant  et  égal  i  X,  on  consute  que  X  ne 


peut  être  ni  imaginaire,  ni  négatif,  et  qu'il  ne  peut  être  compris  entre  deoi  des 
nonibrrs  \  précédemment  introduits.  Si  donc  ï.  n'est  pas  plus  gracd  qac  tcDS 
les  \,  il  est  égal  à  l'un  d'entre  eux  et  aloi-s  ?  est  une  des  fooclions  fondaoten- 
talcs  (ou  une  de  leurs  combinaisons  linéaires,  si  plusieurs  \  coasicatifs  sont 
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et  soil  \V  =  £A^<l>j  le  développement  de  W  à  Tintéricur  de  S  :  on  aura  aisément 


A.= 


i-+-\— X(i-\) 


Si  ces  résultats  étaient  établis  rigoureusement,  on  en  déduirait  immédiate- 
ment Tcxpression  et  les  propriétés  des  intégrales  J      considérées  au  Chapitre  I. 

Au  contraire,  on  pourrait  cs'>ayer  de  démontrer  les  résultats  qui  viennent 
«l'être  énoncés  en  employant  ceux  qui  ont  été  établis  jusqu'ici  et  imitant  lii 
anéthode  du  Mémoire  inséré  aux  Bendiconti  del  Circolo  MatemcUico  di 
J*alermo  (1891);  autrement  dit,  en  étudiant  W  comme  fonction  de  X. 

VII.  La  METHODE  DE  HoBiN  i  \,  La  méthode  de  Robin  et  les  /onctions  fon- 
damentales, —  La  méthode  de  Uobin  peut  se  rattacher  aux  C(»nsidératioiis 
précédentes.  Suit,  en  ciïet,  cv  le  potentiel  d'une  simple  couche  telle  que  Ton 
ait  (y,  v'  étant  les  valeurs  intérieures  et  extérieures  de  tv  et  f  une  fonction 
donnée  sur  S), 


dv  _  di'  ^-.ft^lv       dv'\ 
dn        dn  "     \dn       dnj 


-+-aç. 


IV  pourra  encore  être  considéré  comme  un  déTcloppemcnt  ordonné  suivant  les 
puissances  de  X.  Soit 

tv  =  JV,  -h  XiV,  -f- . . .  -h  X*  iv^-+- 

d^î  [  d^i 

Si,  d'autre  part,  9  est  développé  sous  la  forme  iC,-  —r—  i  en  désignant  par  --. 

la  dérivée  normale  extérieure  d'une  fonction  fondamcntule  j  et  que  l'on  cheicht*  tv 

sous  la  forme  £A,<I>,,  on  a  aisément  les  A.  en  fonction  des  <l>,  :  eu  particu- 
lier, on  a 


l-T-  A.  Vl-r  Xj 


On  voit  alors  que,  pour  m  infini,  (— t)"*»*^.  tend  vers  le  potentiel  de  la  couche 
électrique  en  équilil)rc  sur  S.  Or  les  ii'^  sont  prcci»énieot  les  fonctions  succes- 
sivement formées  pur  Uobin. 

La  méthode  de  Noumann  repose,  au  fond,  sur  un  principe  analogue. 

D*autre  part,  pour  ")<  .-  liri,  la  iiiêthoilc  de  Uobin  donne  la  solution  du  pro- 

(Ictorininer  ir,  connaissant  -  -  )• 

î.  La  méthode  de  Hahin  et  le  prohirmc  de  \eumann.  —  On  peu»,  rattacher 
Ise  deux  méthodes  l'une  A  riiulrc  s.ins  adincltre  les  |K)»lulals  relatifs  aux  fonc- 
tions fonilanientales.  Si,  en  elfet,  en  même  temps  que  la  fonction  Wy  on  consi- 
dère le  potentiel  de  double  conelie  NN  étudié  en  eommeneaiit,  la  méihode  de 
Neumann  montre  qu'on  [tourra  choisir  ce  dernier  de  manière  que  \s\  ><>it  é^al 
k  \\\  à  rintériciir  de  S.  On  peut  alors  déduire  des  éiiualions  de  récurrence  qui 
déterminent  les  W,,  k\\  que  r«>n  a 

W      -  I  --  II'  \v  . 

»       ■        •      • 

Wertlicim  (G.),  —  llrtciiies  priiiiitixes  tics  iioinbix's  premiers  de 
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la  forme  2"ç*4-  i,  dans  laquelle  5'  =  i  ou  est  iid  nomlire  pre- 
mier impair.  (i43-i5a). 


GrAt 

:c  à  la  simpticili!  ilc  U  dùi^niapciBitiun  d.r  p 

eut  Jl 

jgEr  aispi  aisément  si  les  nombres  les  plus 

ivM  .lu  nombrt  premier  p  =  5-3^+1. 

pnj 

IVerlheim  (G.).  —  Table  des  [ilus  petites  racines  primilivcs  g 
de  Ions  les  nombres  premiers  p  entre  3ooo  el  ôooo  (suite  de  la 
Table  du  Tome  XVII,  p.  3i5).  (i53-i58). 

}Veingarten  (J-)-  —  Sur  la  déformalEoD  des  surfaces,  (lôtj-aoo). 
[Mémoire  couronné  par  l'Académie  des  Sciences  (Grand  Pni 
des  Sciences  mathématiques,  1IJ94)-] 


Au  lieu  d'otiiploycr  Viqi 
surfaces  applicable  sur  u 


U  sului 
m.  Wcingailcn  s'utlii 
1.  SuioDKd'-  EtL 


ion  connue  de  laquelle  dépend  la  recherche  de* 

surface  doniiéi;,  l'auteur  rallaebe  le  problème  1 

(orme,  mais  qui,  dans  cerUini  cas  (tous  ceni  o* 

pu  iire  obtenue  jusqu'ici),  peut  itre  intégrée  par  des  métliodci 


i'  «l'ail  Icu 


t  surtout  a 
j  +  G'  du' 


1  solutions  réelles. 
n  élément  linéaire. 


K  lu  l'oiirbun 
Inlroduisun: 


.la  u.  la  variable  I  =  fKi/y**  (les  quantités  K 
int  supposées  :=  o  dans  le  tlumaine  où  l'on  opère  et  ^^  éUot  pris  avec 
de  k).  l'oions  ensuite  f  =  -- ■  Notre  élémeat  linéaire  détiendra 


ii)'^Ed;'-.-iK</*(/T-^GdT', 
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i/o 


iiii  n  iloii  fire  remplacé  par  i{ï). 

a,  b,  I,  p  Otaiit  des  Tonctions  con 
lion  lie  Mongc-Amiière. 


t,  cette  équation  est  u 


tant  la  seconde  sfrie  de  quanlîtésX',  Y',  Z',  aa  lieu  de  X,  Y,  Z. 
lation  toui  analogue. 

ne  de  ces  équaiions  i  l'autre  par  une  IraDsrarination  de  coa- 
■s  équations  (6)  cl  leurs  analogues. 


ivcrscs  de   l'équalioi 
1,  les  coorilonnéci  sjinélriqi 


t  pour  coordonnées   i 


:  Il 


p,  T,  1,  ilani  lits  fonctions  connues  de  z,  a. 

V.  L'appiiciition  iJe  la  mùlUude  de  Hongc  conduit  â  déterminer  l'intégrale 
i n terni édia ire  9  =^  C  par  le  système 

ou  par  le  BjstOmo  analogue  obtenu  en  permutant  x  et  ^  d'une  part,  p  et  qde 
l'autre.  Il  en  rûsuite  que  de  toute  intégrale  ;  (x,  y,  z,  p,  q),  on  déduira  Cia- 
tégralc  ?(j'>  X,  z,  q,  p).  Ces  intégrales  ne  peuvent  exister  que  si  l'élément 
lini^aire  dnnné  a  1e.  forme  t^  du''-t-{W -r  m  t  dt\  L'eit-i-ilirc  dans  le  ras  du 
pnralxjl'ilJe  de  révolution. 
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Le  résultant  de  plusieurs  équations  algébriques,  tel  qu'il  s'obtient  par  la 
méthode  des  fonctions  symétriques,  semble  dépendre  de  Tordre  dans  lequel  on 
range  les  équations  données.  La  recherche  de  la  loi  de  cette  dépendance  importe 
à  toute  la  théorie  de  Télimination. 

L  Le  calcul,  sous  forme  symbolique,  du  résultant  de  deux  formes  binaires, 
ou,  plus  généralement,  Texpression  symétrique  des  fonctions  symétriques  des 
facteurs  d'une  forme  binaire,  dépend  de  la  question  suivante  : 

La  forme 

étant  représentée  symboliquement  par  (au)'"  ou  wJJ*,  exprimer,  en  fonction 
de  u[^\  tt^jï';  u[^\  m^'^;  ...;  u[^\  u\J*^  et  des  symboles  a  ou  a,  la  quantité 
rny^.,  où  l'on  a 

( a )  y[.=  m;'^ x\^' -4-  wi'  x'/», 

ei  où,  dans  chaque  produit  II,  l'indice  i  varie  de  1  à  p  ~  mni\  chaque 
couple  x\^\  x\f^  (A'  =  i,  a,  ....  m)  figurant  dans  m'  fadeurs  et  la  som- 
mation £  étant  étendue  aux  m  !  permutations  de  ces  couples. 

Cette  expression  peut  s'obtenir  sous  diiïérentes  formes,  car  entre  les  sym- 
lK>les  tels  que  u^  existent  des  identités  bien  connues.  Mais  certaines  de  ces 
formes  doivent  être  préférées  aux  autres.  Supposons,  en  effet,  qu'on  exprime 
les  u^  en  fonction  des  yj^.  à  l'aide  de  la  formule 

"x    "a    •••"a     "~  ;,jî  ""  *  i  "^' •  •  •'" 

(la  sommation  étant  relative  aux  ml  permutations  des  indices  inférieurs). 

L'expression  considérée  <l>  devra  se  changer  en  une  expression  P,  identique 
à  P  =  ïDy^.  Si  P,  =  P  est  une  identité  par  rapport  aux  y  [et  non  pas  seu- 
lement une  relation  qui  devient  identique  lorsqu'on  remplace  les  f  par  leurs 
Taleurs  (a)],  l'expression  <I>  sera  dite  essentiellement  équivalente.  Une  telle 
expression  conserve  sa  forme  pour  un  nombre  quelconque  A  de  variables,  c'est- 
à-dire  que,  si  l'on  pose 

et 

m 

Fexpression  <l>,  si  elle  est  essentiellement  équivalente,  représentera  encore, 
daos  ces  nouvelles  conditions,  la  quantité  ^ny^.  La  réciproque  est  d'ailleurs 
TraiCy  et  montre  l'existence  d'une  expression  symbolique  essentiellement  équi- 
Talente  pour  toute  expression  P.  On  peut  peut  même  trouver  pour  le  résultant 
de  deux  formes  binaires  une  forme  symbolique  qui  soit  essentiellement  équi- 
valente, tant  par  rapport  à  l'une  que  par  rapport  i\  l'autre  des  formes  données. 
Soient  maintenant  trois  équations  à  deux  inconnues,  de  degrés  />«,,  m,,  niy 
Soient  x^'),  y^*^  ('  =  »,  2,  ...,  mjW/j)  les  solutions  coninuines  aux   deux   prc- 
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n 

miépe».  Sobslitunns 

Ms  valeurs  dans  le  premier  membre  de  U  irowième  équi- 

tioo.  La  produit  P, 

nFooe- 

tion  des  co*(fidenw  dus  équations  donoéw,  avec  un  d^nominsienr,  lequel  «  U 

puissance  /h',*""  du 

résultant  B; 

,  des  termes  de  plus  hauts  degré»  d«9  dcni 

première*  équations 

.  On  nomme 

ra  remuant  le  produit  K,„r=  P,{li;,)- 

'.  et  il 

s'agit  de  romparcr 

ce  produit  a 

ux  produits  analogues  M„„  II,,,.  On  y 

arrive 

ce  retranchant  du  | 

premier   men 

libre  de  la   troisième  équation  une  coi 

asiante 

arbitraire  X  et  étudi 

■ani  l'équatio 

n  en  X  obtenue  en  Taisant  R,.,=  o. 

Plus  génénileinen 

t.  el.  prcni.ni 

L  la  question  au  point  do  vue  projectlf. 

suppo- 

SI.D3  qu'on  ait  défini  le  t^sultani 

1  de  n  poljnomes  homogéucs  A  n  iae< 

>Doun. 

On  en  déduit  sisém. 

cnt  le  résulln 

ot  Kt..."  à'  "  polynômes  homoginci 

lA-i-i 

variables  x„  l,.  . . . 

,  x,„  et  du 

polj-nnmc  du  premier  degré 

U,X,T-. 

r(jX.  +  . ,.+«,.,«,,,, 

résultant    qui   est   r 

alionnel  par 

r..ppnrL.ux   ..ocflinents  Atf„ /,.... 

./.  « 

(|ui,  d'auuc  part,   c 

ODsidéré  coi 

unie  fonction   ilcj  u.   [irul  se   meure  i 

=n> 


les  x\^\  ...,  x^,.,  étant,  pour  chaque  indice  1. n -4-  i  nombres  déterminéi  t  un 
mâme  facteur  arbitraire  près,  avec  crlte  condition  que  le  produit  de  tons  les 
[ïclcurs  arbitraires  relatifs  aux  diflërcnts  indices  soil  é^al  à  l'unité. 

Soit  enfin  un  n  -4-  i'*"  polynôme  /.„  de  degré  quelconque  par  rapp<Hl  ■■! 
mêmes  inconnues:  le  résultant  ll„,  .,,„+„  des  poijuomcs/,, /„  ...,/„,  sert 
le  produit  des  résultats  de  substitution,  dans/.^,,  des  diSérents  sjstimes  de 
quantités  x^'\  x'^'> ^nit  déliais  par  l'identité  (3). 

lique  si  l'on  savait  trouver,  pour  le  résultant  de  deux  formes  binaîra.  une 
eipression  essentiellement  équiialcnlc. 

Si  cnlin  on  vent  comparer  le  résultant  fl,i,„,i..i,  i  celui  qu'on  co  dédui- 
rait   par    une    permutation    quelconque    des    indices,    un    tami'nera    (par    UMc 

méthode  aoiilo(!uc  i  celle  qui  a  l'té    indiquée  pour  n  +  i  =  3  )   le  priibl.-mc  ou 


z 
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Mais  on  peut  également  exprimer,  à  Taide  des  mêmes  principes,  la  somme 
F («(•">,  ^(')).  Il  suffit  (  P  étant  supposé  égal  au  quotient  des  deux  polynômes 


U  clV)  d'utiliser  l'identité    -  h-  -^       log(V-f-XU).  On  obtient  ainsi,  pour  la 

somme  cherchée,  l'expression  qui  a  été  établie  par  M.  Humbert  à  l'aide  des 
fonctions  fuchslennes. 

On  peut  supposer  également  que  la  fonction  dont  on  doit  sommer  les 
valeurs  soit  l'élément  différentiel  d'une  intégrale  abélicnne.  On  calcule  ainsi, 
conformément  au  théorème  d'Abel,  des  sommes  d'intégrales  abéiicnncs  ayant 
pour  limites  d'intégration  les  points  d'intersection  d'une  courbe  fixe  avec  des 
courbes  variables;  la  formule  que  l'on  retrouve  est  la  formule  fondamentale 
de  M.  Humbert 


i."-m>i^)] 


I  étant  l'intégrale  abélienne  donnée,  F  =  o  et  <^  =  o,  les  courbes  qui  définissent 
les  limites  d'intégration,  C  un  résidu  par  rapport  au  paramètre  variable  /. 

JLiouville  (/?.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  solide  pesant 
suspendu  par  l'un  de  ses  points.  (239-284). 

Après  le  nouveau  cas  d'mtégrabilité  découvert  par  M"**  Kowalewski,  la 
<|ucstion  qui  se  pose,  relativement  au  mouvement  d'un  corps  pesant  suspendu 
par  un  quelconque  de  ses  points,  est  de  savoir  quels  sont  tous  les  autres  cas 
où  il  existe  une  quatrième  intégrale  algébrique.  M.  Poincaré  a  d'ailleurs  établi 
C|ue  cela  ne  peut  avoir  lieu  si  l'ellipsoïde  d'inertie  au  point  O  de  suspension 
vi'est  pas  de  révolution. 

1.  L* intégrale  cherchée^  s'il  y  en  a  une  algébrique,  peut  être  mise  sous 
yàrme  entière.  —  On  remarque  d'abord  que  les  O(iiintions  du  problème  pré- 
sentent, par  rapport  à  f  et  aux  six   fonctions  inconnues   (savoir  les  compo- 
santes y>,  g,  r  de  la  rotation  instanlanéc  et  les  cosinus  directeurs  ;r,,  x^,^  a:^  de 

la  verticale),  une  homogénéité  particulière.  Soit  alors -r  une  intégrale  ration- 

nclle.  La  quantité  -7-  s'exprime  par  un  polynôme  entier  qui  doit  être  divisible 

par  R.  Le  quotient  X,  en  vertu  de  riionio^'ènèité  qui  vient  d'être  signalée,  ne 
peut  être  que  de  la  fornie  X(,/>>  -h  ^,7  -i-  \r  {\,  a,,  \.  constants,  indépendants 
même  du  nombre  jx  qui  exprinjc  le  poids  du  corps),  a^,  et  a,  ne  peuvent  être 
que  nuls;  quant  à  X,,  ou  bien  il  est  nul,  et  alors  \\  est  une  intégrale  entière, 
ou  bien  il  est  purement  imaginaire,  et  le  produit  de  H  par  le  polynôme  ima- 
ginaire conjugué  est  une  telle  intégrale. 

2.  Calcul  des  premiers  termes  de  l'intégrale,  lorsqu'elle  existe.  —  Si  X, 

A  ei 
n'est  pas  nul,  on  a  X,  = !— ,    où  A,  H  =  \   et  C  sont  les  trois  moments 

principaux  d'inertie  et  e  un  nombre  rationnel.  Si  alors  on  développe  U  suivant 
les  puissances  de  {x 

(1)  Il  =  H,,-;-  h,:a-+-.  ..+H,:A-r-..., 

Bull,  des  Sciences  mat/iém.,  j«  série,  t.  \\V.  (Septembre  r^oi.)         Il.i'i 
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oa  coatltilc  qac  R,=  p{p -t- iq Y,  p  ne  dépendaal 
u  =  p'+q'.  Les  termes  suivants  H„  !(,,  ...,  H,,  s 
par  rapport  i  x,,  ;r„  X^,  hniongcni'^  et  de  degré  i 
Eik  particulier,  II,  est  de  la  forme  x,W,  +  x 
sont  des  fonctiuns  itc  p,  q,  r.  La  eondition  im^ 
lions  aux  dérivées  partielles  auxquelles  doivent 
qu'on  réduit  A  des  équations  dilTércntïi 


c  de  r 


U  *«HffllS^^^^ 


la  variable  y^=.p  +  iq  (d'où  j-j  — 
desc< 


■^)" 


int  hoinugÉiies  et  de  dcei^^ 

1  —  1 1  par  rapfiorl  ép,  q,r    —'~~ 

it',+x^R1',  ou  r;,  h*,  r^^ 

jsée  i   H  donne  trois  éqm- 

salïsCaire  ces  foactions,  ri^^- 
:s  ordinaires  en  introduisant^^^ 
isidérant  u  et  r  coinmc=^:3 


Il  <:■ 


conditions  {.U  nouvelle 

ci. 

'  A  dr. 


lire,  A  la  place  de  x„  x^,  les  variaM 
X,.  Le  système  différentiel  donné  devicol,  dao*  c 
urîaMe  indépendante  étant  i  =  ff). 


(5) 


iCdr 


=  — A,0',-i-(i,(i,si 


3.  ^/«rfc 

d'une   solutiun 

/jarticu 

Hère  remarquabU.  - 

-   Da 

Ds  le  système 

précédent,  s 

i  j-,.  I,  cl 

i,    W^I 

n  nuls 

initialement,  ils  sont 

nuls 

Uana  ces  coi 

,dilions,y, 

.  *,  et 

r  s'obli 

iennent  aisément  par  d 

esqu 

■dratuiet.  On 

connaît  ains 

,c  catii 

igorie   d 

e   solutions  particulières  d 

a  syitime,  el 

Ton  CQ  anra 

il  une  seco 

ndee^ 

,  permul 

tantj-,  ctj-,,!,  eti,. 

Les  soluti 

ans  infinin 

icnt  T 

oisînes 

de  celles  que   l'on  vii 

ent   a 

insi   d'obtenir 

dépendent  d' 

un  système 

i  linéaire  aisé 

i  former  el  qui  s'intégre  pa 

r  des  quidra- 

lures.  Si  le  syatcnic  (a; 

1  ndmc 

Il  une  ir 

ilégrale  algébrique,  il 

en  s 

era  forcément 

de  même  de 

ce  syslèmc 

auiili 

aire  :  oi 

r  il  est  bien  aise  de  ret 

■onnaltred«D«  quels 

cas  il  peut  e 

n  arc  ains 

i.  On 

trouve 

ainsi  que,  si   l'on  n'a 

pas 

cosi  =  o  (cas 

claâsiqu<j  du 

corps  de  r 

évolul 

ion  suspendu  par  un  point  de 

son. 

.ic): 

<■  sinido 

it  être  nul: 

;  autrr 

ornent  di 

t,  le  centre  de  gTavitè 

appa. 

riionl  »  Ifrtua- 
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ces  syslèmes,  des  soluUons  possédant  la  forme  touIuc,  c'est-à-dire  où  les 
fonctions  inconnues  sont  des  polynômes. 

Mais  les  propriétés  des  systèmes  en  question  dépendent  des  quantités  <■>  et  r 
(qui  sont  considérées  en  ce  moment  comme  des  paramètres )  ou  plutôt  du  rap- 

port  fi»  =  -=•  Pour  certaines  valeurs  de  ce  rapport,  les  équations  caractéris- 
r* 

tiques  ont  des  racines  égales  et  les  conclusions  précédentes  pourraient  être 

mises  en  défaut. 

C.  Valeurs  exceptionnelles  du  rapport  w.  Elles  introduiraient  des  loga- 
rithmes, qui  disparaissent  après  un  choix  cons^enable  des  arbitraires  dont 
on  dispose,  —  Pour  que  ces  valeurs  ciccplionnellcs  de  <v  n'introduisent  que 
des  puissances  de  ^,  et  non  des  logarithmes^  il  faut  que  certaines  conditions 
soient  remplies  par  les  seconds  membres  des  équations.  Peut-on  satisfaire  à 
ces  conditions  par  un  choix  convenable  des  éléments  laissés  encore  arbitraires 
jusqu'ici? 

La  réponse  est  affirmative.  Elle  résulte  du  fait  constaté  au  n*  3,  à  savoir  que 

aC 
les  conditions  sinc  =  o,  -^  =  nombre  entier  suffisent  pour  que  le  système 

auxiliaire  possède  une  intégrale  algébrique. 

Dès  lors,  ces  mêmes  conditions  sont  également  suffisantes,  en  ce  qui  regarde 
le  système  donné. 

7.  Solutions   développées  en  séries  quand,  sine    étant   nul,  le  rapport 

TtC 

-j-  demeure  quelconque.  Convergence  dans  les  ccu  ordinaires.  Conséquences 

aC 
relatives  aux  propriétés  des  intégrales,  lorsque  -r-  devient  un  nombre 

A 

entier, 

8.  Remarques  sur  les  moyens  d'achever  la  détermination  de  l'intégrale. 
Proposition  relative  aux  systèmes  différentiels  ayant  des  intégrales  uni- 
formes, —  L*auteur  ne  poursuit  pas,  quant  à  présent,  le  calcul  complet  de 
Tintégrale.  Il  rattache  ses  recherches  actuelles  à  une  remarque  gêncrule  : 
Soient  m — i  équations  différentielles  du  premier  r>rdrc  à  m  variables  x^, 
x^t  ...,  x^.  Supposons  qu'on  connaisse  m  —  2  intégrales  unir(»rmcs  permettant 
d'exprimer  les  inconnues  en  fonction  de  deux  d'entre  elles  et  de  m  —  2  con- 
stantes arbitraires  a,,  s^,  ...,  s^.  Considérons  le  tableau  i-ectangulaire  forme 
avec  les  dérivées  partielles  de  x  par  rapport  aux  a  et  soit  A, (1  =  .;.  3,  . ..,  m) 
le  déterminant  formé  par  la  suppression  des  CDhmnes  de  rang  i  et  de  rang  1 
dans  ce  tableau.  Les  A  peuvent  être  considérés  roniine  délinis  par  un  s>>tènm 
d*équations  différentielles  linéaires  et  ce  svslriiie  doit  présenter,  au  point  de 
vue  de  la  théorie  des  groupes,  certaines  propriétés  si  le  système  donné  admet 
des  intégrales  uniformes. 

Ilunvitz  (-i.).   —  Sur  l'intégrale  finie  d'une  fonction  cnlîcre. 
(a83-3i2). 

On  nomme  (avec  Abel)  intéf; raie  finie  i\'unc  fonction  G(«)  la  solution  la 
plus  générale  de  l'équation 

(I)  l'(--:-l)~F(C}=0(5). 


.o.( 
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.,  (te  coanaltre  une  soluiion  particulière  île 
CLIC  snliidon   une   fonclian    périodique  qucl- 


rer  par  uni 


jrv,  M.  Guiciiard   a   montré,  e 
e  dilTërenle,  que  le  problënic 


Il  surnt  d'ailteurs,  évidenini< 
celle  l'iiualiini,  et  d'ajouter  i 
conque. 

Dans  le  cas  où  G(  =  )  esl  un 
M.  Ilurwilz  se  propose  de  mun 
toujours  une  solution  enliérc, 

ç.(;)  étant  la  fonction   de  Bernoulli,  c'est-à-dire   le   polynôme  de  degré 
Il  +,  nul  avec  ;  et  tel  que  a„(  = -r- 1)  — ifj::)  =  z-,  le  théorème  est  évidem 

F  =  «,?,(  =  ) -^  «,?,(;:). ..  +  a,ç,(it-^... 
(ou 

(i)  (i  =o,+  n,;+...-ho,2-  +  ...) 


latogue 


1   poi 


cadre  la  série  conTcreeate  par  un 

la  démo  Dst  rat  ion   du   Uiéorème  de 
tic  tliaquG  terme  une  fonction  pcrïodiqui: 


de  sorte  que  9,(1)  est  représente  par  l'intégrale 

prise  suivant  un  petit  cercle  C  entourant  l'origine. 

Si  nous  nommons  i^,,,(  =)  la  raSme  intégrale  prise  suiïanl  un  e 
bant  les  points  o,  ±  aiti,  ±  Ifizi,  ±  arni,  mais  laissant  tous   les 

de  /  à  son  eiléricur,  la  différence  f,  —  '}'„.,—  n  !  ^  ; — t.-,  ...7  s 
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qui  arrive  si  la  série  \  /i!a^5'*  a  un  rayon  de  convergence  difTcrent  de  zéro, 

et  dans  ce  cas  seulement. 

La  dérivée  d'une  fonction  F  satisfaisant  à  Téquation  (i)  est  évidemment  une 
solution  de  l'équation  F'{z-ht)  —  F'(2)  =  G'(^)-  L'auteur  trouve  la  relation 
entre  la  solution  ainsi  obtenue  et  celle  que  donnerait  l'application  directe  de  la 
mélhode  à  l'équation  dérivée. 

r'(z) 

Uo  exemple  intéressant  est  fourni  par  la  fonction  (e'*''' — i )       ^     =U*(2), 

qui   satisfait  à  l'équation  4'*(5 -hi)  —  H*(5)  = ;; L'application   de  la 

z 

méthode  générale  donne  une  fonction  qui  ne  diffère  de  ^{z)  que  par  une 
quantité  périodique.  On  peut,  ici,  déterminer  cette  quantité  périodique.  On 
arrive  ainsi  à  la  série  de  M.  Lcrch 


T'{z)       T. 
sin  Tzz  -—7 h  -  cosir 


Z  -h  [log  2T^  —  r'(  »)]  sin  -nz  =  V  log  l j  sin  (a  n  -f-i)  r  5 

{0<Z<l). 


r{z)     7 


Un  certain  nombre  d'équations  fonctionnelles  ramenées  par  M.  Guichard  à 
l'équation  (a)  peuvent  se  résoudre  directement,  par  un  procédé  analogue  à 
celui  qui  a  servi  pour  l'équation  (i). 

Si  G{z)  était  une  fonction  méromorphe,  l'équation  (i)  posséderait  une  solu- 

p  (  2  H-  i) 
tion  également  méromorphe.  Il   en  résulte  que  l'équation  — iTyrr —  =*^(^) 

adnnet  des  solutions  méromorphes  si  *l>(;;)  est  méromorphe.  Plus  généralement, 
il  en  est  de  même  de  l'équation 

9,(5)F(5-hi)-+-cp„(5)F(s)  =  9(-), 
où  9,  9,,  9i  sont  des  fonctions  méromorphes  données. 

Poincaré  {II-)-  —  Sur  la  polarisation  par  diflVaclion  (seconde 
Partie).  (3 1 3-356). 

Suite  du  Mémoire  publié  dans  le  tome  XVI  (pages  297-3/10). 
L'auteur  complète  ses  résultats  et  les  compare  à  ceux  que  M.  Sommerfeld  a 
publiés  depuis  dans  les  Mathem.  Annalen. 

VII.  Étude  du  cas  où  la  ligne  focale  de  la  lentille  ne  coïncide  plus  avec 
te  biseau  de  Vécran,  —  GcLlc  nouvelle  hypothèse  ne  change  rien  à  l'équation 
précédemment  obtenue  (où  l'on  ne  doit  prendre  que  la  partie  réelle) 


^  ^  ^rt,.c""J„(ap)sin'^ 


laquelle  donne,  pour  ap  très  grand, 

.    nKù  .    n  »•) 

r-        V^                a      i[*?+pf 7-71)        v^  "          ?      M/'' 

Z  =  2^    — ■  c  ^              -^2-  / —  ^ 


—  ap-+- 


n  4   !     \ 


6  SliCONDlC  l'Ainilt. 

expression  dont  le  premier  icrmc  correspond  un  faiscenu  incidenl.  et  le  lecoiul 

SculemcnL  les  a„  ne  sont  plus  récU.  Le  faÎM^cau  locidenL  priiseole  des  d'UU- 

rences  de  phascn:  t'argumenL  de  la  quantili 


Ogalà/cos(«-M.),où| 
r  la  ligne  focale  (la  longue 


CcUe  ronclioii  F  dérmît  la  phase  cl  l'intensité  de  la 
de  la  lumière  transmise  étant  d^lînies  par  la  fnnclion 


;,  sunl  les  coordonnées  polaires  du  poiot  siluj 

andcétant  — V 


incidente,  celles 


Le  calcul  de  celte  deroiârc  se  ramène  à  celui  de  la  fonction 

OÙ  l 'in II- RI  aie  du  second  membre  doit  recevoir  sa  valeur  principale. 

Dos  que  la  ligne  focale  est  notablement  distante  du  bïjeau,  la  quantité  I 
(laquelle  contient  en  facteur  rinverse  de  la  longueur  d'oude)  est  très  grande. 
On  conviendra,  dès  tors,  de  regarder  les  quantités  qui  tendent  vers  tara  anc 


l'inlinimeDl  petit  piin- 
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rhyperbolc  donnée,  c   et    i — —  sont   très    petits.   L'équation    Au-hoL-u  =  o 

admet  alors  des  solutions  de  la  forme  LM,  L  et  M  étant  des  fonctions  de  ^  et 
de  \L  respectivement,  la  première  satisfaisant  à  l'équation 

(.)  (V-c')^  +  X^-+«'(V-A)L  =  o, 

OÙ  k  est  une  constante  quelconque;  la  seconde  à  l'équation  analogue  où  X  est 
remplacé  par  \l.  Ces  équations,  qui  se  ramènent  à  une  équation  bien  connue  en 
Bfécanique  céleste,  peuvent  aussi  être  considérées  comme  des  formes  limites  de 
l'équation  de  Lamé. 
Elles  admettent,  chacune,  dans  le  voisinage  des  points  singuliers  +  c  et  —  c, 

une  solution  paire  par  rapport  à  la  variable  ^\  —  c  ou  ^[k  -+-  c  et  une  solution 
impaire  par  rapport  à  cette  variable.  Pour  que  LM  soit  une  fonction  uniforme 
de  X  et  de  yj  il  faut  combiner  des  solutions  de  même  parité.  On  devra,  d'ail- 
leurs, déterminer  k  de  manière  que,  aux   limites,  on  ait  M  =  o  ou  -:—  =  o. 

Ou. 

suivant  que  le  plan  de  polarisation  est  parallèle  ou  perpendiculaire  au  plan 
d'incidence. 

IX.  Pour  X   très   grand,  L   est  de  la  forme  ^ >  où  A  et  B  sont 

des  constantes  qui  restent  encore  à  obtenir,  ou  plutôt  dont  il  faut  obtenir  le 
rapport.  Celui-ci  est  déjà  connu  dans  plusieurs  cas,  savoir  : 

I*  Si  c  =  0;  alors  L  est  une  fonction  de  Bessel  et  on  a    -  —  ^  *  ^  '**»       ^ 

(m  étant  entier). 

2»  Si  Wj=  TZf  alors  l'écran  se  réduit  à  un  plan  et  les  conclusions  du  n"  IH 
sont  applicables. 

Dans  tous  les  cas,     —     =1.  Car  la  valeur  approchée  de  L  pour  X  très  grand 

I  A  I 

doit  être  réelle. 

X.   Soient   L=  F,  ( ->  a-c^  a-kj  la  solution  de  l'équation  (i)  qui  est  paire 

par  rapport  à  i/r- -;  L  =  F^l-y  a-c',  a.-kj  impaire    par    rapport  à    cette 

inènie  quantité. 

solutions  de  notre  problème  peuvent  se  diviser  en  : 


I*  Solutions  de  la  première  sorte  :  Plan  de  polarisation  parallèle  à  celui 
d'ÎDcidence;  M  fonction  impaire  de  o).  Ce  sont  les  solutions  impaires  qui  intcr- 
TÎendront  seules  et  on  détern[)inera  k-  par  l'équation 

(A,)  F,(-^».a'c%a=A,)=o; 

Deuxième  sorte  :  Les  deux  plans  parallèles;  M  pair.  On  déterminera  /.;  par 
(A,)  l\(-  ^^  jr'c\  1-/.A  =.0; 


SECdNDi;   PARTIK 

:  Les  ilco\  plana  perpcndiculaîn 


} 


M  impair.  On  aun 
Les  deux  plans  pirpcn dieu I aires;  M  pair.  On  anri 


On  ronslite  :  i*  que  ces  tqunlioni  ne  |teuvent  avoir  que  des  racineu  rfcllc^ 
et  positives;  ■»'  que  (A,)  et  (A,)  ne  peuvent  avoir  de  racînu  cammtiott:  (^ 
n)£nie  pnur  (A,)  cl  (A,),  (A.)  cL  (A,),  <A,)  et  (A,). 

Ur,  pour  c'=  u,  les  racines  de  A,  et  de  A,  sont  réelles  et  se  stpanral  mn- 
luelIcmuDt.  Doue  il  en  sera  de  méoïc  pour  inutes  les  valeurs  dci  dooniei.  Ltf 
m£me  raisotinement  s'applique  A  (A,)  et  (A,);  (A,)  et  (A,);  (A,)  et  (\,). 


et   nuos  adi 


c  A',  correspond  une  fonction  M,(u)  [où  l'oi 

Lions  M,,  iiii  partie 
lA.C^M. 

rs  des  inefliLienls  A  et  B  du  n>  IX  qui  < 
i)  xi"i  XU^CM..  Connaissant  P(w),  oa 
)  !.i  l'on  connaît  les  rapports  r^  =  e-*-. 


XI.  Atiidt  du  cai  où  Us  ondea  sont  sphériquet  et  coneertiréei  «n  un 
point  du  tranekant  du  biseau,  en  adoptant  d'ailieuri,  pour  le  ittle,  Im 
liyjiolltrtes  les  plus  sim/iles.  —  Tin  passe  alors  aux   coordoonéei  polaire»  en 

ir  III  |iln>,  .1111  J-.  y,  ^,  piir  pro»3  \  i  —  |i-,  p  sin;  )/i—  [i=,  f^i  et  l'on  clirrche  de* 
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Jb  savoir  si  le  nombre  des  zéros  atteiol  ciïecLivcineDt  celle  limile  supérieure.  Il 
semble,  au  premier  abord,  qu*on  né  puisse  rien  afCrmer  de  général  à  ccl  égard, 
puisqu'il  exisle  des  fondions  cnlièrcs  croissanl  aussi  vile  qu*on  veut  et  n'ayant 
«aucun  zéro.  Mais  ces  fondions  sont  exccplionncUos  :  on  va  voir  que,  parmi 
t.oules  les  fondions  enliéres  de  la  forme  9,  (5)  Gs  —  ç^C^),  où  G  est  une 
ToDction  entière  donnée  et  9,,  92  <^cs  fonctions  entières  quelconques  croissanl 
i>eaucoup  moins  rapidement  que  G,  il  y  en  a  au  plus  une  telle  que  le  nombre 
de  ses  zéros  soit  notablement  plus  petit  que  la  limile  supérieure  en  question. 
0*est  la  généralisation  du  théorème  connu  de  M.  Picard. 

Première  Partie  :  La  décomposition  en  facteurs  primaires,  —  Les  fadeurs 
primaires  étant,  comme  d'habitude,  pris  sous  la  forme  l'^l-—  )>  ^^ 

Il       II*  ut* 

la   fondion   entière   G{z)  considérée  sera  représenlce  par  un  produit  de  la 
forme 


Il  importera,  dans  les  raisonnenients  actuels,  de  prendre  pour  p  {en  fonction 
de  n)  la  valeur  slriclement  nécessaire  pour  assurer  la  convergence. 

Si  d*aliord  p  est  une  constante  et  H(z)  un  polynôme,  de  manière  que  la 
fonction  soit  de  genre  fini,  il  convient  d'inlroduire  un  nombre  p,  dit  ordre  de 

la  fonction,  tel  que  la  série    7 r—  soit  divergente  et  la  série   >  - — — -j 

convergente.  Il  existera  alors  une  infinité  de  cercles  dont  les  rayons  H  sont 
tels  que  le  produit  de  fadeurs  primaires  y  ait  partout  un  module  plus  grand 

que  e  .  Mais  ce  produit  est  partout  inférieur  à  e        .De   sorte  que  le 

minimum  est  au  moins  e'sroi  à  t'inverse  du  maximum. 
On  appellera  ordre  apparent  d'une  fonction  entière,  un  nombre  p  tel  que  la 

croissance   de  cette   fondion   soit  de  même   ordre   que   celle  de  e'*)^.  Si  ce 
nombre  p  n'est  pus  entier,  il  est  égal  à  l'ordre  réel. 

Soit  maintenant  une  exponentielle  de  la  forme  e'"'  et  soirnt  A(/')  le  maxi- 
mum des  vuleurs  positives  de  G  sur  le  cercle  dr  ravoii  /*,  \\{ r)  le  maximum 
des  valeurs  négatives  de  G  sur  le  même  cercle.  On  a  aisémeiU,  pour  /- >  p, 


[lie  l'on  ne  pei 


B(p)<8p-        ^ 


r  —  5 


Il  en  résulte  qiie  l'on  ne  peut  pas  avoir  constamment 

\^r)>[\{r^\\ 

«'ar  ceci  donnerait,  pour  «  ^'  o. 


A(? -+-£)>  fi 


So 


équation  qui,  en  remplaçant  successivement  e  par  -*  —  >  ...,  -^f  ...  et  p  par 


SECONDE  PAHTIE. 

p  -t- 1  +  -  +.,.-i-  ■^zj'  ■■!■  condninit, poar  A(f -t 


e  valeur  infinie. 


oulre,  que  l'inigilité  en  qneHioB  ne  pe«t  pM  H 
d'inLervalles  dont  l'ttenduo  toU)e,  entre  e  et  R,  «i 
c  il   kR   (k   iunt  un   nombre   pMÎtif  <; 


viSrifiéc  dang 
constamment  tupéric 
remarque  imporianie 

Avant  de  psiser  au  cas  d'un  produit  de  fadeur*  prîinairet,  il  e 
délinir  avec  précision  ce  qu'on  entend  far  /onction*  dit  menu  ordrûétgi 
dear.  Cette  définition  est,  dans  une  certaine  mesure,  arbitraire  et  d4pead  ti 
licitement  de  l'objet  que  l'oi 

Au  point  de  vue  de  la  question  actuelle,  il  y  a  lien  de  dire  qae  denx  f<M 
tions  1^(3:)  et  G(x)  i  croissance  très  rapide  sont  du  m(me  ordre,  loraqDC  F(c   - 
est  compris  entre  [G(j:)]'-'  et  [G(a:)]''",  ■  tendant  ver»  «èro  avec  — • 

On  définit  l'ordre  de  grandeur  des  fonctions  i  croissance  très  lenle  parcelo 
de  leurs  fonctions  inverse»:.  Il  est  à  remarquer  que,  de  celte  minière,  <kn^ 
fonctions  (i  croissance  très  lente)   qui  ne  dilTérent  que  par  une  conttaatCsr 
peuvent  être  d'ordre  différent. 

yennani  ces  définitions,  que  deux  fonctions  /(X),  f  (X),  M 
c  très  lente,  telles  que  l'on  ait 


liant  un  nombre  positif,  < 
isque,  K(;c)clG(x)éla 


eu  près  du  même  ordre  de  grandeur,  en  ce- 

<  inverses,  les  inégalités 


lC.ix)]'-<F(x}<lG{x)Y" 

sont   vérifiées,  sinon   constamment,  du   moins  abilraetion   faite  d'islenalk* 
dont  l'étendue  lolale  est  finie. 
Considérons,  en  particulier,  un  produit  n(«)  de  facteur»  primaire* 
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pu,  dans  ces  conclusionsi  remplacer  3  par  un  nombre  quelconque  supérieur  à  1 
(du  moins  en  changeant  la  composition  des  fadeurs  primaires).  On  en  conclut 
que  logM(r)  et  logN(r)  sont  du  même  ordre  de  grandeur,  au  sens  indiqué 
précédemment. 
Il  en  résulte  que,  dans  une  fonction  entière  G{z)f  mise,  d'après  les  règles 

précédentes,  sous  la  forme  U{z)e^^\  aucun  des  deux  facteurs  ne  peut  croître 
plus  vite  que  0(z). 

Dbuxikmb  Partie  :  Le  théorème  de  M,  Picard.  —  On  établit  d'abord  (par 
un  procédé  analogue  à  celui  qui  a  été  indiqué  en  commençant)  une  relation 
entre  l'ordre  de  grandeur  de  la  fonction  et  celui  de  sa  dérivée. 

Cela  posé,  considérons  deux  séries  de  fonctions  entières  G,(£)j  H.C^) 
(i  =  x,  a,  ...,  n).  Supposons  que  ces  fonctions  croissent  toutes  moins  vite 
que  eJ*('»l),  et  que  toutes  les  différences  H, —  H^  croissent  plus  vite  que 
[)x.(|^|)]^.  Si,  alors,  on  a  Tidentilé 

G»(5)c"»^'^-hGj(-5)e"«^-^-4-...4-G„(5)c"-'''=o, 

il  en  résulte  nécessairement  G,  =  G,  = . . .  =  G„  =  0  :  c'est  ce  qui  peut  se  déduire 
des  considérations  précédentes. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  et,  conservant  la  même  hypothèse  sur  les  G,  ne 
plus  rien  supposer  sur  l'ordre  de  croissance  des  H,  si  ce  n'est  que  les  diffé- 
rences H,— Hj  croissent  plus  vite  que  [jx^-sl)]'. 

Le  théorème  ainsi  obtenu  peut  être  considéré  comme  la  généralisation  du 
théorème  connu  de  M.  Picard  sur  les  fonctions  entières.  Il  entraîne,  en  effet, 
le  corollaire  suivant  : 

Si  G (5)  est  une  fonction  entière  donnée,  ^{z)  et  ^( z)  des  fonctions 
entières  telles  que  le  logarithme  des  plus  grandes  valeurs  de  leur  module 
croisse  moins  vite  qu'une  puissance  déterminée,  d'exposant  inférieur  à  i, 
du  logarithme  des  plus  grandes  valeurs  de  |G|,  parmi  les  équations  de  la 
forme 

9(-)G(;:)  — <K;:)  =  o, 

i7  en  est  une  au  plus  pour  laquelle  la  limite  supérieure  du  nombre  des 
racines  n'est  pas  atteinte, 

M.  Borel  reproduit  ensuite  la  démonstration  du  théorème  de  M.  Picard  sous 
sa  forme  primitive,  telle  qu'il  Ta  donnée  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  (1896),  en  la  rattachant  aux  considérations  générales 
précédentes. 

Il  termine  en  indiquant  quelques  points  sur  lesquels  on  pourrait  se  proposer 
de  compléter  les  résultats. 

^ohlin   {K.).   —    Hugo    Gjldén    :    Notice    biographique    avec 
quelques  remarques  sur  ses  méthodes  scientifiques.  (397-404). 


SECOND»  PAItTIB. 


JOURN'AI.  DE  L'ÉCOLE  POLVTECHNIQOE. 

LXIII"  Cahier;  1893  ('). 


lyOcagnc.  —  Sur  lu  délerminalion  géométrique  du  point  le  pto 
probable  donné  par  une  svRtème  de  droites  non  convergeale  —^ 

(■-.5). 

Lu  position  d'un  |)oint  sur  un  plan  est  diïtermiiiée  par  !•  rencontre  de  pin — — 
siours  droites.  Ces  droites,  A  raison  des  erreurs  d'obscmlion  et  de  traci,  t\ — ^ 
lieu  de  converger,  forment  un  petit  polygone  â  l'intérieur  duquel  il  l'icit  d^^S 
(lotcrniirier  lu  position  la  plus  prothiblc  du  point  cherché. 

I.'iiiileiir  a   trouvé   pour  ce  point   une   construction,  simplifiée  depuis  pic    " 

M.  Si:liols.  Dans  la  preiiiitTe  partie  de  son  Mémoire  il  développe   sa  conilrnc 

lion;  dans  la  seconde  iJ  justifie  la  construction  de  M.  Schnis  par  on  r>i*ODnt — 
ment  plus  direct  que  eclui  du  savant  hollandais.  Son  cxposilioo  c*l  fondée  •nr' 
la  r<jii>iilération  du  barye.entre  symétrique,  dont  il  fait  coonattre  diverse*  pro — 
prictés,  en  outre  du  ccik'.s  iini  aoui  indispensables  i  son  objet. 

Viischy.  —  Sur  l'iiiltigralion  des  équations  différentielles  Uoé- 
iilres  il  cocnicionis  constants  (Sg-j^). 

Ou  sait  i[iic'  Caurliï  a  apiiliqui;  les  propriétés  des  réwdus  à  l'intégration  d'no 
système  dVi|ualii><is  diirérenlii-lles  linéaires  à  coefficients  constants  qui  sont  du 
premier  ordre,  par  rapport  A  chacune  des  inconnues,  et  même  i  t'intégntioa 
des  équation-;  d'orilrc  supérieur.  Toutefois,  il  n'a  point  développé  d'une  manière 
cunipli'le  l'appliciition   de   cette   méthode   aux   systèmes    d'équations   d'ordre 


quel.on,|»e. 
Dans   le    pré-^enl    travail,   M.   Va! 

,el,y 

indique   un   procédé  préseount   une 

Crandi'  nnulo^ie  ave<-.  les  méthodes  .1 
premier  ili-firé,  cl  i|"i  permet,  au  m 

le  rés. 
..yen 

dullon  des  équations  algébrique*  du 
d'une  règle  simple,  d'intégrer  nn  «jv- 
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En  s'occupant  précédemment  du  eus  où  H  est  du  premier  degré,  l'auteur 
avait  été  conduit  à  représenter  celte  équation  par  une  surface  «7  et  les  intégrales 
par  des  courbes  intégrantes  G  tracées  sur  J.  Il  fait  encore  usage  dans  le  cas 
général  de  ce  mode  de  représentation. 

La  première  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  de  Tintégrantc  algé- 
brique G  de  degré  n  et  de  genre  /?,  considérée  en  elle-même,  indépendamment 
de  la  surface  «T»  à  laquelle  elle  peut  appartenir.  Conformément  aux  théories 
d'Halphen,  G  est  considérée  comme  l'intersection  d'un  cône  et  d'une  surface 
monoîdc.  II  est  démontré  que  les  courbes  G,  si  elles  n'ont  d'autres  points  mul- 
tiples que  des  points  doubles  à  tangentes  distinctes,  possèdent  6/7  +  a(/t  —  3) 
points  d'inflexion,  alors  que  les  courbes  gauches  en  sont  généralement  dénuées; 
qu'elles  dépendent  de  3/i  +  i — p  arbitraires  au  moins,  et  comportent  au 
moins  in  —  9 — p  invariants  ou  modules  projectifs. 

La  seconde  Partie,  de  beauc(»up  la  plus  importante,  est  consacrée  à  l'étude 
des  intégrantes  tracées  sur  une  surface  algébrique  donnée  rT  de  degré  N  et  sur- 
tout i  la  recherche  du  maximum  pour  le  degré  de  Tintégrale  algébrique.  Par 
un  point  quelconque  de  rf  passe  une  intégrante  et  une  seule;  il  y  a  exception 
IK>ur  N(N' —  2N-4-  a)  points  nodauXy  où  peuvent  passer  plusieurs  branches  ou 
inéme  une  infinité  de  branches  d'intégrantes.  En  un  pareil  p(»int  l'intégrante 
algébrique  G  présente  deux  branches  simples,  tangentes  respectivement  aux 
deux  asymptotes  de  l'indicatrice  de  J;  mais  elle  peut  présenter  en  outre  une 
branche  ayant  en  ce  point  plusieurs  tangentes  confondues  avec  une  même 
asymptote  de  l'indicatrice. 

M.  Autonne  se  place  dans  le  cas  particulier  où  cette  dernière  branche  mul- 
tiple n'existe  pour  aucun  des  points  nodnux,  en  sf>rte  que  G  n'a  d'autres  points 
multiples  que  des  points  doubles  à  tangentes  distinctes.  Alors  si  l'intégrante 
générale  est  algébrique,  elle  n'aura  aucun  point  multiple,  et  toute  intégrante 
algébrique  sera  d'un  degré  n  qui  ne  pourra  dépasser  le  plus  grand  entier 
contenu  dans  la  fraction 

N(N--4-«;N-mi) 

:;"(  N  -f-  2") 

Mais  ce  résultat,  malgré   tout  son   inlctèt,  ne  constitue,  comme  l'explitiue 
l'auteur,  qu'une  réponse  parlicDe  à  la  ({ucslion. 


LXIV  Cahier;  i8i)4. 

iulonne  [L,).  —  Sur  la  liinilntion  du  dogiM*  pour  les  Inlt'^ralos 
«ilgébriques  de  réqiialion  dlIlÏTenlielle  du  premier  ordre.  [l*re- 
inier  Mémoire  {suite  et  Jin).\  (i-53). 

Cette  troisième  et  dernière  Partie  lontieiil  i'iippliralion  des  tliéuries  exposées 
dans  les  deux  précédentes  (Oaliier  lAIII).  L'auteur  traite  les  deux  ras  les 
plus  simples:  celui  où  J  est  une  quadrique  (  N  =  2  )  et  eclui  où  N  :=  3;  pour 
la  quadri<iue,  le  problème  des  intéuntntes  e!>t  coniplètenient  résolu. 

Pour  la  rubatique  J,  il  commence  [>ur  construire  les  «fuin/e  points  nodaux: 
considérant  ensuite  les  euhatiques  auxquelles  s'applit|uent  ses  rèïultats«  il 
Miontre  »|ue  linté^rante  j;éiiérale  ne  peut  pas  être  algébrique  et  fait  l'ènumi- 
r^tiun  de>   treize   types  d"int«-::ranles  pnrticuliirc»   alpoiiriquci  i|ue  l'on   peut 
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s'attendre  à  rencontrer.  Comme  exemples  il  conttrgit  l'inUgrulC  ■oa  wmk^^ 
talc  la  plus  simple  <quiatiquc  de  geare  un)  et  quelque*  ïnldgnates  «^^ 
cursalcs. 

Moutard  (  Th.).  —  Noies  sur  les  éqiiatioas  aux  dérivées  pirtielle- 
(55-69). 

t'objvt  principal  de  ces  Notes  est  d'ilablir  la  propoiition  lulrante  : 
Étant  donnée  l'équation 


où  A,,  A„  , ..,  I<,„  ...  lont  des  fonctions  de*  variable*  x,,  x„  ...,  tUuu  U 
région  des  valeurt  de  ces  variables  pour  lesquelles  la  forme  çuadratiçie 


Il  (,/,  +  .. 


reste  une/orme  définie,  une  fonction  u,  assujettie  à  y  rester  eontlntm  aiiir-^ 
que  ses  dérivées  et  à  vérifier  l'équation,  ne  peut  admettre  ni  rtUMSÙniun  st.* 
niinimum:  de  sorte  qu'il  ne  saurait  exister  deux  fonetiant  dùtinelet  mitit — 
faisant  à  CCS  conditions  et  prenant  les  mêmes  valeurs  sur  les  confina  de  Ux 

région. 

l'iiur  y  arriver,  J'autctir démontre  que  tonte  forme  1  n  Ttriablet  Htitfaiitnt 


u  forme,  har, 
'■ml,  décomposablei 


indérinie.  A  propos  de  ces  formes,  aasquelle*  il 
nioniquet,  il  énoncc  ce  résultat  curieux: 

II  admettent  un  diviseur  quadratique  *ont,  «a 
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MïOcagne  (')/•)•  —  Mémoire  sur  les  suiles  récurrcnlcs.  (i  5  i-a24)« 

Le  problème  principal  qui  s'olTrc  dans  la  théorie  des  suites  rccurrcnles  est 
leur  intégration  :  il  consiste  à  obtenir  une  expression  explicilc  du  terme 
général,  quand  la  suite  est  définie  par  une  certaine  éclielle  de  récurreace  et 
par  des  conditions  initiales  données. 

Bien  que  la  question  piU  sembler  épuisée  par  la  solution  de  Lagrange,  qui 
exige  la  connaissance  des  racines  de  l'équation  génératrice^  et  surtout  par 
celle  de  M.  D.  André,  où  n'interviennent  que  les  coefficients  de  cette  équation, 
M.  d^Ocagne  a  été  conduit  à  compléter  et  à  perfectionner  la  théorie  des 
suites  récurrentes  par  d'assez  nombreuses  contributions  publiées  dans  divers 
recueils  et  qui  reposent  sur  les  deux  remarques  suivantes  : 

I*  L'intégration  de  toutes  les  suites  répondant  à  une  même  échelle  peut  se 
ramener  à  celle  de  Tune  d'entre  elles,  quelles  que  soient  leurs  conditions 
initiales.  On  en  peut  choisir  une  (ii/i/e/o/i</ame/i/a/e)  de  manière  à  simplifier 
le  plus  p(»ssible  les  formules  de  transformation. 

3*  Pour  l'étude  des  propriétés  des  suites  fondamentales,  on  peut  substituer 
à  la  formule  de  Lagrange  une  autre  forme  de  l'expression  de  l'intégrale  en 
fonction  des  racines  de  l'équation  génératrice,  qui  a  l'avantage  de  subsister 
sans  modification,  quel  que  soit  le  degré  de  multiplicité  des  racines  de  l'équa- 
tion génératrice. 

Dans  le  présent  Mémoire,  l'auteur  reprend  la  théorie  des  suites  récurrentes, 
fondée  sur  ces  deux  remarques,  et  qui  n'était  qu'esquissée  dans  ses  travaux 
antérieurs  :  de  la  sorte,  les  résultats  qu'il  avait  précédemment  rencontrés  se 
t.rouvent  rapprochés,  coordonnés,  généralisés  et  complétés  par  un  grand 
nombre  de  résultats  nouveaux.  Voici  les  titres  des  huit  Sections  du  Mémoire  : 

Section  I.  —  Définitions.  Réduction  des  échelles. 

Section  II.  —  Les  suites  fondamentale:^.  Intégration  dans  le  cas  général. 

Section  111.  —  Expression  de  l'intégrale  au  moyen  des  racines  de  l'équation 
génératrice.  Décomposition  du  polynôme  générai cur.  Opérations  sur  les  suites 
récurrentes. 

Section  IV.  —  Sommation  des  suites  récurrentes.  Ktude  de  la  convergence. 
Séries  récurrentes. 

Section  V.  —  Le  problème  de  rintcrpolation  dans  les  suites  i*érurrenies. 

Section  VI.  —  Kxeiiiples  de  suites  se  ramenant  aux  suites  récurrentes. 

Section  YII.  —  (Quelques  a[>plicatioiis  particulières  relatives  aux  suites 
récurrentes  du  second  ordre. 

Section  VIH.  —  Construction  géi>inétriquc  des  termes  d'une  suite  récur- 
rente. 

--^indradc  (•/.).  —  Sur  une  détermination  de  rirriilioniielle  i*^  p;ir 
le  calcul  des  chances  et  sur  une  identité  uuinéri<jue.  (-j-ij-uJ^). 

2'"  sérit'.  i"  (liihitM-;  lî^yS. 
^^oincarù  (  //.  ).  —  A/td/ysis  si  tus,  (i-iii.)). 

Ouelqucs  extraits  de  riiitroduclion  feront  bicu  comprendre  refpiilct  l'objet 
du  présent  Travail. 
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I  La  Génmétrie  i  n  dimensioas,  dit  l'auienr,  ■  un  ob}et  réel;  penoane  a^ 
Joute  aujourd'liui.  Les  £trcs  de  l'iiyperispice  Mot  luiceptiblei  de  déBailiOBB 
priciscs  comme  ceui  de  l'espHce  ordinaire,  et  si  non*  ne  pooToni  nou*  Ici 
représenter,  nous  pouvons  les  concevoir  et  les  étudier 

»  Ln  Gfomciric,  en  elTet,  n'a  pas  pour  unique  raison  d'itre  la  deKriplioB 
immédiate  des  eurps  qui  tombent  sous  nos  seos  ;  elle  est  avaDt  tout  l'ÂtMk 
analytique  d'un  groupe:  rien  n'empêche,  par  conséquent,  d'aborder  d'Mlra 
groupes  analogues  et  plus  généraux. 

o  Mais  |>aurquoi,  dira-t-on,  ne  pas  conserver  le  langage  aDalytique  et  le 
remplacer  pur  un  tangage  céomélrique,  qui  perd  tout  Kt  avanlage*  dê«  qae 
les  sens  ne  peuvent  plus  intervenir?  C'est  que  ce  langage  nouveau  eu  pi» 
cunci»;  c'est  ensuite  que  l'analogie  avec  la  Géométrie  ordinaire  peut  créer  des 
associations  d'iilêes  fi^condes  et  suggérer  des  généralisations  utile* 

n  On  sait  quelle  est  l'ulititii  des  figures  géométriques  dans  la  tbéarie  des 
fiinc'tion<i  imiiRiniiircs  et  des  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires,  et 
rombien  (in  n'itreiic  leur  concours  quand  on  veut  étudier,  par  eicmple.  In 
fiinrliiiDS  <li<  deux  ïariubU'S  complexes. 

II  Ciicrrliiitis  ù  nous  rendre  romple  de  la  nature  de  ce  coneours;  les  Ggnrcs 
suppléent  d'uliord  A  l'inliniiiiê  di-  ni)irc  esprit  en  appelant  nos  sens  i  son 
secours;  mais  ru  n'est  pus  seulement  cela.  On  a  bien  souvent  répété  que  ta 
('■riimi'tric  ost  l'art  de  bien  raisonner  sur  des  Tigures  mat  faite*;  encore  ce» 
liliure*,  pour  ne  pas  nous  tromper,  doivent-elles  satisfaire  â  certaine*  condi- 
tions; les  prnportitiiis  peuvent  être  Rrossiéremcnl  altérées,  mais  les  positions 
reliilivrs  drs  diïp^M■^  paiiii-s  ne  doivent  pas  être  l>ouleTersées. 

•  L'emploi  dcH  figures  a  donc  avHnt  tout  pour  but  de  nous  faire  connaître 
rrrlaine'4  rclutions  enlri'  li's  olijets  de  nos  études,  et  ces  relations  sont  celles 
ilont  s'ori'upe  une  bninclic  di'  \:\  (ii'omélric  que  l'on  a  appelée  AntUy*ù  tUu* 
•  des  points,  des  lignes  et  des  surface*,  sans 


•  Il  > 


les  êtres  de  lliypercspace;  il  y 
mensions,  comme  l'ont  anonti^ 
genre  de  rclalion*,  bien 
intuitive,  puisque  nos  m 
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COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
PAR  MM.  LES  Secrétaires  perpétuels. 

Tome  CXXXÏ;  1900  (»). 

j£oussinesq»  —  Echauffemenl  permanent,  mais  inégal,  par  rayon- 
nement, d*un  mur  d'épaisseur  indéfinie,  ramené  au  cas  d\in 
échaufTement  analogue  par  contact.  (9-1 3). 

Comme  exemple  des  principes  posés  dans  ses  Communications  précédentes, 
Taoteur  retrouve  la  formule  de  Poisson  en  ramenant  le  cas  du  rayonnement  ù 
celui  de  réchauffement  par  contact. 

or/i.  —  Sur  la  méthode  de  Neumann  et  le  problème  de  Dirichlct. 
(26-27). 

ModificatioD  proposée  à  la  démonstration  de  la  méthode  de  Neumann,  telle 
que  l'a  présentée  M.  Stekloff  dans  une  Note  récente. 

loquet  {G.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  fil  dans  l'espace.  (s-j-So). 

Lorsqu'un  fil  se  meut  en  afFectanl  une  forme  curviligne  et  que  la  vitesse 
tangentielle  est  à  chaque  instant  la  même  tout  le  long  du  fil,  il  figure  con- 
slammenl  une  géodésique  de  la  surface  qu'il  engendre.  Si  la  courbe  reste 
plane,  la  surface  est  une  surface  de  Monge. 

Lorsqu^un  fil  se  meut  en  affectant  la  forme  d'une  courbe  plane,  les  vitesses 
de  tous  ses  points  étant  normales,  si  aucune  force  binormalc  n'agit  sur  Télé- 
ment  de  fil,  il  engendre  une  surface  de  révolution;  ses  diverses  positions  coïn- 
cident avec  les  méridiens  et  ses  points  décrivent  les  parallèles  d'un  mouvement 
uoiforme. 

Boussinesq.  —  Problème  de  récliaufTenient  permanent  d'une 
sphère  par  rayonnement,  ramené  au  problème  plus  simple  de 
i'échauflfement  de  la  même  sphère  par  contact.  (81-86). 

L'auteur  retrouve  par  sa  méthode  do  rédurlion  la  formule  donnée  par 
Poisson  {Théorie  mathématique  de  la  chaleur)^  puis  il  examine  le  cas 
extrême  où  la  conductibilité  superficielle  h  est  insensible,  les  températures 
extérieures  u^  étant  très  élevées,  de  sorte  que  le  produit  hu^so'il  une  fonction 
arbitraire  finie. 

Floquet  (G.).  —  Sur  les  équations  du  mouvement  d'un  fil  en 
coordonnées  quelconques.  (9-- 100). 


(M  \oÏT  Bulletin,  t.  XW,.  p.  iChj. 
Bull,  des  Sciences  malhém.,  1'  série,  t.  XXV.  (Octobre  1901.)  R.i') 
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Guichard.  —  Sur  certaines  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles (le  second  ordre,  (ioo-io3). 


a  At\»  forme 


<J=0 


:Me 


àuàv- 

uiJmrl  p  M.lutiiins  B,.  %.  ....6^  telles  qu'on  ait 

o;  +  6î  +  ...+  e;  =  /(u)  +  »(..), 

l'auteur  rappelle  équation  V.  . 

Si  ri:i)iiatiiin  (i)  est  1^^,  elle  admet  UDC  iofinilé  de  grnupes  de  p   «otutioas 
0,,  ■■.,!),,  ilc'pciKJant  d'une  constante  arbitraire  k  et  telle»  qu'on  ait 


Appliquant  :ili>if  i  l'Ëquation  (i)  la  transformation  de  M.  Montard  A  l'aiJe 
.fum:  sohiliun  X  de  cette  équalion,  on  arrive  à  une  équation  qui  est  E^„  ^, 
ou  E    suivant  que  X  est  une  solution  générale,  ou  une  solution  tinê€lirt 

X  =  a,  e,  +  a,  ï,  + . . .  -f-  0^,6^        <  La?  r^  o), 
cumposéc  aiec:   les  îolutions  d'un   jjroupe   (2)  ou  une  solution  Uotrope,CiS 


Zal^n 
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Le  syslème  canooique  à  deux  vaiiables  (^p  g^) 

di  "'"  dq-  dt    -  dp,         ^'-^'  ^)' 

où  F  est  indépendaul  du  temps,  est  suppose  admettre  une  solution  périodicjue 
de  période  T.  On  peut  supposer  qu'on  uit  pour  celte  solution 


Pi  =  P2~  q^^o 


y 


q^  étant  censé  varier  toujours  dans  le  même  sens  et  augmenter  de  2-,  lorsque 
t  augmente  de  T. 

Cette  solution  périodique  possède  deux  exposants  caractéristiques  nuls  et 
deux  autres  a  et  —  a.  On  dit  que  la  solution  est  stable  quand  a  est  une  ima- 
ginaire pure.  L'auteur  démontre,  au  contraire,  qu'elle  est  instable  quand  le 

3t  '>.TZ 

rapport  ^r=zL  est  commensurable  avec  le  moyen  mouvement  -— -• 

Kollros  (L.).  —  Sur  les  formes  bilinéaires  ternaires  d'Hermite. 
(173-175). 

De  deux  formes  correspondantes  d'Hermite,  ternaires  et  positives,  l'une 
peut  toujours,  par  une  substitution  linéaire  à  coefficients  entiers  complexes  et 
de  déterminant  égal  à  iti  1  ou  à  ±:  «,  se  transformer  en  une  forme  réduite  équi- 
valente qui  rentre  dans  l'un  ou  l'autro  de  deux  types  caractérisés  par  des  iné- 
galités que  l'auteur  fait  connaître. 

JEbert  {IV.).  —  Sur  un  système  d'équations  difTérenlielles  qui 
équivaut  au  problème  des  n  corps,  mais  admet  une  intégrale  de 
plus.  (25i-253). 

Dans  les  équations  canoniques  du  problème  des  11  corps  où  l'intégrale  des 
forces  vives  est  représentée  par 

K  =  T  -  U  =  a, 

l'auteur  introduit  à  la  place  du  temps  t  une  nouvelle  variable  t  définie  par  les 
relations  concordantes 

^'"  =r  U  4-  L.2  =  T4-a. 
dt 

Le  système  différentiel  garde  la  forme  canonique,  mais,  en  c»utre,  il  admet 
une  intégrale  de  plus 

(U-i-2a)  y   X    -j—  —  X  =  const. 

Demoulin  (A.).  -  Sur  detix  surfaces  qu'on  peut  associer  à  toule 
surface  de  Weingarten.  (33o-333). 

L'une  de  ces  surfaces  correspond  à  l'une  de»  nappes  de  la  développée  d'une 


!»  peine  diircn 
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garlen  avec   parallélisme  des  plans   langent!  et  elle  a  mtine 
licrique  de  ses  lignes  de'  courbure.  L'an  Ire  sarface  est  dans  les 
avec  la  seconde  nappe  de  la  développée. 

alion  de  ces  surfaces,  la  recherche  des  surface»  k  coarboM 
e^t  ramenée  à  celle  d'auircs  surfaces  définies  par  des  équation» 
:s  de  celle  dout  dépend  la  déformation  du  parab«loIde  de  r<TO- 


Tzilzéica,  —  Sur  les  équations  de  Laplace  à  solutions  quadra- 
liques.  {487-489)- 


Toutes  les  équalions  de  ia  classe  a 
gement  de  variables,  se  correspondre 


'.  de  leurs  carré*  «oit  aus 
i  solutions  dépend  d'oi 
e  dépendent  pas. 


-y) 


dxdy 


ày 


Painiei'c.  —  Sur  les  singularités  des  fonctions  analytiques  et,  en 
particulier,  des  fonctions  définies  par  les  équations   dîfTéren- 

tiellcs.  (489.492). 

Après  avoir  moniré,  par  l'exemple  de  la  fonction 
j-  =  (logj:y, 
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Siekloff  {W.),  —  Le  problème  des  températures  stationnaires. 
(608-610). 

Il  s^agit  de  trouver  une  fonction  v  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  ^, 
continue  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres  à  l'intérieur  d'une 
surface  fermée  (S),  telle,  en  outre,  que  Ton  ait  à  l'intérieur  de  (S) 

Ai^  -h  cp  =  o, 
et  sur  la  surface  même 

-.-^  -h  hv  =  G, 
dn 

9  étant  une  fonction  donnée,  continue  et  admettant  des  dérivées  premières  à 
l'intérieur  de  (S),  h  une  constante  positive  et  n  la  direction  de  la  normale 
intérieure  à  (S). 

L'auteur  communique  la  solution  complète  qu'il  a  obtenue  de  ce  pro- 
blème (pour  les  surfaces  satisfaisant  à  certaines  conditions)  en  s'aidant  de 
ses  recherches  antérieures  sur  le  problème  de  Neumann  et  la  méthode  de 
Robin. 

Floquei  (G,).  —  Sur  les  équations   intrinsèques  du  mouvement 
d'un  fil  et  sur  le  calcul  de  sa  tension.  (666-668). 

E gorov  {D,'Th,),  —  Sur  les  systèmes  orthogonaux  admettant  un 
groupe  continu  de  transformations  de  Combescure.  (668-671). 

On  peut  ramener  les  équations  des  trajectoires  du  groupe  à  la  forme 

P( —  p  =  const.,        p; —  p  ■=  const., 

P»  Pi»  ?'i  étant  les  paramètres  des  trois  familles  du  système;  l'élément  linéaire 
de  l'espace  prend  alors  la  forme  suivante 

Les  surfaces  qui  composent  les  trois  familles  du  système  jouissent  de  pro- 
priétés intéressantes  :  ainsi  JCAirs  lignes  de  courbure  s'obtiennent  par  quadra- 
tures. 

Ayant  obtenu  un  seul  système  de  valeurs  des  ?,;  =  ?t,  (notations  de  M.  Dar- 
boux),  il  ne  faut  qu'intégrer  une  équation  di(Térentielle  linéaire  ordinaire  du 
troisième  ordre  pour  obtenir  une  série  infinie  de  valeurs  des  p.^  et  tous  les  sys- 
tèmes orthogonaux  homolhétiques  correspondants. 

On  arrive  ainsi  à  définir  par  des  formules  simples  un  système  orthogonal 
général  admettant  un  groupe  continu  de  transformations  de  Combescure  et 
correspondant  à  des  valeurs  données  des  ^■^. 

Ltiouville  (/?.)•  —  Sur  une  mélhode  de  Riemann  et  sur  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  linéaires.  (697-699). 

L'auteur  modifie  la  méthode  employée  par  Biemann  dans  son  Mémoire  Sur 


sas  SIXtlNDli  l'AHTIE. 

la  propagation  d'ondes  aériennet.  Par  son  procédé,  une  iquition  il 
partielles  linéaire  et  du  second  ordre,  rapportée  i  sescaraclérisLiquei  (supposât 

réelles),  !>'iDLËgre  d'une  manière  complcLc.  si  l'un  sait  en  trouver  »ix  âolutioni 
fiOrlieulUrti  qai  peuvent  élre  tout  A  fjit  ijueTconqaes. 


Caslelnuoi'o  et  En 
briques,  (•jig-'^-j:). 


■tqi„ 


—  Sur  une  classe  de  surfaces  iilgé- 


lurftees  algélirîquu: 


Si  une  surface  algébrique  contient 
genre  ît  ^  d  j«  coupant  deux  à  Ueux  er, 


ta  surface  est  ratiunnelte  ou  hien  elle  peut  étrn  r 
motion  biratîonnellt  à  un  cylindre  de  genre  p  > 


De  là  résulte 

que,  si    une  snrraGi 

:  algébrique  cfinlienl  une  itrje  (tontiode  de 

courbes  ra 

iliunn 

elles,  clic  C9L  clle-ru 

éme  rslionuelle  ou  )><• 

■H  elle  peut  êlr«  n- 

mcaie  A  u 

ncjl 

i«dre  de  genre  sup-i. 

■ieur  4  léro. 

Comme 

série  de   Iraniromia- 

lions  birationnt 

:llei  eu  elles- m  «m  es, 

n'cngendrenL    y»*   un 

Ki-uupe  d'c 

irdre 

lini,  se  trouvent  déte 

riuïnées  ;  ettes  lont  rai 

ionnellei  ou  pfuveni 

être  rame 

nèf» 

à  des  cylindres. 

Ce  beau 

riisul 

lut  conilile  Id  simule  \ 

lacune  que  présentait 

encore  U  théorie  in 

surfaces  u 

dinct< 

L«nt  une  st'rie  i:onti 

cJlcs-mtin 

os. 

Kanlor  [S.).     -  Sur  les   surfaces   qui  possède! 
linéaire  de  courbes  ralionuelles.  t7f)i-7y3). 


dente  de  MM.  Castcl 


résultats  de  la  Camniunicjition  pr4cé- 
à  établir  que,  pour  r  >  3,  il  est  impos 
■  série  <k'"-  de  rourbcs  ratliicinelles  ei 
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M.  Thybault  à  toute  déformée  du  paraboloïde  sont  les  transformées  de  deux 
surfaces  NE  parallèles,  à  courbure  moyenne  constante;  inversement,  toul  pareil 
couple  de  surfaces  NE  supposé  connu  fournit  par  quadratures  une  surface 
applicable  sur  un  paraboloYde  quelconque. 

Les  coordonnées  de  ces  deux  surfaces  NE  satisfont  à  l'équation  de  Laplacc 
relative  aux  lignes  de  courbure  de  deux  surfaces  ordinaires,  parallèles,  à  cour- 
bure moyenne  constante;  de  sorte  que  la  déformation  du  paraboloïde  dépend 
de  réquation 

r=:  Sinw  COSW 

Ou  (^v 
des  surfaces  à  courbure  totale  constante. 

^orel^Em.),  —  Les  séries  absolument  sommables,  les  séries  (M) 
elle  prolongement  analytique.  (83o-832). 

L'auteur  commence  par  énoncer  la  nouvelle  définition  qu'il  a  adoptée  pour 
les  séries  absolument  sommables  (par  la  méthode  exponentielle). 

II  "a  démontré,  relativement  au  polygone  de  sommabilité,  que  la  série  n'est 
absolument  sommabic  en  aucun  point  de  la  région  extérieure;  d'où  une 
méthode  pour  la  recherche  des  singularités  de  la  fonction  définie  par  une  série 
entière. 

Il  appelle  enfin  l'attention  sur  un  fait  qui  a  de  nombreuses  conséquences  : 
la  région  appelée  étoile  par  M.  Mitlag-Lefflcr  n'est  jamais  une  région  déter- 
minée de  convergence,  c'est-à-dire  qu'il  existe  des  séries  de  Taylor  telles  que 
tout  développement  (M)  associé  à  ces  séries  (développement  uniformément 
convergent  dans  toute  région  finie  intérieure  à  l'étoile)  converge  en  dehors  de 
rétoile  correspondante. 

Lebesgue  (//•).   —   Sur  la  définilion  de  certaines  intégrales  de 
surface.  (867-870). 

La  longueur  d'une  courbe  reciifiable  est  la  plus  petite  limite  des  longueurs 
des  polygones  qui  tendent  uniformément  vers  la  courbe  (Scheefl'er). 
.  On  peut,  de  même,  dire  que  l'airc  d'une  surface  qiiarrable  est  la  plus  petite 
limite  des  aires  des  surfaces  polyédralcs  qui  tendent  uniformément  vers  la  sur- 
face. Cette  définition  généralise  celle  que  l'auteur  a  donnée  {Comptes  rendus, 
i.  CXXIX)  de  l'aire  des  surfaces  rectifiables. 

Ces  définitions  posées,  M.  Lebes^çue  passe  à  celle  des  intégrales  attachées  à 
une  courbe  tracée  sur  une  surface,  et  des  intégrales  de  surface. 

Stekloff  {  IV.),  —  Sur  les  fonctions  fondamentales  et  le  problème 
de  Dirichlel.  (870-873). 

L'auteur  a  établi  dans  un  Mémoire  antérieur  que  la  méthode  de  Neumann 
résout  le  problème  de  Dirichict  pour  toute  surface  (S)  satisfaisant  à  certaines 
cooditions  générales,  si  la  fonction  donn«'e  /,  à  laqiicllr  doit  se  réduire 
sur  (S)  la  fonction  harmonique  chcrcliéc,  satisfait  à  l'inégalité  de  M.  Lia- 
pou  nofT. 

Il  serait  important  de  s'affranchir  de  cette  restriction   et  de  démontrer  la 


m4  SKCONDIi    l'AltTlB. 

DiÉthode  de  Kcumann  son*  la  lejlc  cuntlitioa  que  /  loi'f  conliaue  lur  (S 

Lu  ilémonsirjlion  ifnt  M.  SlrklnfT  a  indiquée  i  cet  rttei  au  commeaceuc^ 
de  iijoo  (  Complet  rendus,  t.  C\X\  ]  prêtant  i  quelque:  obienlinns,  il  x  pro^- 
jinge  d'en  pulilrer  une  aulrr,  entièrement  rigoureuse;  I»  présente  Note  «ontMi^ 
l'r-nonré  de  quatre  letnmes  prélimiasircs  mf  lesquels  csl  fondée  rettc  nauMll   ' 


M 


Fottchr  {M.).  —  Sur  les  s^slèmcs  ortiiogonaux  admeltant  uc^ 
groupe  continu  de  iransformations  de  Conibeàcure.  (8^3-875)  — 

L'auteur,  cité  par  M.  Egnrnv  dans  s*  Nuts  récente  sur  \t   ittims  fujet  (v0iV~ 
ci-dessus),  cuniplèle  sur  l'ertaini  puinli  s»  résultat!  intérieurs. 

La  ronction  u  dout  les  dérivées  piitielles  sont  ks  coefnoicnts  de  l'éKinen* 
linéaire  de  l'espace,  é|j;alée  â  une  couitante.  rournlt  l'équïiion  des  Irajeelam* 
orlliogonales  det  lignes  qui  joignent  les  points  du  tyslérae  onhogonxl  ob  le» 
plans  tBDsenis  aux  iriiis  surfaces  conservent,  la  même  direction. 

On  peut  roriner  une  suite  indélînie  de  ijtlèmes  ortheftonaui  p4r  de«  quadra- 
tures qui,  A  Miaque  opération,  inlroduîscni  trois  confiantes  nrbitrairei.  Dani 
t'iiis  ce»  \vMcmes  (qui  arrivent  A  dépendre  d'autant  de  conMunm  nrbilraira 

dont  les  rot-fticients  sont  des  funciions  de  p,  —  p  et  de  p,  —  f . 

Fiediiolni  {/.).  —  Solution  d'un  problème  d'équilibre  élastique. 

\8;5-S7(i). 


général  de  l'équilibre  d'un  corps  élastique  quelei 
lier  du  même  genre. 
Il  fait  l'application  de  celle  méthode  au  cas 


n  peut  ramener  le  problème 
ique  A  un  prublême  parlicn- 


rhybaut\^A:).  - 


■  \cs  .surfaces  isothertniques.  (gSu-gSS). 

ioni  le  point  de  départ  est  ce  théorème  : 
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jiales,  août  1900),  de  TexisteDce  de  la  surface  passant  par  un   contour  et 
t  Taire  est  mi  ni  ma. 

oine,  —  La  Géomélrographie  dans  l'espace.  (937-939). 

ronvenlions  proposées  pour  apprécier  la  simplicité  des  constructions  réali- 
tés au  moyen  de  droites,  de  circonférences,  de  plans  et  de  sphères.  Examen 
dÊ^^        <«jeux  constructions  du  plan  mené  par  un  point  perpendiculairement  à  une 

?r  (L.).  —  Sur  les  fonctions  bornées  et  inlégrables.   (984- 
7)- 

démonstration  de  ce  théorème  : 

{x)  étant  une  fonction  bornée  et  inlégrable  dans  l'intervalle  de  o  à  air 

trémités  comprises)^  la  série  de  Fourier  qui  correspond  à  f{x)  peut 

divergente,  mais  en  tous  les  points  x  pour  lesquels  f{x)  est  continue 

our  lesquels  f{x-\-  o),  f{x  —  o)  sont  finis,  mais  distincts,  la  moyenne 

^0  -f-  5,  -h  ...  4-  5„_, 

n 

sommes  des  n  premiers  termes  de  la  série  tend  vers  une  limite  qui  est 
le  à 

^[/(x-^o)  -+-/(x-o)]. 

a  même  analyse  prouve  aussi  que  toute  fonction  continue  d^une  variable  est 
îloppable  en  une  série  de  polynômes  (  VV^eierstrass). 

loff  {W.),  —  Sur  la  méthode  de  la  moyenne  arithmétique  de 
umann.  (987-989). 

s'appuyant  sur  les  lemmes  énoncés  dans  sa  dernière  ÎNote  (  voir  ci-dessus  ) 
eur  démontre  que  : 

série  de  /Veumann  converge  absolument  et  uniformément  dans  tout 
aine  (D)  intérieur  à  la  surface  donnée  (S),  quelle  que  soit  la  fonc- 
/,  limitée  sur  (  S  ). 

n  conséquence,  la  méthode  de  Neumann  fournit  la  solution   du   problème 
rieur  de  Diricblet,  quelle  que  soit  la  fonction  continue  f  h  laquelle  doit  se 
Kjirc  sur  (S)  la  fonction  harmonique  cherchée. 

en  est  de  même  du  problème  extérieur  de  Dirichlet. 

^m  (P.).  —  Sur  le  théorème  d'Hugoniot   et  sur  quelques 
^orèmes  analogues.  (1 17 i-i  173). 

auteur  se  propose  de  déterminer  la  vitesse  a  de  propagation  d'un  ébranlc- 
^^t,  au  point  x,  y^  z  et  au  temps  t^  dans  le  sens  de  la  normale  à  la  surface 
•^de  (S).  Cette  surface  qui  partage  l'espace  en  deux  régions,  i  et  2.  est  dite 
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^ 

otute  d'ordr 
l-Mpiee  I,  se 
itm  les  cspa 

e  n  poui 
propagea 

■  une  runcUon 
nt  dant  h  Ton 
si  la  fonction 

V  ^ 

clinn  U,(x., 

,-...0".)ïUq«c.dfc*«*«     1 

s'annule  sur 

iacluiiremeo 

On  a,  pour 

5  ain^l 
'  les  onde! 

lue  taules  le» 
!  d'ordre  impai 

diJriïêcs   pai 
r  in  +1, 

""■"■ "i 

a 

-m^hi^hm 

)1-(Î3)'.            1 

pnurl«ond 

es  d-ordrt 

■  pair  in, 

V  -  '*'i"".^ 

en  ilésignanl 

pari^V 

lo  rù^iillflt  .k- 

|-«p*rali«n  i 

aj-pliiliiùc  m  f..ii  à  la  fi.nf^"^ 

Onichard  {€.).     -    Sur  les  cotigi 
focaux  sont  cycliques,  (i  177-1  179). 


donl  les  deux  réseaui 


Congruentos  G  dont  If 


i  celte  des  réseaux  dont  les  dedt 

cur  cherche,  d«ns  l'espace  1  cinq 
icaux  focaux  sont  orlhogonaiix.  Oa 
e  G  en  formant  lontes  les  équalioal 


Li'SV^"'    !('!;)'' 
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Est-il  possible  de  présenter  celte  série  et,  par  conséquent,  la  solution  du 
problème  de  Dirichlet  sous  la  forme  d'un  potentiel  de  double  couche? 

M.  SteklofT  établit  qu'il  faut  répondre  à  ces  deux  questions  par  l'affirmalive. 

Liapounoff ,  —  Sur  une  série  relative  à  la  théorie  d'une  équation 
différentielle  linéaire  du  second  ordre,  (i  i85-i  i88). 

L'auteur  revient  sur  l'équation 

considérée  dans  ses  Notes  antérieures  {Comptes  rendus,  1896  et  1899)  pour 
compléter  ses  premiers  résultats  relativement  au  cas  où  x  est  réel  qI  p{x)  une 
fonction  continue,  périodique. 

Les  solutions  sont  toutes  des  fonctions  limitées  si  A'<  1;  toutes  (sauf  y  =  o) 
sont  des  fonctions  illimitées  si  A->  i;  l'auteur  indique  le  moyen  de  reconnaître 
à  laquelle  de  ces  deux  inégalités  satisfait  A,  constante  caractéristique  de 
l'équation  proposée,  quand  son  carré  n'est  pas  égal  à  i,  ce  qui  est  le  cas 
général. 

Krause  {M,),  —  Sur  les  fonctions  thêla  à  trois  vaiiables.  (i  188- 
1190). 

Les  théorèmes  établis  par  l'auteur  prouvent  la  possibilité  de  former  des  sys- 
tèmes orthogonaux  de  64  coeflicients  dont  les  éléments  sont  des  produits  de 
fonctions  thêta  et  donnent  tous  les  systèmes  possibles. 

Jouguet.  —  Le  théorème  du  tourbillon  en  ïlierniodynaniique. 
(1190-1191). 

L'auteur  énonce  un  certain  nombre  de  cas  auxquels  il  a  pu  étendre  le  théo- 
rème fondamental  de  la  théorie  des  tourbillons,  pour  les  fluides  sans  viscosité. 


ATTI  OELLA  R.  AccADEMiA  DELLE  ScMENZE  Di  ToRiNO.  In-8".  Toriiio,  C.  Clauseii. 

Tome  XXXll,  189G-1897. 

JSeriini    {Eug,).     -      [M|6/].    f^cs    tangentes    multiples    de    la 
cajleyenne  d'une  quarliquc  plane  générale.  (3.>-33). 

Étant  donnée  une  quartiquc  plane   générale,  il  existe  vingt  cl  une  droites 
sur   chacune  desquelles  il  y  a   une  involution  de  groupes  «polaires  de   trois 


398  SECONDF.  PARTiK. 

poi'nli.  C«  Boni  cellp<  qui  font  partie  de  cubique»  poUires,  e 
geotfs  quadruples  de  la  cayleyenne. 

Burati-Fortt(Cês.).  —  [11].  Les  classes  finies.  (34-Sa). 

L'Buieur  adoplc  U  d^lînîtinn  de  clarae  linie,  Aonate  par  Dedekind  (  »'« 
sind  and  ivat  tollen  die  Zaklen?)  et  au  mo<rcn  spulcuirnt  itii  nolioni  de 
classe  el  de  correspondance  il  démontre  le  principe  d'induclioD  complète,  el 
ëtalilït  la  nolion  de  nombre  entier  indépendamment  de  luul  conrepl  de  gni- 
(leur  et  d'ordre.  L'espiisitinn  est  (aile  en  symboles  de  logique. 


Campelli  {Ad.).  —  [T7c].  Sur  le  moiiv 
dans  un  champ  magnétique.  (5a-65). 


bli 


M.  W.  Duane  (  Wiedemanna  Ai 

suspendu  el  osciltanl  entre  1 
llaLions  lorsqi 


Dl  d'un  diclrclrique 
i  rjlindre  i»n- 


liai  a 


sensible  lorsque  l'axe  est  p. 
(lier  ce  pliénomrnr,  le  rappn 
électrumutrice  produite  par 
santés  de  la  farce  fteclromol 
sphère,  puis,  dans  le  cai  ni 
de  l'alTïi  bli  s  sèment  des  uscil 


Guidi{Cam.).   —  [T26].  Sur  le 
parois.  (137-1^4^- 


\len.  1II96)  a  observa  qu'ai 
pôles  d'un  électro-aimaal  subit  un  ■llaï- 
l'axe  du  ejlindre,  qui  ni  austi  l'aie  de 
le  force,  et  qu'il  ne  subil  pas  d'aiïatbliMeuient 
èle  A  ces  lignes.  M.  Campelli,  m  vue  d'étu- 
des recherebes  de  J.-J.  Tliomsuo  sur  la  forCr 
corps  en  mouycment,  el  calcule  tes  compo- 
dans  le  corps  oscillant  quand  celui-ci  est  uar 
iiiné  du  cylindre,  en  expliquant  le  pkénoni^ae 


ali:ul  des   poutres   à   pliMin 


Ravent'  (Guslavf).  —  [U].  Sur  les  pertiirhalioiis  produites  p»r 


/inifili-J-Wli  (Cés.\.  -[II.  réf.  15].  Sur  un  théorème  de  M.  G. 
'';iiitor.  ^aag-ai-V 
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Betiazzi  (Hod.).  —  [H]*  S^ii*  '^  défini  lion  du  groupe  fini.  (^352- 
355). 

En  ap|ili(|iiant  un  tlu'orrnie  de  M.  Hurali-Forii,  l'auteur  inonlrc  que  la  défi- 
nilion  de  gruupe  fini  donnée  par  lui-ni(>nie  {voir  ces  Atti,  i89.')-()())  et  fondée 
sur  la  notion  iVordre,  coïncide  avec  la  définition  dcjà  donnée  par  Dedekind. 

Ramorino  (Aug.).  —  [03rf,  e].  Sur  certaines  propriélés  des 
courbes  de  l'espace  en  relation  à  leur  courbure  et  torsion. 
^47«-483). 

Observations  sur  Texpression  du  volume  du  tétraèdre  ayant  pour  sommets 
quatre  points  infiniment  voisins  d'une  courbe  gauche. 

Lampe  (£*.).  —  [X.2,  réf.  D6^].  Sur  quelques  erreurs  <lans  les 
Nuove  tax'ole  délie  funzioni  iperboliche,  de  M.  A.  Forlî 
(Roma,  1892).  (53o-533). 

Peano  (Jos.),  —  [Vi].  Études  de  logique  mathématique.  (565- 
583). 

^4imoneiii  (Ces.).  —  [U].  Détermination  relative  de  la  gravité 
terrestre  à  Turin,  faite  en  1896  au  moyen  de  Tappareil  pendu- 
laire de  Sterneck.  ^7i5-'j.{ï). 

Vailati  {Jean),  —  [R26].  Sur  la  notion  de  centre  de  gravité 
dans  la  Statique  d'Archimcdo.  (-.^-2-758). 

*Segre  (Corr,),  —  [M2i6].  Sur  mon  Mémoire  :  Sur  la  décom- 
position  des  points  singuliers  des  surfaces  algébriques, 
(781.789). 

Réponse  aux  observations  de  M.  Del  Pezr.o  {Atti  cleW  Accad.  Pontaniana^ 
Vol.  XXVII). 

-A'iccoletti  {^Ilonorr).  —  [^'^l-  Sur  la  tr.insformation  dos  é«|ua- 
tions  linéaires  homogènes  du  second  ordic  aux  dérivé<*s  par- 
tielles  à    deux    variables    indépendantes.   (790-816).    Mote    II. 

Ce  travail  est  un  rompléinent  du  Mrmoin*  piililii*  p:ir  l'auteur  dans  le^  Annali 
delta  a,  Sritotu  Aormate  sti/tcriorr  di  I*is(t.  Vn|.  Mil.  Le  prol>!èmc  truite  par 
l'auteur,  qui  est  relui  des  tran^loriiiHlioiis  intc^ro  dijft'rentirlles,  cuiidi>te  dans 
ce  4|ui  suit  : 

t'Iftni 

\(5>       ar       j /'S    .    rt        /dp    ■    ivq       fz       o 


SECONDlî  l'AItTlli. 

»  =  S.,.--.+  ïP,A, 


P,,  Q,  eVant  d»  fortctiana  linéaires  homogénri  dt  : 


r(  cfe  *M  dùriuéa. 


est  inJiijuée  (mr  [m,  y?|  lorsque  o  ^  i -i- A  ^  m.  «  ;>  «1' 
iiitil't'raleii  A,  llgiiranl  dkins(i)-  \<»  Iransformalioncsl  jM- 
I,  clérivén  de  u,  enmbjnéea  avEi-.  A(s]  =  o  cl  ses  détrife*" 
■I'  les  dirivéei  de  i  de  IV.rdre  le  plus  ileTd  en  fnnclti»  *1* 
iir  de  tu  et  des  A,.  Si  ccU  o'n  pas  lieu,  la  lrans(urniUi<>^ 
raiisfoniiation  générale  [  "i,  p]  Ml  déterinincc  pirim-^^ 
■s  de  l'i-qualioii  \(;)  —  o  el  p  solulioos   li,  du   l'*ilinl>»*^ 


<l'(«)  ^  — rii!-' 
Les  subslilutiutiB 


i)m>u) 


î°  Celles  puur  Icqiif 


s  du  t;|>e  bj'perboliqBe  oa 


mcuii  de  ces  cas,  l'expnision  n 
ue  i  l'équation  donnée,  etiqnr 
de  suliitioni  pinieolitrrt 
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rfwrdonnés,  limités  par  les  projections  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur 
la  sur/ace  algébrique 

Xx^/^^CÇ^ir?,  +  sxr^^^  X'  _  ^  ^= + p, + V .^^'  .r=  _  ^  ^=  +  ^3  =  t:, 

la  quantité  J  ne  change  pas  en  déformant  et  en  déplaçant  la  courbe  sur  la 
sur/ace. 

Ce  théorème  est  une  extension  de  celui  de  l'addition  des  fonctions  tiigono- 
métriques,  qui  peut  recevoir  la  forme  suivante  : 

La  quantité 

J    sj\  —  x^    J    ^i—y- 

ne  change  pas  si  les  limites  x,  y  des  intégrales  satisfont  à  l'équation 

x\Ji  — y"^-^  y  >J  i  —  J''"  =  const. 
En  général,  pour 

J'=  /   /   9iiyj  ^)dydz-{-  I   I  ^^{z,  x)dzdx-h  I   f  ^^{x,  y)  dx  dy, 

les  surfaces  /=  const.,  telles  que  J'  soit  constant  lorsque  a,,  a,,  a,  sont  les 
projections  d'une  même  portion  de/,  sont  données  par  les  intégrales  de  l'cqua- 
lion  aux  dérivées  partielles 

df  df  i)f 

Suit  une  remarque  communiquée  à  l'auteur  par  M.  Picard,  qui  conlient  des 
considérations  analogues.  Enfin  l'auteur  montre  le  rapport  que  le  résultat  pré- 
cédent a  avec  la  Ihéoric,  développée  par  lui-même  ailleurs  (voir  Bendiconti 
dei  Lincei)f  des  fonctions  de  lignes. 

Vailati  {Jean),  —  [RG<7a].   Le   principe   des  travaux    virtuels 
depuis  Arislole  jusqu'à  Héron  Alexandrin.  (940-962). 

j4lmansi  [Emile),   —  [T2ao,  réf.  l'4rt].    Sur  la    défornialion 
d%ine  sphère  élastique  soumise  à  la  chaleur.  (963-969). 

Etant  w,  V,  w  les  composantes  du  déplacement  du  point  x,  y,  5,  l'aulcur  pose 

i)X 

&'^ 

V         T.  ^!-     /    , 


IV     : 


Oz 


i3i  SECO.NUli  l'AllTlE. 

et  a|irKi  avoir  di-lermiiié  li  fontlion  <^,  de  iiiani^iT  i  siupltlier  Im 
aux  dérivées  paitii^Uea  du  second  ordre  que  l'on  »  pour  (,  iq,  C,  ci  01 
premier  ordre  que  l'on  a  pour  ce»  mfmcs  rancliuni  A  la  «urfaee  do  II 
il  observe  que  ces  ëi|ualions  coliicidenl  avec  cellr»  que  l'on  luraJt  il»n»  It  i 
de  la  dérurniiiiion  d'une  sphère  élastique  soamiïc  à  des  tentions  ft  h  «urbn: 
qui  lui  permet  d'appliquer  une  méthadc  d'rniégralion  déjà  appliquée  pir 
■lans  son  Mémoire  :  Sulla  dtjormaâone  di  una  tfeia  elailica  (Mtm.  dt 
B.  Accad.  délie  Scienze  dl  Tnrino.  a-  série,  1.  XLVll).  Par  celte  méthode 
trouve  les  Cl  présidions  de  \,  t,,  '  au  uio^en  d'intégrales  définies. 


1 


A'iccolelli  {lion 
lions  linéoire^ 
lielles  ù  lieux 
Note  I.  (790). 


■>ré).  —  [H9].  Sur  la  Iran  s  formation  des  éqa  ^i^Mit- 
homogènes  du  second  ordre  aux  dérivées  pa^^Kir- 
variables   indépendantes.  Mole  II.  (970-996^^46]. 


Ilelatioiis  cnlrr   Ici  transfuniiations  inlégro-dilTJreDtiElles  STCC  l«i  trtttO^. 

nialionsinlL'îiraiesct  lestrau3rormalion!idiirérenliel1es(^/ina'ide//aA. 
Normale  supeiiorc  di  Pita,  t.  VIII).  Kn  appelant  paire  ou  impaire  tant  trt 
formation  inlégro-rlifTérentielle  suivant  que  le  nombre  p  des  intégnles  A,  ■ 
y  ligurent  est  pair  ou  impair,  l'auteur  trouve  que  loule  transformalion 
peut  s'oblenir  en   composant  une  transformation  dilTéreotielli 
d'une  transformation  différentielle;  une  transformation  impair 

tielle. 

De  ec  lliéorènie.  on  déduit  plusieurs  conséquence»,  par  eieropil  la  relat   _3 
qui  a  lieu  entre  les  équations  adjointes  de  deux  équations 

liées  entre  elles  par  une  transformation  inlégro-difléren tielle,  et  la  djlcnni^S 
lion  des  transformations  inverses,  et  des  solutions  particulièrM  (de  f'^M^V- 
donnée  et  de  son  adjointe)  dont  elles  dépendent.  L'équation  A(«)  =0,  et  W-- 
les  transformées  inlégro-dilférentielles  données  par  un  m£me  groupe  de  t^aa 
lions  particulières  de  A(2)  :^  a  et  de  son  adjointe,  sont  entre  elles  en  relk — 
involulive,  c'est-à-dire  que  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  on  peut  i>hC_  ■ 
toutes  les  autres   par  une  transformation  intéiro-dilTérentielle  correspon   -^ 
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■itésimale.  Eofio  Tauteur  cherche  les  relations  qui  ont  lieu  entre  deux  trans- 
fornées  quelconques  d'une  équation,  et  trouve  que  celles-ci  sont  liées  par  une 
transformation  intégro-différentielle  correspondant  au  groupe  de  solutions  de 
l'équation  donnée  et  de  son  adjointe,  qui  ne  sont  pas  communes  aux  deux 
transformations;  et  il  en  déduit  que  l'ensemble  de  toutes  les  transformées  de 
la  fonction  m  coïncide  avec  celui  de  l'une  quelconque  de  ses  transformées. 

jiarbasso  (Ani.).  —  [T7c].  Sur  un  système  dicyclique  imparfait 
représentant  un  couple  de  circuits  doués  d^induction  et  de 
capacité.  (1008-1021). 

fiizzo  (J.-B,).  —  [U].  Valeurs  absolues  et  variations  séculaires 
des  éléments  du  magnétisme  terrestre  à  Turin.  (ioa2-io33). 

^albi  (  Via.).  —  [U].  Éphémérides  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
rhorizon  de  Turin  et  pour  i8g8.  (io34-io5o). 


Tome  XXXIIÏ;  1897-98. 

J^eano  {G.).  —  [H  la].  Généralités  sur  les  équations  différen- 
tielles ordinaires.  (9-18). 

Existence  des  intégrales  et  leur  expression  en  série  obtenue  par  l'application 
des  substitutions  des  nombres  complexes  d'ordre  n. 

Segre  (Corr.).  —  [M2I6].  Sur  un  problème  relatif  aux  inter- 
sections de  courbes  et  de  surfaces.  (19-23). 

Autre  réponse  i  M.  Del  Pezzo  {Atti  délia  Accad.  Pontaniana,  t.  XXYU  ). 

Btriini (Eug,).  —  [M|  le].  Dans  quels  cas  deux  courbes  planes 
de  même  ordre  ont  les  mêmes  premières  polaires?  (23-29  ). 

I..es  cas  sont  les  suirants  : 

1*  Les  Qo'  courbes  (d'ordre  n)  ayant  sur  chaque  c/^té  d*un  triangle  donné 
n  points  d'hyperosculation  (points  simples  dont  la  tangente  y  a  un  contact 
d'ordre  n  —  1)  dont  les  tangentes  concourent  au  sommet  opposé: 

9*  Les  oc*  courbes  ayant  les  mêmes  points  d'hyperosculation  en  ligne  droite 
et  les  tangentes  relatives  concourant  en  un  point; 

3*  Les  oc'  courbes  ayant  un  même  point  {n  —  i)"?'"  avec  une  même  tangente 
unique,  et  ayant  chacune  un  point  d'hyperosculation,  les  points  d'hyperoscu- 
lation étant  sur  une  ligne  droite  passant  par  le  point  {n  —  i)"''*,  et  les  tan- 
gentes en  ces  points  concourant  en  un  point  de  la  tangente  au  même  point 
in  —  !)•»*•; 

\*  Le*  x'  courbe*  (formant  un  faisceau)  ayant  nn  même   point   f/i  — i)*»'* 

itall.  tlfs  Sn'rnres  mnthem.,   ••  «i^rif,  t.  XXV.  (Ortobrf  ir»«>i,;  R.ift 


■vec  mèinc  Ungentc,  r 

5*  Les  ce'  courbes  co 
tnuchanl  cette  droite  t 


SBCONIM-:  PAllïllî, 

ont  les  Ji'  inlei'9ectiaaB  coriiMinnm  «e  réutiÏMcnlâ 


Oi>«==«  {Elle).  —  [T2è].  Sur  le  calcul  des  charpenles  r^li.u- 
laires  non  planes.  (3o-38). 

Baggi  (  Vicl.).  —  [U].  Sur  la  forme  la  plus  convenable  à  donner 
anx  supports  des  lunettes  dans  les  ihéodolîles  el  tes  niveaux. 

Levi  {iieppo).  —  [M,  le].  Hésolulion  des  siogularilés  ponctuelle.^ 
des  surfaces  algébriques.  (66-86). 

On  |iFul,  par  îles  transforinutiuQS  birationiitrlks,  résoudre  tuules  l«  tinEuli- 
rité<  ponctuelles  d'uue  surface,  en  réduisant  celle-ci  &  une  surface  n'tjiat 
qu'une  ligne  double  biptanaire  avec  un  nombre  Tini  de  points  cuspidaui,  ordi- 
naires pour  la  ligne  et  pour  la  surface,  et  un  nombre  Uni  de  poioit  iriplcs 
urdinuires  p<iur  la  li'i^ue  e(  IripUuaires  pour  la  suiface. 

Piz-etti  (Pau/).  —  [U]-  La  réfraclioa  astronomique^cslculée 
suivant  riij'pollicse  de  Mendeleef  sur  la  distribulioD  verticale 
de  la  température  dans  l'air.  (aiS-aaô). 

Delitata  (Jos.).  —  [KSOea].  Contribution  à  l'étude  du  problème 
de  Polbenot.  (3i  i-32o). 

Bettazzi  (Jiod.).  —  [D2(f].  Sur  les  séries  (successions)  A  lermes 
tifs  dont  les  parties  représentent  un  continu.  (.'ï5.i-3-4). 
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doDDé  i  sa  propre  inertie  peuvent  se  séparer  en  deux  f:roupes,  donl  l'un  con- 
tient seulement  les  paraniôtre»  caractéristiques  du  mouvement.  Le  cas  le  plus 
simple  est  celui  des  systèmes  rigides  libres;  le  mt^mc  a  lieu  pour  le  mouvement 
d'un  corps  ri{;ide  plongé  dans  un  fluide  indéfini,  et  aussi  dans  un  autre  cas 
étudié  par  Tauteur  dans  les  Bendicondi  dei  Lincei,  iSg.")  {Sitlla  rotazione  di 
un  corpo  in  cui  esùtono  sistemi  cfc/ici)«et  dans  les  Annali  di  3fatematica, 
t.  WIV  (  Sulia  rotazione  di  un  corpo  in  cui  esistono  sistemi  policiclici).  Ici 
l'auteur  se  propose  d'étudier  tous  les  cas  où  l'on  a  une  semblable  séparation 
des  paramôlres  dans  les  équations  difTérentiellcs  du  mouvement,  et  qu'il  dé- 
signe par  la  dénomination  dt^  moui-ements  spontanés  à  caractéristiques  indé- 
pendantes. Il  fuit  l'étude  des  intégrales  du  premier  et  du  second  degré,  et  la 
réduction  correspondante  des  é(|uations. 

'ano  (Gino),  —  [^^-4^  ]•  I-'CS  groupes  continus  primitifs  de  Irans- 
forinations  créinoniennes  de  Tespace.  (48o-5o4)- 

Un  tel  groupe  peut  se  réduire  à  un  groupe  projoctif  ou  à  un  groupe  con- 
forme; plus  précisément  à  l'un  de  certains  neuf  groupes  que  l'auteur  assigne 
particulièrement.  Ces  résultats,  déjà  obtenus  par  l'auteur  en  commun  avec 
M.  Enriquez  {Annali  di  Matematica^  'j*  série,  t.  \\V)  en  se  fimdant  sur  la 
classification  donnée  par  Lie  des  groupes  continus  primitifs  de  transformations 
p<mctuclles  de  l'espace,  sont  retrouvés  ici  par  une  voie  plus  directe  et  en  fai- 
sant usage  seulement  du  théorème  suivant  de  Lie  : 

Un  groupe  continu  de  transformations  ponctuelles  d'un  espace  quel' 
conque^  qui  autour  d'un  point  général,  imposé  comme  point  uni,  sulfor- 
donne  le  groupe  projcctif  maximum t  peut  être  réduit  par  une  ultérieure 
transformation  ponctuelle  <i  un  groupe  projectif. 

Peano  (Jos.),  —    [Blâc].   Analyse  de   la  théorie  des  vecteurs. 
(5i3-534). 

Examen  des  idées  et  des  propositions  primitives  de  cette  théorie. 

Jadanza  {\iroc/rmr).  —  [L].  Un  nouveau  focoinùlre.  (  oS.VjSç)  ». 

Volterra  [J  ito).  —  [I^^l*  ^"^  Tinlégralion  d'une  classr  d*cc|ua- 
lions  d\naini({ues.  (^T)  (•>-.*) jS). 

Note  fiiisani  suite  à  la  prrre«lcnte  (  v<nr  ei-d«*ssiis).  P'dbonl  l'auteur  se  iHtrne 
aux  mouvement**  (S{M)ntaiiés  à  earaetéristiques  in(iépeii(Kinle>  )  du  seroud  ordre, 
c'est-à-dire  à  ceux  qui  «iépendenl  de  deux  caraclêr>>tique<«.  (li*>  earatti-risliques 
s'obtiennent,  dans  et*  ea**,  e\priinée>  par  <le<  expouentieileN.  Suit  le  cas  des 
mouvements  d'ordn*  v,  .iveev  —  j  intégrales  linéaire^,  dont  les  eaiaelerisli»jues 
s'expriment  par  »les  fourtions  expimeiilii^lles  et  triuononiétriquc>;  et  celui  de*» 
mouvements  d'«»rilre  v  avee  v  —  '.\  iutci^rales  linéaires  et  une  intégrale  quailru- 
tiipie,  où  les  eararléristiqiies  sont  des  fonelions  ellipti(|ues  du  temps. 

\aiittti  {Jcdtn.  NT)].    I^cs   spri-tdalions   de  ,Ioaii    In'iiedclli. 

Sur  le  niouvriiinil  dt's  (*or|)N  |H'Haiit>.  '  .'>  M)-rKS  \  i. 
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Sur  ta  courbure  des 
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e  variété  qiielconqi 

,e.  (Gg^-: 

;oo).  Noie  11 

■  (759-778). 

Baggi  {Vict.).  —  Eian 

lien  de  la 

compensatif 

)n  entre  la  tranchée 

et 

le  remblai  dans  les 

projets  routiers.  (70 

1-7^8). 

Chin 

i(Afineo).-[Hi 

[.  SiirTéq 

nation  différentielle  de  deuxième 

ordre  lioéaiie  iiomogè 

■ne.  (737- 

■;45). 

Toute  (orme  de  degré  m. 

à  cocffiiienl 

^  coDitantf,  de  deux  Mlatioai  de  r«qM- 

lion 

>'-^É.y 

■'+6r=». 

a.  b 

ëlani  de>  (onclionî  qt 

.ekonques 

de  la  variablf 

■  ndépendiiitt.  et  m  un 

non, 

brr  entier  et  positif,  sa' 

lisrait  i  uo( 

■  éqaation 

fm  +  l 

,  «Uni  un  poJïnomc  dilTdrentitl  lii 

L\ 

aliaitlioa  de 

*»nl  que  m 

est  impair  ou 

pair). 

Niccoletti  {Honoré).  —  [H\  a\  Sur  les  conditions  initiales  qui 
déterminent  les  intégrales  des  équations  difFéreotieiles  ordi- 
naires. (746-759I. 
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riaol 

f\x)  —  (x  -  a  )•...(«  —  //*, 

est  aoe  intégrale  de  l'équation 

v''')=?(x). 

l'auteur  démontre  le  théorème  précédent  par  une  méthode  d'approximations 
successives,  et  en  indique  l'extension  aux  systèmes  d'équations  simultanées,  et 
enfin  i  une  classe  d'équations  aux  dérivées  partielles. 

Jadanza  (Nicodème).  —  [U].  La  lunette  terrestre  raccourcie. 
(8o3-8o8). 

Cazzaniga  {Titus),  —  [I'^^]*  Fonctions  holoniorphes  dans  le 
champ  elliptique.  (SoS-SsS). 

Balbi{V,).  —  [U].  Éphémérides  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
rhorizon  de  Turin  et  pour  1899.  (832-848). 

Jadanza  {Nicodème).  —  [J2e].  Quelques  observations  sur  le 
calcul  de  Terreur  moyenne  d*un  angle  dans  la  méthode  des 
combinaisons  binaires.  (883-9o3). 

Jjevi-Civita  (Tullius).  —  [HiOc].  Sur  l'intégration  de  Téqua- 
lion  ^2^2'*  =  o.  (932-956). 

Cette  intégration  dans  une  aire  plane  simplement  connexe,  pour  des  valeurs 
de  u  et  de  sa  dérivée  par  rapport  à  la  normale  données  au  contour,  peut  être 
réduite  : 

I*  A  la  représentation  conforme  de  l'aire  donnée  par  un  cercle; 
-j*  A    la   résolution   d'un   certain    système   d'un    nombre    infini   d'équations 
linéaires  avec  un  nombre  infini  d'inconnues. 

Pour  la  résolution  de  ce  système  l'auteur  donne  une  méthode  d'approxima- 
tions successives. 

Niccotetti (Honoré).  —  -  [H9].  Sur  la  théorie  de  la  transformation 
des  équations  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépen- 
dantes. (956-968). 

La  théorie  des  transformations  intégro-différentieUes  (voir  Niccoletti,  ces 
Atti,  184^6-97),  étudiées  par  l'auteur  pour  les  équations  linéaires  homogènes  du 
deuxième  ordre,  ne  peut  s'étendre  aux  équalion««  linéaires  homogènes  d'ordre 
supérieur  que  dans  le  ras  nu  les  roeffirients  de  l'équiition  Hrinnée  «satisfont  •) 
de*  relation^  partiruliérr«. 
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méromorphes  dans 

le  char. 

ip  1 

rationDel  el  dans  le  champ  clllp- 

lique.  (983-iooa). 

Gifnérjlisalion    du   ihii 

Dréme   de 

Pi. 

ard  sur  les  vaku 

rs   cicepl.o...id1«  àc* 

Étant  f,,  . . .,  If.  dei  fonctioni  eallérei  et  X,,  . . .,  'X.  un  lyilimf  di  para- 
maires  arbitraire] ,  il  ne  peut  exister  pttu  de  n  systèmes  de  traleurt  l  t*fJ 

n'ait  yn'iin  nombre  fini  de  zéros. 

Tlii'rji-L-uie  analogue  pour  les  fonctions  méromorplips  : 

l'ne  /onction  holnmorphe  dam  te  champ  tUipiique  est  une  fonctiiM  finie 
dans  tout  le  parallelofiramme.  à  l'exception  de  l'origine,  OÙ  elle  a  un 
point  sini;ulier  essentiel:  une  fonction  mèromarphe  dans  le  champ  eUîp- 
ti'i-ie  II.  dans  U  parallflograniine.  un  nombre  fini  ou  infini  de  pôles  êl  n» 

Si  l-'(u)  est  huliiDiorphc  dans  le  champ  elliptique,  il  ne  peut  J  BToir  pJBldt 
ti.iis  valeurs  de  v  telles  que  IVquation 
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NOU\*ELLES  ANNALES  de  Mathématiques.  Journal  des  candidats  aux  Ëcolos 
spéciales,  à  la  Licence  et  à  TAgrégalion,  dirigé  par  MM.  C.-A.  Laisant  et 
X.  Antomari  (M.  —  3*  série. 

Tome  XIX;  1900. 

Résumé  des  principales  formules  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. (2-1 1). 

Fonctions  de  Weierstrass.  —  Fonctions  de  Jacobî.  —  Fonctions  snu,  cnii, 
dnii. 

Il  est  devenu  impossible  de  retenir  la  multitude  de  formules  mathématiques 
jouant  un  rùle  dans  les  applications  de  jour  on  jour  plus  nombreuses.  Pour  la 
plupart  des  formules,  il  y  a  des  notations  consacrées.  Il  est  donc  à  présumer 
que  le  candidat  qui  possède  à  fond  ces  notations  doit  être  en  état  d'appliquer 
les  formules  où  elles  interviennent.  CVst  donc  avec  raison  que  le  Conseil  supé- 
rieur de  rinstruction  publique  a  décidé  de  r*}unir  les  formules  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  et  d'autoriser  les  candidats  à  l'Agrégation  des  Sciences 
mathématiques  à  se  servir  pour  les  compositions  écrites  de  ce  Tableau  qui  a  été 
publié  en  cahier  à  part. 

Colli'gnon  {E,).  —  Problèmes  divers  sur  la  méthode  inverse  des 
tangentes,  (i  i-25). 

Suite  et  fin  de  l'étude  commencée  au  Tome  XVIII. 

Problème  dérivé  de  celui  de  M.  de  Beaunc.  -  -  Discussion  de  lu  solu- 
tion. —  Propriété  générale  des  courbes  étudiées.  --  Cas  du  parallélisme  des 
droites  OX,  OH. 

Sondai  (P-).  —  Théorème  sur  les  équations  algébriques.  (-^j-'.'.S). 

Si  l'équation 

n  (  n  —  i)  ,  , 

Z' { .r  )  —  (t  JT"      nh.r"   '-f-     —     -cj"   •      . . .    - /ia  .r    -/       <> 

I .  > 

lie  degré  impair,  a  racines  égales,  c»n  a,  pour  ccltr  racine  multipir. 

^         •^. 

à.  A,  et  A;  étant  drs  fonriions  lioinogéncs  v{  du  >ecr>nd  de;;ré  drs  rocfliricnls 
a,  /^,  r,  . . . .  /i,  A ,  /. 


/')  Noir  /Jiit/rtui,  t.  \\l\  ,  p.  .*>*-;. 
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h'Jimov  {M-i.  —  [.es  séries  dans  lu  Pangi^oiiiéLrîe. 

ËlabliHcment  de  formulei  exprimanl  \t  théorème  de  Pytbagore  ainti  q»  U 
rel«lion  (ondamentalf  de  la  Pangéomèlrk  pour  la  réaoluiion  dMiriiii(leiiibti 
qil«ngl«t. 

Issa/y.  —  Sur  les  équations  rondamenlales  de  la  lliéorie  des  tnr- 
l'aces,  rapportées  à  deux  trièdres  bireclangles  stipplémentair» 
mobiles.  {49-59)- 

Bauer  {M.).  —  Remarques  sur  la  lliéorie  des  groupes  finis.  i^Sg- 
66). 

Généraliiatiou  de  quelques  lli^orèmeï,  *ur  le  nombre  de  cerliini  m iiï- groupe). 
expoM^S  par  M.  Krobeoiiai  dam  les  Bertintr  Sittungiberichle  pour  i8i|i 
(p.   iB3-i^^,  q8['I^Ç(3). 

Lagrange.  —  Sur  les  cubiques  strophoïdales.  (66-74)' 
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ichnographique  )  quand  la  droite  A.\,  est  normale  à  la  surface  de  K  et  qu'en 
outre  elle  est  partagée  en  deux  parties  égales  par  cette  surface. 

Deux  figures  F,  F,  sont  symétriques  quand  l'une  d'elles  est  le  lieu  des  symé- 
triques des  points  de  l'autre. 

Ser  (J')'  —  Note  pour  servir  à  rétude  des  faisceaux  de  coniques. 
(126-129). 

Si  deux  triangles  ABC,  PQR  sont  placés  de  telle  sorte  qu'une  des  trois  co- 
niques circonscrite  aux  deux  triangles,  ou  inscrite  dans  les  deux  triangles,  ou 
conjuguée  des  deux  triangles,  existe,  les  deux  autres  existeront  simultanément. 

Vacquant  {A .),  —  Agrégation  des  Sciences  mathématiques  (Con- 
cours de  1899).  Solution  de  la  question  :  1°  de  Mathématiques 
spéciales  (i 80-142);  2"  de  Mathématiques  élémentaires.  (179- 
188  et  319). 

4jrallucci  (G.).  —  Géométrie  du  cercle  dans  le  plan.  (145-169). 

Solution  de  la  question  du  deuxième  Concours  des  Nouvelles  Annales  pour 
1899. 

Michel  {C .).  —  Remarques  sur  quelques  théorèmes  généraux  de 
Géométrie  métrique.  (169-176). 

Exposé  des  rapprochements  qui  peuvent  être  établis  entre  plusieurs  théo- 
rèmes généraux,  de  nature  diflerenle,  énoncés  par  Chasies,  Liouville  et  Laguerre, 
complétés  et  généralisés  par  M.  G.  Humbert,  dans  un  important  Mémoire  sur 
les  applications  géométriques  du  théorème  d'Abel  (/.  M.,  1887). 

Tarry  {G.).  —  Carrés  magiques  supérieurs.  (176-177). 
Lefebvre  (P-)-  —  Note  rectificative.  (177-179). 

Rectification  à  la  Note  du  précédent  Volume  (p.  628 ). 

Fontené  (C)-    —    Réclamation  à    propos   du    théorème   dit   de 
Bouché.  (188). 

Il  s'agit  du  théorème  sur  la  discussion  d'un  système  d'équations  du  premier 
degré.  M.  Fontené  fait  observer  qu'il  en  avait  remis  l'énoncé  à  Gerono  en  sep- 
tembre 1875,  tandis  que  la  Note  de  M.  Rouché  fut  remise  à  r\cadémie  au  mois 
de  novembre. 

Duporcq  {E.).  —  Géométrie  du  cercle  dans  le  plan.  (198-213). 

Autre  solution  couronnée  de  la  question  du  deuxième  Concours  des  A'owi^e/Ze^ 
Annales  pour  1899. 

Bilenki  {H,),  —  Note  sur  les  permutants.  (21 3-2 16). 

Bull,  des  Sciences  niathém.,  a*  série,  t.  XXV.  (Novembre  1901.)       R.i-r 
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Longchaiiiiis  [G.  de).   —  Sur  In   ri'gic  de  Uaabc  on  régie  ife 
I)ubamcl.{ai6-ai8). 

Ocagne  {M.  d').  ~~  Sur  les  adjointes  inHiiitésIinales  d'une  courbe 
pianc.  (aig-3a4)> 
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aies),  uu  i  la  Unième  {adjoint»  det  iint' 

second  pAlc  P. 


Allan  Jeirold.  —  Concours  de  l'École  des  Ponts  et  Cliaussiï''* 
(1^99);  Gdom^lrîe  analytique.  (aaij-aaS}. 

Deuxième  Concours  des  Noin-r/fes  Annnles  jiour  1900.  (.;t.{i-ij4 
et  :i.1;). 


Vandido  (G.).  —  l'oiic  la  Géométrie  récente.  (a44-a55). 
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Landau  {E,).  —  Sur  les  conditions  de  divisibilité  d'un  produit 
de  faclorielles  par  un  autre.  (344-362  et  S^ô). 

Généralisation  de  diverses  propositions  déjà  connues,  entre  autres  de  la  for- 
mule de  Catalan^  déduite  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  :  le  produit 
aXj!  2 J7j!  est  divisible  par  le  produit  x^\  x.\  {x^-\-  x-s)  !  pour  tous  les  systèmes 

Lacour  {E .).  —  Sur  la  surface  de  Tonde  et  la  surface  correspon- 
dante d'élasticité.  (362-869). 

DéHnition  simultanée  des  deux  surfaces,  et  formation  de  leurs  équations. 

ricard  (/?.).  —  Au  sujet  d'un  théorème  de  M.   G.  Humbert. 
(369-370). 

Démonstration  élémentaire  du  théorème  ainsi  énoncé  : 

Soient  données  dans  un  plan  une  conique  C  et  quatre  droites  Dp  Dj,  D,,  D^. 
-S'i7  existe  une  conique  C  circonscrite  au  triangle  formé  par  trois  de  ces 
droites f  passant  par  les  points  communs  à  la  quatrième  droite  et  à  C,  et 
^nfin  tangente  à  C,  il  existe  trois  coniques  analogues  que  l'on  obtiendra  en 
permutant  les  quatre  droites  de  l'énoncé. 

^éccioli  {H,).  —  Sur  les  développantes  de  certaines  lignes  en  S,; 
et  sur  une  propriété  caractéristique  des  courbes  hjpersphé- 
riques  à  courbure  constante.  (385-390 ). 

Par  ligne  en  S^,  Fauteur  entend  une  ligne  dans  un  espace  à  n  dimensions. 
Voici,  par  exemple,  une  des  propriétés  énoncées  : 

L^s  courbes  qui  ont  pour  développantes  des  hélices  sphériques  de  S^  sont 
le*  géodésiques  du  cône  de  révolution  de  Sj  et  les  géodésiques  cylindro^ 
coniques  de  S4. 

Dolbnia  («/.)•  —  Remarque  sur  Tin  version  des  intégrales  ellip- 
tiques. (390-392). 

Solation  d'une  contradiction  qui  se  présente  dans  l'exposé  de  la  transforma- 
tion de  Landen. 

hsaly.  —  Sur  le  développement  de  l'équation  difTérentielle  des 
lignes  géodésiques  d'une  surface.  (392-400). 

Fontené  (C).  —  Sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  qui  ont 
deux  droites  doubles.  (400-409). 

Application  de  différentes  idées  énoncées  par  M.  R.  Fîricard. 
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Agrégation  des  Sciences  mathématiques.  —  CoDcours  de  1900. 

(427-430). 


École  Normale  siipéi 


-  Concours  de  1900.  (43o-43i). 


Col/ignon  {fi.).   —   Problèmes   sur  les   normales  aux  courbes 
planes.  Coiiihos  dans  lesquelles  la  somme  N  +N'esl  constante. 

(433-4  ij). 

N  et  N'  di'signiini  le^  langueurs  des  normales  en  M,  limitées  à  Ox  et  1  Oy 
(oiordonnées  rectangulaires),  l'équation  difTérentielIc  des  courbes  considérée* 

est  ditne 
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Depuis,  il  en  a  été  fait  de  nombreuses  démonstrations,  parmi  lesquelles  il 
convient  de  signaler  celles  de  CIcbsch  et  de  M.  Darboux. 

L'auteur  s'est  proposé  de  les  simplifier  autant  que  possible  de  façon  à  les 
rendre  élémentaires.  Il  en  déduit  la  relation  connue  qui  représente  le  théo- 
rème d'addition,  et  il  les  compare  ensuite  aux  formules  relatives  aux  fonctions 
circulaires. 

Mangeot  (S.).  —  Sur  la  symétrie  de  deux  figures  algébriques  par 
rapport  à  uo  point.  (45i-466). 

Cas  de  deux  courbes  planes  ou  de  deux  surfaces. 

Cas  de  deux  courbes  gauches  définies  par  quatre  équations  de  même  degré. 
Cas  de  deux  courbes  gauches  définies  par  quatre  équations  n'ayant  pas  toutes 
le  même  degré. 
Centre  d'une  courbe  gauche. 

Mlutel.  —  Sur  le  minimum  de  l'angle  que  fait  un  diamètre  d'un 
ellipsoïde  avec  son  plan  diamétral  conjugué.  (4C6-468). 

Dans  une  Communication  présentée  à  la  Société  mathématique  de  France 
(p.  66-68)  sur  les  expériences  du  commandant  Hartmann  (voir  Bulletin, 
II*  Partie,  p.  i58;  1901  ),  iM.  Appell,  à  la  demande  de  qui  cette  Note  a  élé 
rédigée,  s'est  servi  de  la  propriété  ici  établie,  que  le  minimum  correspond  au 
plan  diamétral  passant  par  Taxe  moyen. 

Saint-Germain  {A.  de).  —  Solution  du  problème  de  Mécanique 
proposé  au  Concours  d'agrégation  en  1899.  (468-475). 

Premier  Concours  des  Nouvelles  Annales  pour  1901.  (481-482). 

laggi  {E.),  —  Sur  les  substitutions  uniformes  et  le  problème  de 
Babbage.  (483-489). 

Contribution  nouvelle  à  la  théorie  des  fonctions  itérées,  étudiée  dans  ce 
Recueil  el  aussi  dans  d'aulres  par  l'auteur  du  présent  Article  et  par  MM.  Lcau 
et  Lémeray. 

Cesarô  {E .).  —  Sur  une  classe  de  courbes  planes  remarquables. 

(489.494). 

Le»  courbes  ici  considérées  sont  représentées  par  l'éciualion  intrinsèque 
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Fontené  (G.).   —  Formes  réduites  d'une  relation  iriplemeat  li- 
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Isialy.  —  Sur  l'iit-licoïde  géoéral.  (499-5o2), 
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Certificats  d^études  supérieures  des  Facultés  des  Sciences. 

Le  Jouroal  a  continué  à  publier  les  sujets  de  composition  <l\\.nalysc,  de  Géo- 
métrie, de  Mécanique  et  d'Astronomie  donnés  aux  sessions  d'examens  de  juillet 
et  de  Dovembrc  dans  les  Facultés  des  Sciences,  suivant  l'esprit  des  anciens  pro- 
grammes de  la  Licence.  Le  lecteur  les  trouvera,  pour  juillet  cl  novembre  iH\\[h 
aur  pages  3i-43,  77-8J,  2j.î-a37,  i-^^-jSj^  307-318,  371-375,  et,  pour  juillet  1900, 
aux  pages  5ia-i)aG  et  5fio-5<i7.  avec  un  aperçu  de  la  solution  de  quelques-unes 
des  questions  posées. 

Nous  avons,  par  ailleurs,  drjà  fait  ressortir  l'importance  et  l'utilité  de  cette 
collection  d'exercices  dont  plusieurs  ont  fait  l'objet  de  travaux  spéciaux  de 
difTérents  Collaborateurs. 


SOLUTION?   DE   Ql'ESTIONS  PROPOSKKS. 

Abonné.  —  Rcclificalion  aux  énoncés  de  deux  questions.  Degré 
d'une  certaine  courbe  lieu  de  Tinlerseclion  de  deux  normales 
particulières. 

Anonyme.  —  Propriété  du  tétraèdre. 

Audibert.  —  Intégration  d'une  équation  diflerenliello. 

Droz-Farny  (^1.)-  —  iVopriété  de  Tcllipse  et  du  cercle  oscula- 
leur.  Propriété  de  cercles  associés  à  un  quadrangle.  Formule 
combinatoire.  Droite  de  Sinison. 

Fontené  (G.).  —  I*erspoclive  de  rinlerseclion  de  doux  surfaees 
algébriques. 

Itetali  {V\).  —  Aire  d'une  certaine  courbe  du  dixième  ordre. 
Propriété  d'une  cubl(|ue.  Uelation  métrique  diins  relli|)se  de 
Sleiner. 

Ripert  {L,),  —  l)iscus>ion  de  la  surfiice  l'«  -  y  ./•- —  y-)  :■-  -Kd. 
Théorèmes  d'Arillinu)l(>j;ie.  Relation  inélri(|ue  d.ins  Tellipse  de 
Steiner. 


Kn  résume,  la  <ilati'^tii|ue  de  «rtlr  p.irli»'  du  Journal  rcprc>cnlc  «icizc  ques- 
tions résolues,  on/e  (-ii<»iici'"«  ari<-ieris  n'-iiiipiiiiics,  et  >oi\ante-huil  questions 
nouvelles  se  teriiiinanl  à  IV>iii>iii*i'  n"  P.mhi. 

Ajoutés  à  ceux  do  (pie^limiN  de  coneoiirs  universitaires,  dont  le  détail  a  été 
di»nné  d'autre  part,  <:es  «  lulVre^*  atle-<>le(U  riinpurtance  (pie  le^  Hëddcteurs  n'ont 
cessé  lie  d'»iin*T  .i\«'r  r.n-iiu  .iu\  «lill  i<>iit^  •>iij'l«»  d'.ipplical  inii  dfS  M.illinii.i- 
tiqnc* 


■.^8 


SECONDE  PARTIE. 


Celte  anni'L'.  \cs  Rédacteurs  onl  apporté  au  programme  habitael  do  Joinil 
un  pcrfc<'Liuiin«mcnl  très  sensible,  consistant  à  annexer  i  chaque  Noméion 
petit  Siippli-iiient  de  quatre  pages  renfermant  une  chronique  des  p 
faits  d'uctualité  scientifique,  quelques  annonces  ou  questions  de  concoan,  u 
relevé  de  puhlications  récentes,  des  Notes  biographiques  ou  hihliographiqici, 
des  programmes  d'admission  au  concours  de  l'Agrégation,  des  résumés  de  TïèW) 
du  Doctoral,  etc.;  mais  l'innovation  originale  et  inattendue  i  été  d'ajouter 
quelques  [lurlruils  de  mathématiciens  célèbres.  C'est  ainsi  que  durant  rainée 

lyoo  les  Rériacleurs  ont  publié  successivement  les  portraits  de  Lagrange (i^U- 

i8i3)  et  de  Sjlvester  (1814-1897). 
La   continuation   de  celte  précieuse  galerie  ne   sera   pas  ud   des   moindres 

H.  B. 


JOUItNAL  DE  .MATIlÈMATiQUES  pures  et  applioijkks,   fondé  par  J.  Uoo- 
vcLLK  ot  cotilltiuc  par  C-  Jorda>'. 


4*  série,  tome  I;  i885  ('). 


J/er/niic.  —  Sur  les  functîoiis  liolomorphes.  (9-10). 

Toute  foiirtion  holomorphe  /(;),  telle  que  le  rapport         _      rette  fini 

pour  z  infiniment  grand,  ctt  un  polynôme  du  degré  n  en  a. 

Iffifp/ien  {G. -II.).  —  Sur  un  proLlènie  concernant  les  équations 

(liilcreniiclles  lincaires.  (1 1-85). 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  249 

dont  le  plus  important  est  celui  où  la  relation  donnée  exprime  l'évanouisse- 
ment d'une  forme  quadratique  homogène  par  rapport  aux  solutions  inconnues. 

Picard  {Em,).  —  Sur  les  fonctions  hjperabéliennes.  (87-128). 

M.  Picard  généralise  les  fonctions  abéliennes  de  deux  variables  en  considé- 
rant les  fonctions  uniformes  de  deux  variables  x  et  y^  qui  ne  changent  pas 
quand  on  effectue  sur  ces  variables  un  groupe  de  substitutions  de  la  forme 

,  .  (  ax-\-b    a'  y  -f-  h'\ 

\    ' -^  '  C  J7  H- rf    c>  4- <i 7 

les  deux  substitutions  devant  se  faire  simultanément. 

Plus  généralement,  il  étudie  les  groupes  dont  les  substitutions  sont,  soit  de 
la  forme  précédente,  soit  de  la  forme 

\  Y^  -f-  0    Y  j7-i-  6  / 

C'est  à  un  tel  groupe,  supposé  discontinu  pour  un  certain  domaine  de  valeurs 
de  X  et  y^  que  Tautcur  donne  le  nom  de  groupe  hyperabélien. 

Le  premier  Chapitre  de  son  Mémoire  traite  d'une  classe  étendue  de  groupes 
hyperabéliens  qui  se  présente  dans  l'élude  arithmétique  des  formes  quadra- 
tiques quaternaires  réelles  à  coefficients  entiers,  quand  elles  sont  réductibles 
au  type 

u]+u\—u\—  u\ 

à  chacune  de  ces  formes  correspond  un  groupe  hyperabélien,  dont  on  peut 
trouver  les  substitutions  fondamentales. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  à  des  considérations  générales  sur  les  groupes 
hyperabéliens,  particulièrement  quand  toutes  leurs  substitutions  sont  de  la 
forme  (i). 

Au  Chapitre  III  est  abordée  l'étude  difficile  des  fonctions  hyperabéliennes 
relatives  à  un  groupe  donné,  étude  qui  se  relie  étroitement  à  la  notion  du 
genre  des  surfaces  algébriques. 

Dans  le  Chapitre  IV,  M.  Picard  indique  le  premier  exemple  de  groupe  hyper- 
abélien qu'il  a  rencontré  et  auquel  il  a  été  conduit  par  l'examen  d'un  cas  par- 
ticulier, concernant  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  du  second  genre. 


De  Saint-Germain,  —  Sur  une  application  des  équations  de 
Lagrange.  (129-134). 

Mouvement  d'un  point  M,  assujetti  à  rester  sur  un  c<ine  et  sollicité  par  deux 
forces  dirigées,  l'une  vers  le  sommet  O  du  cône,  l'autre  suivant  la  perpendicu- 
laire MN  abaissée  du  point  M  sur  une  droite  issue  du  point  O;  les  deux  forces 
sont  inversement  proportionnelles,  la  première  au  cube  de  MO,  la  seconde  au 
cube  de  MN. 

Laguerre.  —  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d\ine  fonc- 
tion qui  satisfait  à  une  équation  difTérenlielle  linéaire  du  pre- 
mier ordre  dont  les  coefficients  sont  rationnels.  (i35-i65). 
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ÉLïnt  donnée  une  série  x,  ordoDoée  suivant  les  puissaoce: 
santés  de  ->  on  sait  qu'une  fraction  rationnelle  de  degré  n, 


n  de  s  ii  le  déreloppement  de  I: 


jilTéreace 


•  entières  et  cioii- 


OÙ  V.  V,  W  sont  des  polynômes  entie 
fournir  les  moyens  de  calculer  par  voie  i 
réduite  d'ordre  quelconque  de  -. 

L'aiLleur  y  parvient  en  prouvant  que  /„  satisfait  i  une  é< 
second  ordre,  homogène,  dont  les  coefficients  sont  des  polyn 

Comme  premières  applications,  il  considère  la  fonction 


ualion  linéaire  da 
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Poincaré  (^.).  —  Sur  les  courbes  définies  par  les  équations  diffé- 
rentielles (troisième  Partie),  (i 67-244 )• 

Suite  des  recherches  publiées  dans  les  Tomes  VII  et  VIII  de  la  troisième 
série  de  ce  Journal.  On  sait  que,  pour  étudier  Téquation  diiTérentieilc 

d.v  _  dy 

"x"  ~  T' 

M.  Poincaré  pose 

dx  _  dy  _ 

di  ~     '         dt  "     ' 

et,  regardant  x  ti  y  comme  les  coordonnées  d'un  point  mobile,  /  comme  le 
temps,  recherche  le  mouvement  de  ce  point.  En  particulier,  il  cherche  si  le 
point  décrit  une  courbe  fermée,  s'il  reste  toujours  dans  une  région  limitée  du 
plan;  en  d'autres  termes,  si  son  orbite  est  stable  ou  instable. 

Mais  il  importe  de  bien  définir  ce  qu'il  faut  entendre  par  stabilité  ou  insta- 
bilité'. On  dira  que  la  trajectoire  est  stable  si,  étant  donnée  autour  du  point 
de  départ  une  circonférence  ou  une  sphère  de  rayon  r,  le  mobile,  après  être 
sorti  de  ce  domaine,  y  rentre  une  infmilé  de  fois,  et  cela  quelque  petit  que 
soit  r.  Si,  au  contraire,  il  n'y  rentre  plus,  la  trajectoire  sera  instable. 

Ces  définitions  posées  (Chap.  X),  l'auteur  étudie  (  Chap.  XI)  la  stabilité 
autour  de  l'origine,  dans  l'hypothèse  où  X  et  Y  sont  des  polynômes  entiers  en 
;r  et^  sans  terme  constant. 

Abordant  ensuite  (Chap.  XII)  les  équations  de  degré  supérieur 


'"■(•^•>'-ë)  =  °' 


M.  Poincaré  pose  ainsi  le  problème  : 

On  donne  la  sur/ace 

F{x,  y,  z)  =  o 

i supposée  sans  nappes  infinies)  et  l'on  demande  d'étudier  le  mouvement 
€i' un  point  sur  cette  sur/ace,  d'après  les  équations 

dx  _  (ly  dz  _ 

^     '      *         1/7    "     '  dt   ~     ' 

où  X,  Y,  Z  sont  des  polynômes  entiers  en  x,  y,  z  assujettis  à  la  condition 

-,  f)V        ..  dV  f)V 

Ox  dy  ()z 

Après  l'examen  de  la  distribution  des  points  singuliers  (Chap.  XIII)  vient 
(  Chap.  XIV)  la  généralisation  de  plusieurs  des  ihcorèmes  établis  dans  les  deux 
premières  Parties. 

Enfin,  les  surfaces  de  genre  i  étant  les  seules  sur  lesquelles  il  puisse  n'exister 
aucun  point  singulier,  l'auteur  traite  (Chap.  XV)  des  surfaces  du  genre  1  sans 
point  singulier,  en  faisant  l'étude  particulière  du  tore  circulaire 

z'-r(j\--  \x'  —  y-}'  ^  r'. 


»i4S. 


f'if'jrrt  (f:m.<.   —   Sor  les   intégrâtes   de   dîScrenliplIes  loW*** 
*lg^ïiri*)iiM  de  prcmicre  rsp««,  (^t-34ti). 
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»  On  sait,  en  effet,  qu'à  une  courbe  algébrique  correspondent,  en  général,  des 
intégrales  de  première  espèce.  Il  n'en  est  pas  ainsi  pour  les  surfaces  algébriques  : 
il  n'existe  pas  d'intégrales  de  différentielles  totales  de  première  espèce,  corres- 
pondant à  la  surface  la  plus  générale  du  degré  m.  Comment  peut-on  recon- 
naître si  une  surface  donnée  possède  des  intégrales  de  première  espèce,  et  quel 
est  le  nombre  de  ces  intégrales  linéairement  indépendantes? 

»  Telles  sont  les  questions  dont  nous  nous  occupons  dans  les  deux  premiers 
Chapitres  de  ce  Mémoire. 

>»  Le  troisième  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  d'une  classe  de  surfaces  algé- 
briques, dans  laquelle  la  notion  des  intégrales  de  première  espèce  joue  un  rôle 
important  :  ce  sont  les  surfaces  pour  lesquelles  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  s'expriment  par  des  fonctions  uniformes  quadruplement  périodiques 
de  deux  paramètres,  et  nous  y  ajoutons  cette  autre  condition  qu'à  un  point 
arbitraire  de  la  surface  ne  corresponde  qu'un  seul  système  de  valeurs  des  para- 
métres, abstraction  faite,  bien  entendu,  des  multiples  des  périodes. 

»  Nous  terminons  ce  Travail  par  l'étude  des  équations  de  la  forme 


,/      du    du\ 


dy] 

nous  proposant  de  reconnaître  si  l'on  peut  satisfaire  à  cette  équation  en  pre- 
nant pour  u  une  fonction  uniforme,  quadruplement  périodique  de  x  ti  y»  » 

flumbert  (C).  —  Application  géométrique  d'un  théorème  de 
Jacobi.  (347-356). 

Cette  application  consiste  en  ce  théorème  : 

La  somme  des  cotangentes  des  angles  d'intersection  de  deux  courbes 
algébriques  est  égale  à  la  somme  analogue  pour  deux  courbes  quelconques, 
respectivement  asymptotiques  aux  premières. 

Cette  proposition  donne  lieu  à  diverses  conséquences  intéressantes. 

Ci^  Cordier,  —  Actions  électrodjnamiques  renfermant  des  fonc- 
tions arbitraires;  hypothèses  qui  déterminent  ces  fonctions. 
(357-401). 

f^arboux  (G.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révo- 
lution, fixé  par  un  point  de  son  axe.  (4o3-43o). 

L'auteur  donne,  d'un  théorème  posthume  de  Jacobi,  une  démonstration 
directe  et  élémentaire,  qui  conduit  à  quelques  propositions  nouvelles,  relatives 
à  la  représentation  cinématique  du  mouvement.  Nous  citerons  celle-ci,  qui  est 
l'une  des  plus  simples  : 

Le  mouvement  le  plus  général  du  corps  considéré  peut  se  représenter  par 
U  roulement  d'un  cône  ayant  pour  base  une  herpolodie,  sur  une  sphère 
ayant  son  centre  sur  la  verticale  du  point  de  suspension. 

Autonne  (L,).  —  Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini  con- 


54  SECOKUK  rAHlIE. 

tenus  dans  le  groupe  Cremona.  Premier  Mémoire  :  Général^^ 
cL  groupes  quadratiques.  (43i-434)- 

Comme  son  tilre  l'indique,  ce  Travail   »  ponr  objet  la  détermiBitioi 
groupes  Tinis  contenu)  dans  le  groupe  àt»  subslitulioDS  bi  ratio  and  les  e^   : 


Après  quelques  généralités  applicables 
théorie  complète  des  groupes  d'ordre  fin 


i  tous  les  groupes,  l'auteur  exposa 
conteaus  dans  le  groupe  quadratie^  ^qot. 


Gordan  (  P.).  —  Sur  les  équations  du  cinquième  degré.  (455-45-* 


Tome  11 


Aïannlieini  {A.).  —  Mémoire  d'Optique  géométrique  compreD^ 
la  lliéorie  du  point  représentatif  d'un  élément  de  surface  ré(^ 
Cl  son  emploi  tant  pour  la  démonstration  nouvelle  de  ihëorèra 
relatifs  à  la  courbure  des  surfaces  que  pour  la  déterminais 
plane  des  éléments  des  surfaces  caustiques.  (5-48), 

Ce  Mémoire  renferme  la  solution  géutnétrique  complète,  donnée  pour  la 
miérc  toi^  cl  <lans  le  cas  le  plus  gL-néral.  du  problème  de  la  délermination.* 
clémenia  des  'uifaccs  caustiques. 

L'auteur  commence  par  rappeler  l'emploi  qu'il  a  déji  fait  d'un  point  tc^ 
senlatil  pour  étudier  les  propriétés  des  surfaces  réglées,  el  donne,  i  ViiA- 
ce  point,  dc<  dénionsU'ations  iiou%'elles  de  théorèmes  relatifs  i  la  courbures 
surfaces;  il  coostruit  le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  dans  une  snr^ 
par  un  plan  qui  tui  est  normal,  retrouvant  ain^i  la  relation  d'Euler  el  l'i   i 


tgfe 


M.  Mannhcim  résout,  par  deux 


plane 


mple   <tes 


Étant  donnés  tes  éléments  d'un  pinceau  quelconque  de  rayant  tuoUi^ 
incidents  et  les  éléments  de  courbai e  de  la  surface  séparatrice  detmil^ 
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iiques.,  année  i885)  la  théorie  des  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe 
quadratique  Cremona. 
Soit  une  substitution  cubique 

S   ■---   \ii      ?.(5m   5;,    Z^)\  (l  -I,    2,  3). 

La  cubique  générale 

?  :  :  M,  9, -t-  «3 5^  -  -  Mj ç,  =  G        (  U-  —  coHst.  arbilf. ) 

du  réseau  de  S  a  un  point  double  fixe  u  indépendant  des  u-  cl  quatre  points 
également  fixes.  Le  point  u  et  les  quatre  points  fixes  sont  dits  les  points  /on- 
damentaux  de  S. 

M.  Autonnc  s'occupe  sculonicnt  des  groupes  cubiques  qui  satisfont  aux  deux 
conditions  suivantes  : 

1*  Aucune  substitution   du  groupe   n*a  de  points  fondamentaux  infiniment 
voisins  : 
a*  Le  point  u  est  le  même  pour  toutes  les  substitutions  cubiques  du  groupe. 

Son  Mémoire  est  divisé  en  cinq  Parties. 

La  première  Partie  traite  de  la  multiplication  des  substitutions  cubiques  et 
contient  la  démonstration  d'un  résultat  capital,  qui  domine  toute  la  théorie  : 

Un  groupe  cubique  O  d'ordre  fini  est  isomorphe  à  un  groupe  £  linéaire, 
à  deux  variables  homogènes ,  d'ordre  fini. 

Ce  groupe  £  est  appelé  groupe  directeur  de  G  ;  est  dit  normal  le  groupe  T 
contenu  dans  G  et  correspondant  à  la  substitution  unité  de  S. 

La  deuxième  Partie  contient  la  théorie  complète  des  groupes  normaux  et 
leur  réduction  à  sept  types. 

Dans  la  troisième  Partie.  Tuuleur  examine  quelle  peut  être  la  nature  du 
groupe  directeur  £,  lorsque  V  appartient  successivement  aux  sept  types  précé- 
dents. 

Dans  la  quatrième  Partie  est  traité  le  cas  particulier  des  groupes  normo- 
iinéaires  (groupes  résultant  de  la  conibinaisun  d'un  groupe  normal  T  avec  un 
groupe  linéaire  à  trois  variables  homogènes). 

Dans  la  cinquième  Partie.  M.  Autoiuie,  au  lieu  d'èiuimérer  les  groupes 
cubiques  d'onlro  fini,  dont  \v  nombre  est  d'une  cinquantaine,  se  borne  à  faire 
sur  un  exemple  particulier  la  construction  d'un  groupe  cubique  ti  dont  on  se 
donne  le  groupe  normal  F,  clii>isi  dans  l'un  des  sept  types  mentionnés  plus 
haut,  et  le  gnuipc  directeur  il  choisi  parmi  1rs  divers  types  énumérés  par 
M.  Jordan  {Journal  dr  Crrlle,  t.  Si). 

H'eierstrass  (  K  .K  —  Sur  la  possibilité  J'iino  reprcsenlalion  ana- 
lytique dos  fondions  dites  arbitraires  d'une  variable  réelle. 
(Traduction   L.  J.uuj;el ).  (loT)-!  i3). 

Weierstrass  (A.).  —  Sur  la  possibilité  d'une  représentation  ana- 
lytique des  fonctions  dites  arbitraires  d'une  variable  réelle. 
(Tfîidurlion  L.  Laii^^ol).  ni*)-i')'S'. 
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Anglin{A.-II.).  —  Sur  le  cocflicient  du  terme  général  daos  e 
lains  développements.  (i39-i5o), 

L'obJFt  de  ce  Mémoire  est  dVibtenir,  aous  forme  tini«,  le  coefBcieni  du  terme 
général  de  quelques  développements,  qui  n'a  été  obtenu  jusqu'ici  qut  loui 
forme  de  séries,  en  déterminant  la  snmme  de  certaines  de  ces  séries. 

La  méthode  cniployée  repose  sur  ce  théorème  : 

La  lamme  ^^ 


eit  divisible  par 

le  t/itotient  A,  est 
et  de  leui 


e  dci  prodiii 


homogènes  de  degré  n  dt  a 


ncaré  (//.).  —  Sur  les  courbes  définies  par  les  étjuaiions  diflï- 
Gnliellcs  (qiialricmc  Partie).  (iSi-aiy). 


des  rcclicrches  dont  l'auteur  a  pablif  les  Utri* 
lal  de  Mathématiques,  3"  série,  t.  VII  et  VHI, 

quatre  Chapitres. 

iialioni  du  second  ordre  et  de  leurs  poinltNO' 


Le  Chapitre  XVII,  de  l'intégration  par  le»  sér 
Le  Chapitre  XVUI,  de  la  distribution  de»  pni 
Le  Chapitre  XIX  cmiiient  l'ctudc  des  courbes  fermées, 


igulii 


Lipschitz.  - 
foncLion  i 


■  Propositions  arithmétiques  tirées  de  la  théorie  de  lu 

nponentielle.  (219-237). 

le  lettre  adressée  i  M.  Ilermilc  : 

lit  vos  rcchi^rclies  sur  lu  fonction  exponentielle,  par  le«qudlei 
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principes  et  la  méthode  Jont  nous  avons  fait  usage,  dans  un  autre  Travail,  pour 
étudier  les  courbes  de  genre  un. 

»...Le  théorème  d*Abel  et  les  éléments  fie  la  théorie  de  l'inversion  des  inté- 
grales abéliennesde  première  espèce  permettent  de  traiter,  d*unr  manière  com- 
plète, la  question  de  Tintersection  d'une  courbe  algébrique  et  d'une  courlie 
adjointe  quelconque,  et  de  résoudre,  en  particulier,  dans  le  cas  dos  courbes 
adjointes,  le  problème  dit  des  courbes  de  contact. 

•  Pour  les  courbes  non  adjointes,  il  faut  introduire  en  outre  des  intégrales  de 
troisième  espèce;  la  question  se  rattache  alors  au  problème  de  l'inversion 
étendu  et  Clebsch  ne  l'a  pas  traitée  d'une  manière  générale,  au  point  de  \ue 
géométrique. 

»  L*eniploi  des  fonctions  fuchsiennes  nous  a  permis  de  combler  cette  lacune, 
sans  recourir  à  la  théorie  des  intégrales  de  Iroisicnu*  csprce;  nous  avons  d'ail- 
leurs envisagé  la  question  de  rinterseclion  d'une  coufIh:  algébrique  et  d'une 
courbe  quelconque,  adjointe  ou  non  ailjoinlc,  à  un  autre  point  «le  vue  que 
Clebsch . . . 

n  Ïjcs  cinq  premiers  paragraphes  de  notre  Travail  sont  consacrés  ù  l'extension 
de  quelques  propriétés  importantes  des  fonctions  fuchsiennes  et  thètafuch- 
siennes;  en  particulier  on  démontre  au  paragraphe  lil  une  proposition  pure- 
ment algébrique,  relative  aux  zéros  et  aux  infinis  d'une  fonction  fuchsicnnc, 
proposition  identique,  au  fond,  au  théorème  d'Abel  et  qui  joue  dans  notre 
théorie  le  n'^le  que  joue,  dans  la  théorie  des  courbes  do  genre  m/i,  le  ihéorènie 
de  Liouville  sur  les  zéros  et  les  infinis  d'une  fonction  doublement  périodique. 

»  Dans  les  paragraphes  VI-\,  on  expose  les  prin<'ipesde  lu  rrpivscntation  des 
coordonnées  des  points  (l'une  courl>e  à  l'aide  dos  fondions  Ihèlafuchsiennes,  et 
Ton  étudie  l'inlerseclion  d'une  courl>e  rie  genre />  et  d'une  courbe  adjointe.  On 
est  ainsi  conduit  à  distinguer  <leux  espèces  de  courbes  de  genre  /;. 

»  Dans  les  paragraphes  \I-\iI,  on  aborde  la  question  de  l'intersection  d'une 
courbe  de  genre  p  et  d'une  courbe  <|uclconque  et  l'on  truite  le  problème 
général  des  courbes  de  contact. 

«  On  termine  enfin  par  l'élude  sommaire  de  quelques  courbes  spéciales,  des 
courbes  hjperelliptiques  en  particulier.  » 

Picard  {Uni,),  —  Sur  les  inléf;rales  de  dinérenlielles  totales  de 
seconde  espèce.  (."V-^-p-lj'^.). 

M.  Picard  appelle  intégrale  de  diffcrentielle  totale  relative  ù  ttn^,  sur/arc 
algébrique 

f{X,  .V,    C)  -  o 

touie  intégrale  de  diiïérenliclle  totale  de  h\  forme 
(1)  f  {V  dx  ^-()</r), 

où    I*  et  Q  sont   dos  fonelions  rationnelles  de  .r,    )'  «M    -.    l).in«i  un  piéiM-tli-iil 
Mémoire  {Journal  de  Mathématiques,   fS*<.')),  il  s'ri;iit   oi-rupr    uniquciiit-iii 
des  intégrales  de  première  esyièce,  c'e-it-à-diic  de^  inléirral»"*  ipii  n-^teni  liiih^ 
pour  toute  valeur  des  variables  imlrpciKlanteH. 
I-C  Travail  actuel  est  ronsaiTi';  aux  inléfzr.ilo^  de  >c«*'»nd«'  esjiire.  rli.iil  \«ii"i  !.i 

Huit,  lies  Sciences  mathém.^  .•.'  s»  rie.  t.  \\V.  (  IV.  inibn-  i-»*-!.»         \\   i^ 


SliCONDii  l'AIlTlE. 

eM  dite  île  jcconJp  <v'i"'cr, 


loul  cycit  il 
linale  ila  z  ic 


surprise  le  \angJc 
e  conUnae  fetmrc 
valeurs  IilIiUIc  U 


n  Si  /a  tur/ace  /  eil  la  plut  généralf  de  ion  drgrè.  toute  intégi-at^  rf* 
fceonde  espèce  te  réduit  à  une  /onction  nalionnrlle  de  x.  y  tt  z. 

»  Ainsi,  en  CaiSsnt  ubslractiDn  dn  fonclion»  raliunnelk*  d»  ciiorifonn^ea.  «1 
n'y  a  pas,  pour  ans  surfocv  qu«lcoii<]ue,  (l'inl«)(rïlF  ils  ■econde  esp^ei^:  c'ul  ce 
que  Doui  uvione  Aé\k  rcocunlrii  pour  le»  inUK^'Ics  de  pnMiiién*  eïp^e«. 

n  La  question  qui  se  pusc  slon  est  de  ncunnaltre  si  une  lurfact  possède  Art 
iiiURrales  de  secunde  espèce  auLrcs  que  dci  fonclioDs  ralioaudlM.  La  question 
r'sl  li>i?ii  plu4  (liflidlc  ù  résoudre  que  le  prulitènie  anilo);ue  pnur  les  inlrigrilca  i* 
('  espace.  Sa  Eolulinn  forme  l'objet  principal  du  deuiiâmu  Chapitre  dr 

■i  k'  irciisitrne  Chapitre,  je  reviens  sur  les  fonction»  livperaMIiennes  el 
.■KsidniiM  ilnnl  j«  iiic  Buis  occupa  précède lu ment  dans  différcati  M<- 
On  sxit  que  loules  le!  funcliuns  de  cette  iialure,  carrc*pondant  A  ua 
tlonni'.   piiuvenL  s'exprimer  raliunnellemenl  t  l'aide  de  trois  d'enlic 

.y.  3.  lii;Cî  par  une  relation  algiibrique 

/!*,  r.  =)="■ 

mil-  li^lli'  -:iii'r,.i;c  |>ro-i'iitc  précisément  ce  caraeti-rr  rTiiiuri|iiub[e  de  pot- 
II  gênerai   dct   iatcginlet   de  tecmide  inpccu.   Ceci   m'a    permis   de 
qui  m'avait  lonittciupi  pr<ï<tccupit  : 


V  M,' m 


rt'jiundi'e  ii  lii  queslinn 


«  Pful-on.aite  les  funcliom  hyperfuchsiennea  (ou  hypentbéUtnitt»),  «n- 
nih-cr  toutes  les  foiwlinns  algeliriques  de  deux  variablei  iadéprndoHt**. 
,.  ce  ifui  revient  au  nuUne.  obtenir  toute»  les  mir/atei  algébriques? 
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Frr«ncl,  qui,  comme  celle  de  Caucliy,  repose  sur  l*arlion  à  liistancc,  acUuu 
d*autanl  plus  forle  que  la  distance  r^l  plus  fuihlr;  elle  e^t,  dr  plus,  incompa- 
tible avec  la  dispersion.  Kllr  doit  donc  ôtn*  rcjclro. 

M.  JaLdouski  prouve  qu'on  peut  Tiibundonncr  sans  regret,  rar  cllr  o>t  idiso- 
lument  inutile;  à  ct*t  elFct,  il  reprend  la  throrie  gôm'rahr  de  la  rcfrariion  et  <le 
la  réflexion,  etj  rappliquant  au  cas  particulier  considéré  par  Fresntrl,  il  montre 
que  rhypollièse  condamnée  n*y  intervient  en  aucune  façon.  Il  explique  en  ter- 
minant pourquoi  le  rejet  de  rette  loi  n'est  nullement  en  rontradidinn  avec  les 
vérifications  expérimentales  des  formules  dr  Fresnel  relatives  aux  iitten!»iiés. 


Tome  III;  1887. 

•tppelL  —  Dcvcloppcmenls  en  si'ries  Irijj^onomélriques  de  ecr- 
laines  fonctions  pcriodiqties  vérifiant  l'éi|ualion  \V  =  o.  (5-5*^). 

Les  fonctions  que  l'auteur  considère  se  présentent  dans  divers  problêmes  <le 
Physique  mathématique.  Kilos  sont  périodiques,  satisfont  à  l'équation  de 
Laplace  et  présentent  des  pôles  simple^. 

La  (iremière  étudiée  est  la  fonction 

\x--\-y--^Z'       jtÊ^  \^\(x  —  tua  )- -\-  y--i-  z^        \  in-a-\ 

iiii   les  radiraux  sont   (iris  positivement,   la  sonimnlion  s'étendant  à  toutes  les 
valeurs  entières  tle  //j,  positive-  v\.  néuiili\e<,  /.éro  excej»l<'.   Kile  ne  change  pas 
quund  on  augmente  x  de  a  et  admet  pour  pôles  les  points  de  l'axe  des  j^ 
d'absi:isse  nulle  ou  égale  à  luti. 
Si  Ton  pose 

on  trouve,  eu  dé^ignant  par  C  la  con>tante  d'Kuin 

A,,  =  —     -  lofiW  -  -     -  (  hVyiMt  -      C  J, 


•11: 


e  "  ■  '        . 


des  pôU's  dan<*  un  ptti'iilli'lt'pipi-ile  eii-incnl.iiri- 


àECONDE  PARTIB. 


David.   —    Applications  de    la    Jérivalion   d'ArlingasI.    pi» 
générale  pour  le  changement  de  lu  variable  indépendante.  (53- 

62). 

Les  Traitas  de  Calcul  diiïiireDtiel  donnent  ta  riigle  du  chingFinpnt  de  variabk 
iadëpendante:  mais  on  esl  bicatût  forcé  de  l'arritcr,  i  cauic  des  esleuls  pratiae* 
que  l'on  rencooLre  et  dans  lesquels  aucune  loi  ne  te  manifette.  Ko  rmptojrsnt 
la  notation  d'Arbogast,  M.  David  a  pu  résoudre  le  prubléme  dans  le  cas  gëniral. 
eonfàrmanl  ainsi  l'observjlion  de  Lacr^ii,  que  ta  miilhode  d'Arbogasl  a  été  trop 
peu  remarquée. 

Aiitonne  (L.).  —  Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini  con- 
tenus  dans  le  groupe   des   substitutions  linéaires  de  contact. 

(63-85). 

Le  prcscnL  Travail  a  pour  objet  les  sub'Litutïons  birationnclles  c(,  parmi 
elles,  les  subsliluljons  de  contact.  It  est  divisii  en  deux  Parties. 

Dans  la  preniii^re,   l'auteur  établit  les  conditions  nécessaii 
pour  qu'une  substitution  soit  de  contact,  quand  elle  est  de  la  forme 


logênes,  dans  lesquels  lesx, ellefu.catreBt 
itiers  p.  7,  r,  ». 

nc«,  monittique  et  dualUtigue,  dont  l'nae 
ubstitution  birationnelle  de  conuct  qaaad 
u  un.  Quand  aucun  d'eux  oe  dépasse  l'naité, 

1  des  substitutions  de  cootict,  M.  AutonM 
proposition  qui  permet  de  construire  toH 
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«  Voici,  en  peu  de  mois,  dit  l'auteur,  l'enchaînement  des  idées  qui  m'ont 
guidé  dans  la  partie  la  plus  essentielle  de  ces  recherches.  A  l'occasion  de  la 
nouvelle  édition  des  Œuvres  d'Abel,  j'eus  à  me  rendre  compte  de  l'exactitude 
de  certaines  propositions  de  ce  grand  géomètre,  énoncées  sans  démonstration; 
par  là  mon  attention  fut  appelé'?  sur  ce  fait  que,  pour  les  modules  de  la  mul- 
tiplication complexe,  les  modules  singuliers  d'après  l'expression  de  M.  Kro- 
necker,  Téquation  de  la  division  des  périodes  est,  dans  certains  cas,  réduc- 
tible; il  s'ensuit  presque  immédiatement  que,  dans  les  mêmes  cas,  l'équation 
modulaire  a  une  ou  deux  racines  rationnelles,  pourvu  qu'on  lui  adjoigne  la 
racine  carrée  du  déterminant.  Les  modules  transformés  étant  eux-mêmes  sin- 
guliers, cette  question  s'impose  : 

»  Quel  rapport  ont  ces  racines  rationnelles  de  l'équation  modulaire  avec 
le  module  primitif? 

»  La  réponse  est  facile  à  trouver  : 

»  Elles  satisfont  à  la  même  équation  algébrique. 

»  On  est  ainsi  conduit  à  étudier  la  résolution  de  l'équation  des  modules,  et 
la  route  à  suivre  est  toute  tracée;  on  établit  sans  difficulté  que  chaque  racine 
s'exprime  en  fonction  rationnelle  de  chaque  autre,  et  que  les  symboles  de  ces 
fonctions  sont  échangeables. 

»  Par  l'expression  multiplication  complexe,  j'entends  une  formule  qui 
exprime 

X  [(  a  -+-  bi  \Jn)  z  -h  a]^ 

en  fonction  rationnelle  de  X(2),  a  étant  une  constante.  J'ai  conservé  la  classi- 
fication des  modules  singuliers,  à  laquelle  on  est  conduit  par  cette  définition  : 
elle  ne  coïncide  pas  avec  celle  de  M.  Kronecker,  mais  le  passage  de  l'une  de 
ces  classifications  à  l'autre  est  très  simple;  je  l'indiquerai  à  la  fin  du  Mémoire. 
Mon  objet  étant  les  questions  algébriques,  je  ne  parle  qu'occasionnellement 
des  nombreuses  relations  que  possède  la  théorie  des  modules  singuliers  avec 
TArithmétique;  je  fais  exception  seulement  pour  les  formules  de  M.  Kronecker 
relatives  aux  nombres  des  classes,  dont  je  déduis  celles  que  j'ai  rencontrées  eu 
cherchant  les  équations  des  modules  singuliers.  » 

Le  Mémoire  est  divisé  en  sept  Chapitres  dont  les  titres  sont  les  suivants  : 

î.  Propositions  fondamentales. 

II.  Les  transformations  linéaires.  Les  plus  simples  modules  singuliers. 

III.  Formation  des  équations  algébriques  dont  dépendent  les  modules  singu- 
liers, et  des  formules  de  luuiliplicalion  complexe. 

IV.  Digression  sur  les  formules  d'Arithmétique  de  M.  Kronecker. 

V.  L'équation  de  la  division  des  périodes;  l'équation  modulaire. 

VI.  Transformations  des  modules  singuliers. 

VII.  Résolution  des  équations  des  modules  singuliers. 

Une  Note  terminale  donne  le  moyen  de  passer  de  la  classification  des  modules 
singuliers  adoptée  par  l'auteur  à  celle  de  M.  Kronecker. 


'i^  SliCONIX-:  PAIITIE. 

ini/rsat  (lid.).  —  Reclierclies  sur  les  îotëgrales  algébrique»  de 
ri''<liintioii  (le  Kiimmer.  (a55-3o4). 

LV'<|iiaiion   ilorit   il   ï'dgil  e«L  l'équalioD  du  troisième  ordre  qa«  Kamoiei  =t 

iiilrriJuili'  il^iiis  la  llivurîc  Je  là  traotformilion  des  séries  LypergéomPIriinii —  , , 

M.  (;i>ur>d!  jv.m  iinlijricurenienL  délenniaé  toutes  les  inicgnies  rationndler^mKi 
<\e  n-tlo  i:<||j^iii'>ii.  hcpuis.  M.  PapprrïLi  a  étudié  les  intégrales  algtbriquti  a.^^^u 
iiioyrn  J'iiii  ^,v>1i:<i>e  d'ùriuationi  arilboiétiqncs  analogue  i  celui  donl  M.  Goun^^  -i' 
s'Ouil  servi  :  i\'<<ù  Tungine  du  préscut  Travail. 

»  Il  pxislc.  dit  M.  ijnursat,  une  dilTë renée  essentielle  entre  les  deux  sjsltm^  ,^e\o 
clViit-itiiitis  iirilliii>i;tïi|ues  dont  dépendent  les  transformations  ralionnellc»  •  '' 

le-  lJMii'f.>riiiiili<>ii-i  irratiiinnellei.  Dans  ce  dernier  cas,  ta  elTel,  un  sj-slémco^  i-' 
'.:liuii>ii-  lie-  <'(|oaliiins  aritlimétiqucs  ne  fournil  pas  «n  général  d'iotèfra  ^^— -»l* 
.i!;;i-liii(|iu:.  Jis|n  re  avoir  ûlalili  d'une  façon  rigoureuse  qu'on  peut  lonjmir  .^ti^irt 
,-r,;<ï,ii.ititr.  y.,1-  Mil  nomhrc  Jini  d'essais  et  de  calculs  élémentaires,  si  i  <m^m  «n 
>>~ii'iiic  Ar  ~<>lriii<iiis  correspond  circctivemrnt  une  intégrale  atgébriinC' ^ 
iii'.ili.n  lio  .(iiL.iiil  au  eos  particulier  oii   l'inTcrsion  du  quotient  do  dem  iol^  ^*  '^ 

i-ntu:  ~i\  vu  .-.1  ainsi',  cette  fonction  sera,  comme  on  snil.  une  fonction  fuel*  ^»ft- 
>iciini-.  I.c  ]r'ilp|ijinu  peut  alors  être  considéré  comme  un  ras  purticulirr  *:»  ''" 
prubK'iiii'  ^i'n<  l'iil  ele  la  transformation  des  fonctions  fuchsiennes. 

"  [.Vm-Uh-t  .1  .ine  intégrale  alRclirique  étant  reconnue,  le  calcul  des  coefE*^^' 
I  it'(ji>  ilo  iL'Ui.'  I  <|Uiitii>n  CM  un  prulilême  dont  la  solution  générale  parait  foi 
[lifiinli'.  Mil  |,i'iji  i'i.'|H'ndunt  indiquer  des  iiiélliodes  générales,  lorsque  la  r(la 
ti.iii  t'-t  ,k-  ;.  [MO  :trof<u  dp  genre  un.  Les  calculs  algétiriques  auxquels  on  c; 
toiiLhiii    [:aT.<i"<'uL.   il  r^t    vrai,  compliqués,  mais  il   e^t   farile  de  reCOonillB 


V^ort 
--li- 


■-  Je 


a  forn 


espra 


léinonslration  d'un  théorème  général  sari»" 
on  à  l'équation  de  Kummer  est  immédilt -* 
I  des  conséquences  intéressantes,  que  je  i* 
jclion  de  certaines  intégrales  abélicano-     — 
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raie,  et  sans  aucun  signe  de  f/uact rature,  les  fonctions  j?,.  j*;,  . . .,  jr^  d'un 
paramètre  t  qui  satisfont  à  cette  équation, 

La  méthode  géntTule,  que  M.  Ditrixiiix  fail  l'onnuUrr.  est  u|»pii<|uéc  <l«iiis  lu 
seconde  Partie  à  l'équuliun  d'Kulcr 

f/jT^-l-  tlv'—  (ts\ 

dont  on  retrouve  la  solution  bien  connue.  L'iiulctirdi'vcIiipitL' fiiMiile  li-N<iil(-ii!s 
rclatifii  à  Tcquation  plus  générale 

ilx'  -+■  dy-  -\-  dz'  =  ds-y 

antérieurement  considérée  par  J.-\.  Sorret,  et  donne  rinh-rpréluUoii  ^éunié- 
trique  des  résultats  auxquels  il  parvient. 

Dans  la  troisième  et  dernière  Partie,  M.  Daihoux  résout  de  deux  manières 
différentes  le  problème  intéressant  qui  consiste  û  déleniiiner  dans  l'e^pare,  sans 
aucun  si^ne  de  quadrature,  deux  courbes  se  correspondant  point  par  point  de 
telle  manière  que  les  arcs  correspondants  des  tieux  courbes  soient  égaux.  La 
première  solution  conduit  à  cette  couse. |uenoe  di^ne  de  remarque  : 

On  peut  obtenir  sans  awmn  signe  de  quadrature  les  équations  les  plus 
générales  de  deux  surfaces  réglées  applicables  l'une  sur  l'autre. 

La  seconde  solution  est  particulièrement  appropriée  à  la  délerminalion  de^ 
couples  de  courbes  gaurlies  dont  les  arcs  correspondants  sont  è^auv  quand  ou 
assujettit  en  outn;  fi  s  courbas  à  quelipie  autre  condition. 

Ilumberl  (G.).  —  Sur  lo  lliéorrnu»  d'Aboi  cl  (|iiol(|iics-iiiies  iK?  ses 
appliculions  {;<'M)nuiri<|iies.  (iiv.j-ji)  { ). 

introductinn.  —  «  Le  but  do  ce  Mèimiire  e^l  «if  di-iM*>rilrrr  iitu-  torinuli-  qui 
[»ernict,  étant  doiiiièer>  une  t«»url)r  al,i:ebriqin'  /"  -  -  «■  de  di-i^rô  //.  el  une  iulé- 
grale  abélienne  qurjcuniiue  .ipparl<-ii.Mit  à  t-elli-  rnurbe.de  t-alciiler  a  prittri\,ï 
Si>mme  des  variations  de  rint<'>^rale  ^^ur  les  lignes  dt'ei-ilr>  piir  l<'S  pniut^  d'in- 
.  Icrsection  de  la  murbe  priq)«'>ee  et  diiu»?  r..urbe  als;t-bri.|ue  v. niable,  appar- 
tenant à  un  faisceau.  Si  l'on  di'->i:;ne  par 


I'       u  • 
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réquation  de^*  e<iurlM"«  de  ce  t'alM'eau,  l.i  *>oiiiiiir  i  JK-ti  in'-o  seia  wm'  fiOK  I  iiwi  ilu 
paramètre  f/  et  l'i-lude  de  >>•■'>  Naii.ili<>ris.  qu.md  un  l.iit  \ariei  le  l'.iriiinrl  re. 
lionne  lieu  à  des  Citrisi-quJMiees  analuique»  iiilere^^aiile^,  ««e  Irtidui-^aul  U'""!!!»-- 
triquement  d'une  manière  ><iu\eril   (rr>  «>iiiiple. 

»  L'emploi  des  buiehou'^  l(ieli>ieMne>.  in(rtMiuile<«  d.ius  la  Sri<'ri«-e  pai*  M.  rmii- 
earé,  nou^  a  peimi>  d'arriver  >iiiiplenieiit  iiu  n^ull.it  rlier<  li<'-. 

»  La  preiiiièri'  Partie  du  pn-^i-nt  l'iav.iil  e*>(  ei>uoj<  m'-i'  a  l.i  di-uion-traliou  i-l  i\ 
l'étude  des  ron>^i''quenei-^  .iii.ilui(|ui'^  di-  l.i  luriiHile  t<>u>l.ifneul,ile:  mi  i-\,iniiue 
^pèi-ialemeni  le  ea>^  un  l'inli  uimI*-  .ibiii(iiM>-  ^i-  le.lint  a  une  l'uni  lion  i.ilmu- 
nelle,    el    l'un    en    deijuil    !•■    niuyi-ii   de   lii»u\<r   l.i   •^unime   uu   l«-   piuihut   des 
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valeurs  que  prend  une  fonction  rationaellc  des  cnurdonnées  au) 
muns  A  deux  courbes  Blgcbrique»  Et  de  discuter  cette  gomme  oa  ce  prodwl 
quand  une  des  courbes  varie,  sans  cesser  d'appartenir  i  un  même  tn'uct»». 

B  La  seconde  Partie  comprend  les  applications  géométriques  les  plus  (impie* 
de  cette  théorie;  en  considérant,  soit  une  intégrale  abélienne  ayant  un«  «igni- 
Qcatiun  déterminée,  »oit  une  fonction  rationnelle  simple  des  cuordooncei  des 
points  d'une  courbe,  on  peut  énoncer  immËdiatemenl  des  tbéorêmes  gévati- 
triques  relatifs  à  la  somme  des  valeurs  que  prennent  cplte  inlégrate  et  cHIc 
fonction  aux  points  communs  i  la  courbe  proposée  et  i  chacune  des  caorbe* 
d'un  faisceau.  On  a  développé  spécialement  des  applications  relatives  aut  «imi 

■  La  troisième  Partie  a  pour  but  de  faire  les  mêmes  appllcatioai  aux  arc*  de 
courbe  qui  s'eipriment  par  une  intégrale  abélienne  appartenant  t  la  cuurlfC  ; 
les  courbes  qui  jouissent  de  cetli:  propriété  «ont  celles  que  LiiguetT«  a  Damoiécs 
courbes  de  direction. 

a  Comme  conséquence  de  cette  théorie,  on  détermine  les  courbes  curieoK* 
dont   l'arc   s'euprinie   par   une   intégrale  abélienne  de  première  espèce:  etlei 


t  de  c 


deux  courbi'!  qui 

Poincaré  {II.) 
{405-404}. 


c  degré 


Deplés  ■ 


elles 


t  loujoun  nulle.  * 


par 


Les  fonctions  f'iiclisienncs  et  l'.\ritlir 


cli,,,,, 


il  est  aisé  de  trouver 
Une  pareille  substitut 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  aC5 

Si  Ton  s*en  lient  aux  subslituliuns  réelles  cl  qu'un  écarte  celles  de  iléteriiii- 
nant  — i,  un  aura 

aiô  —  PY  =  1 . 

Or  M.  Puincaré  a  appelle  substitutions  fuchsiennes  les  !»ul»lilutions 

S  =  («5,  ^  )» 

uù  s,  ^,  7,  6  sont  des  quantités  réelles  triles  que 

a5  — ?Y  =  ,. 

Ainsi  &  chaque  substîtulion  S  qui  n'ullère  pas  <P  corre>pund  une  substitution 
fuchsienne  s. 

Si  S  et  S'  sont  deux  transfurmalions  linéaires  qui  n*altrrrnt  pas  <^,  et  si  s 
et  s'  sont  les  substilutions  fuchsiennes  corrcspundaiites,  à  la  transfnnnation  SS' 
correspondra  la  substitution  fuchsienne  m'.  A  tout  groupe  discontinu  de  trans- 
formations n'altérant  pas  <^  correspondra  un  groupe  fuclisieii,  et  réciproque- 
ment. 

Soit  maintenant  T  une  transformation  linéaire  de  déterminant  quelconque 
qui  altère  4>,  et  soit  F  ce  que  4>  devient  par  reiïct  de  cette  transformation. 

La  forme  F  sera  inaltérée  par  certaines  substitutioii<  de  déteriiiii)ant  i,  qui 
sont  dites  transformations  sembtahtcs  de  F;  et  à  toute  tran>forniation  sriii- 
blablc  de  F  correspondra  une  transformation  semblable  de  <S>.  A  tout  groupe 
discontinu  de  transformations  semblables  de  F  correspondra  un  groupe  de 
transformations  semblables  de  *l>  et  par  cuuséquent  un  groupe  fuchsicu;  et 
réciproquement. 

Si  la  forme  F  a  ses  coefficients  entiers,  on  distinguera  parmi  les  transfor- 
mations semblables  de  F  celles  dont  les  coefficients  sont  entiers.  Klles  forment 
un  groupe  discontinu,  auquel  correspontl  un  groupe  fuchsien  et  par  conséquent 
un  svstèmc  de  fonctions  fuchsiennes.  M.  Poincaré  a  donné  à  ces  fondions  le 
nom  de  fonctions  fuchsiennes  ttri/hnietit/ues. 

Le  présent  Travail  est  consacre  à  l'ciuile  de  ces  (onctions  spéciale^  et  de  leurs 
applications  &  la  théorie  des  nombres.  L'auteur,  entre  autres  résultats,  établit 
pour  ces  fonctions  un  théorème  (|ui  peut  être  regardé  «omme  la  générali'^atioii 
du  IhéortMne  d'addition  des  fonctions  elliptiques  et  «{ui  ne  parait  pa>  avoir  lieu 
pi»ur  les  fonctions  fuchsiennes  ordinairo. 

Lcauté  {If').  —  Sur  la  (!ararlrrisli(|iie  ciiicinali(|iu*  il\iii  svslùinc 
mécuiiiqiii.'  en  nioiivrinonl.  (  \(hi-^'ji)K 

llitgoiiiol  {!/')-  —   Mt'inoirc   mh-  hi   piopa^alioii  du  iiiotixeiiieiil 
dans  un  lluide  iiidéliiii  (piriiiirrc  Parlic).  i  Î77-iî)*-)- 

Le  résultat  capital  établi  d.in^  < c  Mi  iiioire  po^iliunn-  C'^l  qm*  : 

i/cjrprcssiun  anal\  fii/ac  tic  la  vitt'u.sc  tir  inttpniiittitni  tlti  tmmwnirnt  dans 
un  fluide  indc/ini  ^'obtient  tti6ittn.nf,  et  de  la  maimrc  la  /du.\  ^-i/jc/d/c,  //<// 
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idéralion   des  équaU 
t  besoin  de  se  prcorc 

iorti  de  rtlydrodynamiqut.  uuu  ^a'fl         1 
ujier  de  la  forme  des  iniégralet.                  ■ 

ùlini  avec  précision  ce 
.i-uvcroent  danïu.iau 

trc,  l'auteur  com 

Mdèrn 

l.ccicbnsà|«(>M         I 

! 

des  réscrTus  Mir  sa  ïi 

ilLJité.  Il  en  Aià 

ml.. 

IIS  «uïUiKinlis»-»- 

(M 

)'="'■ 

i|ui  (liiniic  1.1  viii^ssc  du  son  et  plus  géDiïralemcDt  la  Titcsse  de  propafation  d 

Il  applique  ensuite  Une  méthuile  analoguE  aux  Équations  générales  de  l'iV  'J 
drodynainirguc,  données  par  Rulcr,  en  s'en  lenant  au  cas  où  la  condactlbil^ 
calorilique  du  milieu  peut  ùire  mieli^'-'e-  Aloi's  ta  relation  entre  la  pressioii   ^^ 
el  la  di-nsit.'  ,;.  d'un  élémciil  de  inassc  donné  est  toujours  la  même;  on  siippu^^ 

est  ta  iiiùiiit'  en  tous  les  poiiils  du  Jtuide.  On  parvient  ainsi  i  la  furniiile' 


Vf' 


La  i'i7ciJ''  de  //ro/'iig/ilion  d'un  motn'ement  dans  un  fluide  dépend  de 
l'élut  du  fluide,  mais  elle  est  inde pendante  de  la  nature  du  mouvement 
ijiii  se  /'ro/Mi!.-e,  pourvu  qu'il  ne  se  produise  pas  de  discouliuuilé. 
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que,  si  le  solide  est  homogène  cl  de  révolution  et  si  aucune  force  n'agit  sur  ce 
solide  ni  sur  le  liquide,  ces  équations  différentielles  conduisent  à  des  quadra- 
tures elliptiques;  ce  résultat  a  reçu  de  Clebscli  une  certaine  extension.  Il 
existe  donc  un  cas  où  le  problème  est  susceptible  dune  solution  complète 
grâce  aux  fonctions  elliptiques,  tous  les  éléments  du  mouvement  pouvant  être 
exprimés  en  fonction  explicite  du  temps. 

C'est  cette  importante  application  des  fonctions  elliptiques  que  M.  Halphen 
développe  dans  le  présent  Mémoire.  11  la  complète  par  une  extension  inat- 
tendue du  théorème  de  Jacobi,  d'après  lequel  le  mouvement  d'un  corps  grave 
de  révolution,  suspendu  par  un  point  de  son  axe,  se  décompose  en  deux  mou- 
vements à  la  Poinsot  :  les  formules  (jui  représentent  le  mouvement  d'un  solide 
dans  un  liquide  ont,  en  effet,  permis  à  l'auteur  de  faire  apparaître  une  décom- 
position analogue. 

W^epin  (Le  P.).  —  Sur  quelques  formules  d'Analvse  utiles  dans  la 
théorie  des  nombres.  (83- 12^). 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  de  démontrer  l'ensemble  des  formules  géné- 
rales de  Liouville,  qui  reposent  sur  la  partition  numéritjue  exprimée  par  les 
équations 

dans  lesquelles  tous  les  nombres  considérés  sont  entiers  et  positifs,  pairs  ou 
impairs.  L'auteur  traite  successivement  des  formules  qui  ne  concernent  qu'un 
seul  mode  de  partition,  puis  de  celles  où  l'on  compare  les  deux  modes  de  par- 
tition. 

Humbert  (G.).  —  Sur  les  courbes  cycliques  de  direction.  (i2(j- 
i3i). 

Modifications  ù  apporter  à  quelques  résultats  du  Mémoire  de  l'auteur  sur  le 
théorème  d'.\l)el  {Journal  de  Mathéniatir/itcs,  18S-). 

Humbert  (G.).  —  Sur  les  courbes  al<;ébriques  planes  rcctiliablcs. 
(i33-i5i). 

Une  courbe  algébrique  est  dite  rectifiablc  si  tout  arc  de  celte  courbe  est 
une  fonction  algébrique  dt's  coordonnées  de  son  extrémité.  Toute  courbe 
plane  rectifiablc  est  évidemment  la  développée  d'une  courbe  algébrique  et 
réciproquement. 

M.  Humbert  complète  ce  résultat  en  montrant  (|ue  l'arc  de  toute  courbe 
algébrique  rectifiablc /(x,  ^)  =  o  a  une  expression  de  la  forme 

*  --  0.  +  l' sjfj^^'^, 

où  a?  et  y  désignent  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  l'arc,  m  une  constante 
qui  dépend  du  choix  du  point  origine  des  arcs  et  I*  une  fonction  rationnelle 
de  X  %l  y. 


nfiS 


Ce  Uidot 
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înic  permet  iL'éludiBr  en  particulier  le»  coiirlics  rrnilîtliln  itotl 
l'arc  est  une  fiinclion  ralionncllc  des  coortionniin  de  sou  eilréiiiiU,  et  qu'un 
peut  appeler  courue!  à  arc  rationnel. 

Les  courbes  i  arc  rationnel  Sont  les  ciurbci  de  direction  (Ljgucrrel  qui 
sont  (ica  dcSïeloppées  de  courbes  algiibri(|ucs. 

M.  Ilurtibert  établit  que,  si  la  développée  d'une  cuurbc  de  direction  ni  4t 
dii'ectioa,  la  courbe  est  elle-niéme  de  direction. 

niais,  pour  discuter  la  proposition  réciproque,  il  faiil  diitinguer,  pirmi  lu 
courbes  alj^ébriques,  les  courbes  timplet,  qui  ne  sont  coup^»  ortbog«Bok- 
ment  pur  chticune  de  leun  normales  qu'en  un  seul  point.  On  déumnire  lUm 


Les  courbes  algébriques  planes  à  arc  rationnel  sont  le»  développées  ilii 
courbes  algébriques  de  direction  qui  sont  des  courbes  limpies. 


Ce  sont  niissi  les  caustiques  par  réflciion 
ÎDCidents  étant  concourants  et  réciproquein 

Après  ces  tbéorémes  \icnnent  diverses  i 
mination  des  épicycloïdcs  algébriques  à  an 

Le  Mémoire  se  termine  par  cette  proposi 


des  courbes  algébriques.  In njuu 

pplications,  CDirc  aulres  !■  détcr- 

rationnel. 

ion  générale  : 


irbe  Jlx,y)  =  -,  es 
on  arc  est  de  la  for 


e  courbe  algébrique  d'ordre  n 


P(x,yy 


P  =  o  étant  l'équation  d'une  courbe  de  degré  n  —  3  adjointe  A  la  nurée 

f  =  Il  et  que  l'on  peut  choisir  arbitrairement  ;  C  =  o  étant  l'équation  d'Hit» 
courbe  adjointe  d'ordre  n  —  -i,  passant  par  les  points  où  la  courbe  P  =  o 
rencontre  la  courbe  /  —  o.  Si  la  courbe  f  est  unicursale,  les  degrés  de  C  et 
de  P  doivent  être  augmentés  d'une  unité. 


I/Uf-Olliot   (//.). 
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9e  réduit  à  celle  qui  a  été  trouvée  dans  la  première  Partie  lorsque  p  nedôpcml 
que  de  p  et  non  ilc  x^  y,  z. 

Klein  {F.),  —  Sur  la  rcsoliillon,  par  les  fonctions  livpcrcllip- 
liques,  de  l'cquallon  du  vingt-scpliomc  degré,  de  laquelle 
dépend  la  détermina  lion  des  vingt-sept  droites  d'une  surface 
cubique.  (169-176). 

Dans  cette  Lettre,  adressée  à  W,  C.  Jordan,  l'auteur  in^liquc  comment  il  a 
réduit  Tune  à  l'autre  l'équation  aux  vingt-svpt  droites  <rune  surface  cubiipie 
et  celle  de  la  trisection  des  fonctions  liyperclliptiqucs,  réduction  dont  on  pou- 
Tuit  a  priori  concevoir  la  possibilité,  les  dtMix  é(|uations  en  (fuestiou  a>aiil  le 
même  groupe. 

Antonne  {Léon),  —  Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini 
contenus  dans  le  groupe  quadralicpie  crénionien.  Premier  Mé- 
moire :  Ltude  d'une  substitution  crémonienne  isolée.  (177-2Î7). 

Recherches  sur  les  groupes  quadratiques  crémoniens  d'ordre  (ini. 
Second  Mémoire  :  Multiplication  des  crénioniennes,  groupes 
quadratiques;  groupe  directeur.  (407-464). 

«c  Après  avoir,  dit  l'auteur,  dans  deux  Mémoires  insérés  au  Journal  de  Malhc- 
matiques  (années  i8S5  et  188')),  étudié  les  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans 
les  groupes  quadratique  et  cubique  Cremonii,  je  me  propose.  <lans  le  |>n''MMii 
Travail,  d'étendre  le  même  genre  de  reclu*rclics  aux  substitutions  biriitiun- 
nclles  qui,  au  lieu  d'avoir  seulement  une  série  de  trois  \Hriables  liomo;;riirs  .r, 
(CfHirdonnées  d'un  point  x  tlu  pLni),  rontienncnt  deux  scrivs  de  trois  vari;iMos 
homogènes  :  ^,  (coonlonnoos  d'un  point  x  du  pliiii),  m,  (coonliiiiiu-rs  liuin* 
droite  u  du  plan). 

»  Soit 

n      h      ' 

X;    -i,{x,  U)  (a    b  ) 

''    à     \~  \  c    dS 

M.      V.(X,   M)    I 


S  = 


une  pareille  snb>lilulinn,  -ç    ci  Ç,  èlunl  «les  polvnonies  qui   eitntieiinciit   le-  .r. 
cl  les  {/,  aux  dimen>ions  nianinées  p.ir  les  entiers  </,  6,  r,  </,  lcs«{ucls  ne  prn\riii 


être  négatifs. 

I*  J'appelle  crcrnonicnnc  nne  snlistitulion 

\  a     ù  f 

s  ---  ' 

{  r     d  \ 

qui  est  A  la  foi-»  hinitinnucUc  et  dr  rn/iturt.  I/.ippr!latii>n  rrvmunietini'  r>t 
ju<tiliêe  pur  le  fait  qne  ,v  »••  rolnil  à  nn*  stib^iiiiitinn  (Mi-ninna  nnJinaiie,  <-i 
l'entier  h  e«t  nul. 
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rs  n,  b,  t.  d'^-i  qui  est  l'otijui  du  premier  Mémoire.... 
Iiuiiipdcs  rci'lierclics  relatif  aux  crémoniennes  est  presque  iaeiploH.. 
;  n'a  encore  donné,  au  moins  à  ma  cnnnaiisance,  les  conditions  de  bin 
c  cl  lu  r<irmc  explicite  des  fonctions  entières  f^  et  iji^.  ■ 

i«triictiiiii  des  Rroiipi's  i-iL-mnuicns  a  dA,  par  Conséquent,  être 


iennes,  del■C(»■- 
}upes  d'ordre  fini. 


llifhrrt  {/>.\.  —  Ixllrcudr.: 


jàM.Hermite.  (244-a56). 
|ui  existe  entre  la  tbéorie 


S  les  plus  générales  de  l> 
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obscure,  qui  est  la  même  dans  les  quatre  solutions.  Les  trois  autres  influent 
sur  la  direction  du  vecteur. 

Jl  n'est  nullement  nécessaire,  pour  obtenir  la  surface  de  l'onde,  de  supposer 
des  vibrations  ou  plus  généralenienl  le  vecteur  lumineux,  soit  dans  le  plan  de 
polarisation,  soit  dans  un  plan  perpendiculaire.  En  donnant  aux  arbitraires 
dont  dépend  le  vecteur  lumineux  toutes  les  valeurs,  un  obtient  des  vibrations 
de  toute  inclinaison  sur  ce  plan,  et  même  des  vibrations  pouvant,  pour  cer- 
taines ondes  particulières,  être  longitudinales. 

Parmi  tous  les  vecteurs  possibles,  les  plus  intéressants  sont  : 

(a).  Celui  qui  est  à  la  fois  dans  le  plan  de  polarisation  et  dans  le  plan  de 
l'onde; 

{b).  Ceux  qui  sont  situés  dans  ce  dernier  plan. 

La  théorie  du  vecteur  {a)  contient,  comme  cas  particulier  correspondant  à 
Tévanouisscment  de  l'onde  obscure,  la  théorie  de  Lamé,  retrouvée,  avec  diverses 
variantes,  par  plusieurs  autres  auteurs,  Cauchy,  Mac  Cullagh,  Newmann, 
Massieu. 

Pour  les  vecteurs  {b)  deux  théories  sont  également  possibles;  Tune  d'elles, 
convenablement  particularisée,  conduit  soit  à  des  é(]uations  qui  reproduisent 
toute  la  théorie  de  Fresnel,  soit  aux  résultats  de  Maxwell,  de  M.  Sarrau  et  de 
M.  Boussinesq. 

Pour  choisir  entre  les  diverses  solutions  ainsi  énumérées,  il  faudra  recourir 
à  la  réflexion  cristalline  et  éliminer  celles  qui  ne  satisferont  pas  aux  lois  les 
mieux  établies  de  ce  phénomène. 

^lumbert  {G»)'  —  Sur  quelques  propii('Lcs  des  aires  sphëriques. 

(3i3-348). 

Voici  comment  l'auteur  résume  le  contenu  de  son  Travail  : 

«  L'objet  du  présent  Mémoire  est  l'extension  à  la  s()lière  de  la  propriél»*  si 
simple  et  si  remarquable  que  prcsenle  la  circonférence  de  cercle  pour  la  mesure 
des  angles  situés  d'une  manière  (juelconque  dans  son  plan  et  qu'on  peut 
énoncer  ainsi  : 

»  La  différence  {ou  la  somme)  des  arcs  interceptes  par  les  deux  côtes 
d'un  angle  a  sur  une  circonférence  de  luiyon  \\  est  égale  à  i  H  3. 

»  Dans  l'espace,  ce  théorème  n'est  pas  applicable  sans  modification  à  la  diffé- 
rence des  aires  que  découpe  sur  une  sphère  un  cône  n-nconlrant  cette  surface 
suivant  deux  courbes  fermées;  nous  montrerons  que  celle  différence  ne  dépend 
pas  seulement  du  rayon  de  la  sphère  cL  de  la  forme  du  cône,  ce  qui  serait  la 
généralisation  directe  de  la  proposition  sur  la  mesure  des  angles  plans,  mais 
qu'il  suffit,  pour  l'exprimer,  d'introduire  un  nouvel  élément,  à  savoir  la 
distance  du  centre  de  la  sphère  à  un  plan  |)assant  j)ar  le  sommet  du  cone  et 
invariablement  lié  à  ce  cône.  iNous  verrons  également  que  cette  pr(q)riélé 
s'étend  aux  surfaces  développables  et,  en  général,  aux  surfaces  réglées;  dans 
le  cas  spécial  des  surfaces  réglées  à  plan  directeur,  <jn  retrouve  même  la  ()ro- 
pricté  de  l'angle  plan,  c'est-à-dire  (|ue  la  (liffércnce  des  aires  découpées  sur  une 
splièrc  par  une  telle  surface  ne  dépend  pa'i  de  la  [)osilion  de  la  sphère  dans 
rcspacc. 
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formules  rclative<i  au  c6ae  nnus  pcrmellmiK  dMvnlurr  la  tliff^- 
i  «lécoupccs  sur  une  «phcre  par  une  (|ua<<ri(]u(?.  dans  le  ra*  ob 
e  cnmpoi'c  de  dvax  courbes  fermée),  et  dVublir,  rclatiten^l  » 
^  quelques  propositions  curieuses  parmi  Icsqudies  noiu  •igoa' 
1  le  porabulolde  cltipti(|uc.  » 


Jordan  {Camille).  —  Sur  les  transfoiii 
di'RLÎque  en  elle-même.  {34(|-368). 


i  d'iinr  forme  qiia- 


s  el  iatUi 


I  ddlcr 

rudlc, 


Ds  dans  ce  Mi'itioife  les  cundilioni  nrfes- 
salisfaire  une  subslïtulion  linéain!  poor 
lèine  une  Turnir  quadratique  de  ditcrimi- 


£Lre  capuble  de  Iransfurnjer 
nant  dilTérent  de  zita. 

•>  Ces  rondilions  éiant  supposée*  remplie»,  nous  monirnns  que  U  lubstitfl- 
lion  donnée  S,  et  l'une  quekcinque  F  des  formes  quadratiques  de  dlierimi- 
nant  ^  o  qu'elle  transtotme  en  ellcm^me,  peuvent  jlre  rinieo^s  tiroallaaé- 
ment  k  une  expression  canonique  diipendanl  ciclusivetnent  des  ir>v«riaot«  de  S. 

i:ie  là  TL'suIie  eettc  conséquence  que  le»  diverses  furnies  F  sont  tr»n»for- 
mables  Ici  unes  dans  les  antres  par  des  substitutions  linéaires  qui  n'altèrent 


pa! 


,  de  5. 


Diihem{P.).  —  Sur  un  théorème  d' Électrodynamique.  (369-4o5). 

Il  e?l  bien  rgnnu  que,  si  l'on  suppose  donnée  l'action  qu'un  courant  ttrmtt 
et  uniforme  exerce  sur  un  clément  de  courant  uniforme,  l'action  éWmealaÏR 
est  susceptible  d'une  inliulié  d'eipressions  diflërentes.  De  cette  inGniU  d«  loi* 
élémentaires,  une  seule  est  compatible  avec  la  règle  de  l'égalité  entre  l'actwa 
et  la  réaction  '.  c'est  la  loi  d'Ampère,  ainsi  que  l'a  démontré  Gaula. 

».  Dulieni  se  pose  la  question  plus  générale  que  Toici  : 

Si  l'on  connaît  t'aclïon  qu'un  courant  fermé  «I  uniforme  ej-ercv  tur  un 
élément  de  courant  uni/orme  el  si.  de  pliu.  on  taïujettii  la  lui  élémentaire 
à  lalis/aire  à  la  condition  que  le  travail  produit  dam  le  déplacement  dt 
deux  étémenli  de  courant  par  les  actions  mutuellei  de  cet  deux  rlémeali 
dejieiide  uniquement  du  changement  de  position  relative  det  deu-i  eUmrnl4. 
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les  résultats  de  ses  devanciers,  et  applique  ses  formules  au  cas  où,  le  point 
mobile  étant  déterminé  par  un  système  de  coordonnées  curvilignes  composé  de 
trois  familles  de  surfaces  orthogonales,  les  axes  Oxyz  sont  constamment 
parallèles  aux  normales  des  trois  surfaces  qui  déterminent  ce  point. 


Tome  V;  1889. 

Halphen.  —  Sur  la  multiplication  complexe  dans  les  fonctions 

ellipliques,  et  en  particulier  sur  la  multiplication  par  y/ —  23. 
(5-52). 

On  sait  que,  si  £  est  un  entier,  p(iu)  est  une  fonction  rationnelle  de  pu. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  sans  que  £  soit  un  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
rapport  des  périodes  soit  racine  d'une  équation  du  second  degré  à  cocfllcients 
entiers 

a  (i)'-  -f-  2  6  w(j)'  -h  c  u)'  =  0, 

le  multiplicateur  £  est  alors  de  la  forme 

A' -h  ik  \Utc  -  b\ 

k  et  k'  étant  deux  entiers. 

Pour  la  recherche  effective  des  fonctions  elliptiques  singulières  (ou  admet- 
tant une  multiplication  complexe)  on  n'a  guère  employé  que  des  moyens 
détournés  et  parfois  extrêmement  laborieux.  L'auteur  indique  un  moyen 
direct  et  simple,  qui  ne  met  en  jeu  que  les  premiers  éléments  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  et  qui  consiste  à  obtenir  une  relation  entre  des  constantes 
exprimables  en  fonction  des  invariants. 

Il  fait  ressortir  la  remarquable  liaison  qui  existe  entre  la  théorie  des  formes 
arithmétiques  de  Ganss  et  celle  des  fonctions  singulières. 

Comme  exemple  de  sa  méthode,  l'auteur  traite  de  la  multiplication  par  y/—  j3 
et  des  six  fonctions  qui  admettent  cette  multiplication. 

Stieltjes,  —  Sur  le  développement  de  l'expression 
1  R' —  2R  r[cosa  cos  w'  cos(  J7  —  x')  -t-  sin  //  sin  ii'  cos(  y  —y')]  -t-  r-p*. 

(53-65). 

Dans  la  théorie  du  potentiel  à  quatre  variables  se  présente  Texpression 

[(j7,-.r;)^H-  (X,   -x;.,)-4-(x,>-x;)--4-  {x,-x\)-]  «. 

Pour  la  développer  en  série  par  un  procédé  plus  simple  (jue  le  clian^enient 
de  variables  classique,  l'auteur  pose 

j?,  =  r  cosii  cosx,    JT;  = /•  cosz/ sin  x,     x^— r  %'\x\u  cosy^    ^4= /•  sin  m  sin^'. 
Bull,  des  Sciences  niathém.,  .i*  série,  i.  X\V.  (Décembre  >90i.)        H.  «9 


Une  analjsc  touL  â 
X.(coaBcoaft'+*inl) 

Cornes  Teixeira. 
cites.  {fi7-7r). 


L'auleur  a  indiqué  précédemm 
formule  pour  développer  eo  série 
fopcLioH  "  délinie  par  les  équalii 
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ill  analogue  A  celle  que  Laplare  applique  aux  fi 
i!l'  cosf)  le  conduit  rapidement  bu  résuliai. 

•  Sur  le  dévcloppemenL  des  foocLÎons 


r=<?,(s)+... +  **?,(*). 


nt  acluellemcnt  lur  ce  lujel  pour  préciser  I 
représeniée  par  la  série  qu'il  uvail  obtenue 
ïOHVergencc  de  ci'iie  si'>iiir. 


Caspary.  —  Exirail  d'une  lellre  à  RI.  Hermîte.  (73-79). 

L'auteur  fait  rcssonir  le  lie 
{Journal  de  Cretle.   l.  jJ  )  1 


■le  entre  les  recherches  de  M.  Hermilc 
le  M.  Weientrass  sur  l'inlégratioii  de 


'ly  _ 


VA^'^  4Bj''-(-fiC^'-i-4D_>-  +  E. 


liumbeiL  (G.).  —  Sur  le  théorème  d'Abel  et  quelques-unes  de  ses 
applications  à  la  Géométrie.  {8[-i34). 


gralc  abéliennc  < 
surface  ulRébricji 


riiuï  précédents  (yorirnn/  de  Mallirmatiqurt,  iS»:) 
uit  A  calculer  tu  somme  des  variations  d'une  inlé- 
•,i  décrits  par  les  point»  d'une  cnurbr  gauche  M  d'une 
a  upparienatit  i  un  faiteetu  pnaclucl  et  mtme,  d'ooe 
algébrique. 

'  aalcincnt  si 
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à  la  notion  de  deux  nombres  invariantifs  fondamentaux,  M.  Picard  aborde 
Pétude  des  surfaces  algébriques  par  la  considération  des  intégrales  abéliennes 
qu'on  peut  leur  associer,  et  qui  sont  de  deux  sortes  :  intégrales  doubles  restant 
finies  sur  toute  la  surface  (ou  intégrales  doubles  de  première  espèce)  et 
intégrales  de  différentielles  totales,  de  la  forme 


/' 


{Pdx-hQdy), 


où  P  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x^  y^  z  liées  par  réqualion  de  la 
surface  {^voir  les  années  i885  et  1886  du  Journal  de  Mathématiques). 

Ces  intégrales,  que  M.  Picard  a  introduites  dans  la  Science,  se  répartissent 
comme  les  intégrales  abéliennes  ordinaires  entre  trois  espèces. 

Il  n'existe  pas  en  général  d'autres  intégrales  de  seconde  espèce  pour  une 
surface  que  des  fonctions  rationnelles  de  ses  coordonnées.  M.  Picard  étudie 
avec  détails  la  question  de  savoir  si  une  surface  donnée  admet  des  intégrales 
de  seconde  espèce  proprement  dites. 

Il  est  conduit  à  instituer  une  théorie  des  cycles  pour  les  surfaces  algébriques, 
et  à  reconnaître  qu'e/i  général  il  n'y  a  pas  de  cycles  linéaires.  En  dévelop- 
pant la  théorie  des  cycles  à  deux  dimensions^  il  obtient  entre  autres  ce  théo- 
rème : 

Le  nombre  des  intégrales  distinctes  de  seconde  espèce  est  égal  au  nombre 
de  leurs  périodes. 

Vient  ensuite  l'étude  des  transformations  birationnellcs  des  surfaces  en  elles- 
mêmes.  Quand  le  genre  p  {Flàchengeschlecht)  est  supérieure  i,  les  transfor- 
mations ne  peuvent  contenir  plus  d'un  paramètre  arbitraire.  Si  p  est  au  plus 
égal  à  I  et  si  la  surface  admet  un  groupe  continu  de  transforniations  biration- 
nellcs en  elle-même,  ou  bien  elle  contient  un  réseau  de  courbes  du  genre  zéro 
ou  un,  ou  bien  elle  possède  deux  intégrales  de  diiïérentielles  totales 


M  = 


I  P  dx  -^-  Q  dy,        V  =  JV,  dx  -\-  Q,  dy 


dont  l'inversion  donne  pour  x^  y  qI  z  des  fonctions  uniformes  de  u  ei  r.  Ces 
surfaces,  qui  sont  les  analogues  des  courbes  planes  des  genres  zéro  et  un,  font 
l'objet  d'une  étude  spéciale. 

L'auteur  montre  ensuite  comment  on  pourra  reconnaître  si  deux  surfaces  de 
genre  supérieur  à  i  se  correspondent  point  par  point  et  établit  notuninient  que 
deux  pareilles  surfaces  ne  peuvent  admettre  une  infinité  discontinue  de 
transformations  birationnellcs. 

Il  applique  les  résultats  précédents  à  l'élude  des  inlégrales  uniformes  des 
équations  diiïérentielles  de  la  forme 

f  étant  un  polynôme.  Cette  théorie  présente  de  grandes  difficultés,  d'abord  à 
raison  de  ce  fait  qu'une  surface  algébrique  peut  admettre  une  transformation 
en  elle-même  qui  soit  biuniforme  sans  être  birationnelle  (ce  qui  est  inipos- 
siblc   pour  les  courbes),  mais  surtout  à  cause   d'une  circonstance  analytique 
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lr«3  1 

générale 

.  que  M.   Picard  révêle  et  si^i 

isle  :  il  est  relativemcnl 

ftcUrit 

KCOU 

naître  s 

i  une  intégrale 

générale  est  u« 

u/orme  dant  le  voûinagf  dt  toux 

point 

inténe 

ur  i  la  région 

où  doit  rester 

la  variable  iodépCDdante 

:  mai»  on 

n'est 

pas  autorisé  pour  ceU 

i  regarder  l'intégrale  générale  comme  i 

.ne/.,nc. 

tion  1 

aniform 

:e.  M,  Picard  d 

it  alors  qu'elle  < 

est  à  apparence  unifarn 

duisa 

uveite  dont  l'ïin] 

portanee  est  considérable. 

It  1 

raile  au 

«si  des  équalioi 

ns  plus  générale 

)  =  o, 

Où/ 

est  un  1 

polynôme  en  y 

.y^iy,  dans 

l'bypotbïse  où  les  point» 

criliqor. 

de  l'i 

ntégrsk 

:  eéoérale  aérai 

ent  Ûies. 

A  1 

la   TiD  de  son  Mémoire 

.    il    généralise   1 

la  notion  d'intégrale  de 

première 

cspèc 

c  en  en' 

nsageanl  les  fi 

.nction8u(a;,>-, 

i)  qui  se  IranslormcBl  en  au  -<-  b 

(a  et 

b  étani 

.  des  CDQstanli-1 

0  quand  (x.r. 

i)  décril  un  cjclelincai 

rc  elTeclif 

Kœnigs.  —  Sur  In  délerminalioD  générale  du  volume  engendra 
par  un  contour  fermé,  gauche  ou  plan,  dans  un  mouvement 
qiiclconc|i(e.  (3ai-3,f-i). 

>ns  sur   le   signe   des  aires  et  des  volâmes, 
unique  et  tout  k  fait  générale  pour  exprimer 
ir  fermé  dans  un  mouvement  quelcooqnc. 
n  déplacement  hélicoïdal  infiniment  petit.  Soient 

vitesse  de  rotation,  a,  b-,  c  celles  de  la 
i\os  Ox,  Oy,  O-  liés  au  contour. 
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AppelL   —  Sur  les  invariants  de  quelques  équations  différen- 
tielles. (36i-423). 

La  première  Partie  de  ce  Mémoire  traite  des  invariants  et  des  cas  d'intc- 
grabilité  des  équations  du  type 

dy  __  a^-\'a^y-¥■  a^y"' -H . . . -f-  a^y* 
dx        bf^-\-biy-i-b.,y'-i-...-i-b^yP^ 

les  a  et  6  étant  des  fonctions  de  x,  équations  dont  la  forme  n'est  pas  altérée 
par  la  transformation 

y  =  r,u{x)-\-v{x),         d^  -  ^^^^'' 

les  exposants  n  et  p  conservent  aussi  leurs  valeurs. 

La  plus  simple  d'entre  elles,  après  l'équation  linéaire  et  l'équation  de  Riccali, 
est  celle  pour  laquelle  /i  =  3,  p  =  i,  que  l'auteur  ramène  par  des  quadratures 
à  une  forme  canonique  ne  contenant  plus  qu'un  invariant  absolu. 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  il  étudie  les  invariants  et  les  cas 
d'intégrabililé  des  équations  différentielles,  algébriques  et  homogènes  pur  rap- 
port à  la  fonction  inconnue  ^  et  à  ses  dérivées,  équations  qui  conservent  le 
même  type  analytique  quand  on  les  soumet  à  la  transformation  indiquée 
ci-dessus. 

Stieltjes,  —  Sur  le  développement  de  logr(a).  (425-444)' 

Adoptant  comme  définition  de  la  fonction  F  (a)  l'expression 

r(a)=   lim    — — ^^ -—^ «", 

n  =  «  a(a4-i)(a-f-2)...(a-H«  —  i) 

l'auteur  donne  de  la  formule  de  Stirling 

logr(a)  =  {a-  -  j  loga  -  a  4-  -  log..  -1-  _  -  _  ^-^  +  _-  -. . ., 

une  démonstration  nouvelle,  qui  met  en  évidence  ce  fait  que  le  second  membre 
représente  asymptotiquement  la  valeur  de  logr(a),  même  dans  le  cas  où  la 
valeur  de  a  est  imaginaire,  sa  partie  réelle  étant  négative. 


Tome  VI;  1890. 

Pépin  (le  P.).  —  Sur  quelques  formes  quadratiques  quaternaires. 
(5-68). 

Ce  Mémoire  fait  suite  à  celui  que  l'auteur  a  publié  dans  le  Journal  de  Mathé- 
matiques, en  1888.  Il  contient  la  démonstration  d'un  grand  nombre  de  théo- 
rèmes relatifs  à  la  représentation  des  nombres  par  des  formes  quadratiques 


SECONDE  PAIITIE. 


Hainv-  —  Remarques  sur  la  ihéorie  générale  de  la  figure  des  pli- 

,M.'[e,.(ria-,i3). 


Picard  [h'n 


-    MéiT 


ivees  p; 


>arlielles  et  la 


(,(5-,.o), 
Ueclifîcalion  an  siijeldii  Mém 

jiarUetles.  ('^Si). 


lire  sur  la  théorie  des  tjqiiations  anx  dé- 
éihode  des  approsimaiîons  successives. 


r  les  cquatioos  aui  déri»fcj 


1 


A,   II  et  C  tIi.'pi-ndaTit  SE^ulemcnL  des  deux  variables   îndépendanles  x  cL  y, 

sives,  ainsi  que  l'a  découvert  M.  Picard.  Pour  disenter  rigoureuMiueal  11 
convcrgcni'e  <k  ces  approximalioas  successives,  il  convient  de  mainteair  le 
point  (x,  7)  dans  les  régions  du  plan  où   le  discriminant  B*— AC  garde  nt 

si^ne  invariulilo.  De  là  deux  tj'pcs  d'équations 


(A) 


.F    », 


s  à  pD5cr  sont  cnliàremcnt  différents, 
s  éqiialioas  (A)   :  il  y  est  démontré  qu'oa  pcot  m 
t  le   long  d'une  Courbe  fermée   C;    l'intigrile  ( 
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où  F  est  toujours  positive  et  crott  avec  i/,  conduit  à  un  résultat  curieux.  La 
méthode  des  approximations  successives  conduit  non  pas  à  une,  mais  à  deux 
limites;  ces  fonctions  u  tt  v  prennent  les  valeurs  données  sur  le  contour  et 
satisfont  aux  deux  équations 

^u  =  V{Vy  x,y),        Iv  =¥{u,  x,y). 

Néanmoins,  en  partant  d'un  contour  suffisamment  petit,  que  Ton  peut  agrandir 
progressivement,  on  détermine  l'intégrale,  d'ailleurs  unique,  de  l'équation 

\u=  F(m,  X,  y), 

qui  prend  sur  un  contour  fermé  quelconque  une  succession  continue  de  valeurs 
données. 

Le  Chapitre  IV  contient  une  étude  approfondie  d'une  équation  qui  n'a  pas 
moins  d'importance  dans  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  que  dans  la 
théorie  des  surfaces,  savoir 

d'U  â'U 


dx^        dy^ 


=  Ae", 


où  k  désigne  une  constante  positive.  M.  Picard  suit  les  intégrales  de  cette 
équation  dans  tout  le  plan,  spécialement  celles  qui  sont  continues,  sauf  en  un 
certain  nombre  de  points  singuliers  logarithmiques  :  si  l'on  regarde  comme 
donnés  les  coefficients  correspondants,  ces  intégrales  dépendent  seulement 
d'une  constante  arbitraire  et  sont  déterminées  quand  on  donne  leur  valeur  en  un 
point  distinct  des  points  singuliers. 

Dans  un  dernier  Chapitre,  l'auteur  montre  que  la  méthode  des  approxima- 
tions successives  s'étend  aux  systèmes  d'équations  différentielles. 

Halphen   (G. -II.).   —   Sur  les  formes  difTérenti elles   associées. 
(21  i-23o). 

Humbert  {G.).  —  Sur  le  théorème  d'Abel  et  quelques-unes  de  ses 
applications  à  la  Géométrie  (suite).  (233-292). 

«  Les  théories  analytiques  exposées  dans  la  première  Partie  tie  ce  Mémoire 
donnent  lieu,  dit  l'auteur  dans  son  Introduction,  à  des  applications  géomé- 
triques nombreuses  et  variées.  Parmi  ces  applications,  celles  qui  reposent  sur 
la  considération  d'intégrales  abéliennes  simples  appartenant  à  une  courbe  plane 
ou  gauche  rentrent  dans  le  même  cadre  que  les  questions  traitées  par  nous 
dans  un  Travail  antérieur  publié  dans  ce  journal  (1889);  aussi  n'avons-nous 
pas  jugé  utile  d'y  revenir. 

»  C'est  donc  uniquement  sur  les  problèmes  où  interviennent  des  inté- 
grales abéliennes  multiples  que  nous  avons  insisté;  on  trouvera,  par  exemple, 
dans  le  présent  Mémoire,  des  propositions  géométriques  nouvelles  sur  les 
aires  planes  et  sphériques,  sur  les  volumes  limités  par  des  surfaces  algé- 
briques et  une  série  assez  étendue  de  théorèmes  sur  les  aires  ellipsoïdales, 
théorèmes  qui  conduisent  à  une  généralisation  intéressante  des  résultats 
célèbres  de  Graves  et  de  Chasles  sur  les  arcs  d'ellipse.  Les  propriétés  des  aires 
sur  l'ellipsoïde  ont  été  jusqu'ici  à  peine  effleurées  par  les  géomètres;  nous  ne 
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ce  sujel,  m  dehors  des  Iraviui  rplulir^  i  l'aire  tnlilt  Ji^ 
lurface,  que  les  reclierclies  de  Jelleit  et  de  Lebeiguc,  qui  ont  Hoant  l'ciprr*- 
sion,  à  l'aide  des  intégrales  ellipliques,  d'aires  ellipsoïdales  limitcci  piTdo 
courbes  algébriques,  d'ailleurs  très  particulières.  Nous  démontrons  qu'ON  peut 
diitcrmincr  siniplement  sur  rellipsolde  une  infinité  de  courbes  algébrtqUM.  t 
deni  bouclea  fermées,  compreiisnt  entre  elles  une  aire  réductible  »ai  tonctioflt 
elliptiques  cL,  sur  une  qusdrique  quelconque,  une  infinité  d'airea  dont  II 
somme  algébrique  s'exprime  i  l'aide  de  Tonctions  ratioanelles  et  logarilhotiqur*. 
Ce  sujet  ëlBul  nouveau,  nous  avons  cru  dcToir  le  développer  assez  longuement. 
et  il  constitue  la  partie  principalu  du  présent  Mémoire.  L'emploi  dei  funetiont 
elliptiques  nous  a  permis  de  pousser  les  calculs  ju«qu'au  bout. 

■  Le  dernier   Cliapilre,   qui    est  trds   court,  est  eontacré  i   l'citention  dt 
quelques-unes  de  ces  propriétés  aux  aires  sut  une  snrfjce  algébrique  quel- 


■  Sur  les   intc'gralcs  pseudn-eilipliqiies  d'Abul. 
!t  les  JDléEralei  de  la 


Dotbnia  (/.), 
(.93-3,,). 


appelle  intégrales  pseudo-elUptiqi 


r (  j  -i-  H  )  d  j 


qui  sont  exprimables  par  des  logarithmes.  Il  met  i  profit  le  procédé  d'isTcr- 
sion  de  t'iutégtalc  elliptique  de  première  espèce,  adopté  par  M.  Halphen,  et  les 
propriétés  des  fondions  ji  et  n  pour  présenter  «oas  une  autre  forme  le*  réwl- 
tat«  d'Abel  concernant  ces  intégrales  remarquables. 

C'est  ainsi  que  Al.  Dolbnia  donne  deux  procédés  permettant  de  former  de* 
suites  numériques  dont  la  périodicité  est  la  condition  nécessaire  et  snrBiaau 


on  pui 


nelle 
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Si  m  désigne  une  constante  quelconque,  mais  de  module  supérieur  à  Tuiiilé, 
le  système  (i)  sera  dit  posséder  un  théorème  de  multiplication  si  les9-(mM) 
S'expriment  rationnellement  au  moyen  des  ^-{u). 

Tout  système  qui  possède  un  théorème  d'addition  possède  une  infinité  de 
théorèmes  de  multiplication,  correspondant  à  toutes  les  valeurs  enlières  de  m. 
C*est  le  cas  des  fonctions  circulaires,  des  fonctions  elliptiques,  des  fondions 
qu'on  déduit  des  fonctions  abéiiennes  de  deux  variables  en  fixant  Tune  des 
variables. 

Mais  il  y  a,  comme  le  montre  M.  Poincaré,  des  fonctions  qui  admettent  un 
théorème  de  multiplication  sans  posséder  un  théorème  d'addition. 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  la  recherche  de  fondions  qui  admettent  un 
théorème  de  multiplication  et  pour  lesquelles  le  point  ii  =  o  n'est  pas  un 
point  singulier  essentiel. 

A  ces  conditions,  l'auteur  ajoute  d'abord  cette  hypothèse  supplémentaire, 
que  le  développement  de  l'une  au  moins  des  fonctions  9, (a),  que  Ton  est  en 
droit  de  supposer  toutes  nulles  pour  m  =  o,  commence  par  un  terme  en  u.  Si 
de  pareilles  /onctions  existent,  elles  sont  nécessairement  uni/ormes.  Si  de 
plus  les  :p.{mu)  s'expriment  en  fonctions  non  seulement  rationnelles,  mais 
entières  des  o-{u)^  les  fonctions  ?,(«)  sont  holomorphes  dans  tout  le  plan. 

L'auteur  montre  ensuite  comment  on  satisfera  formellement,  par  des  séries 
entières  en  m,  aux  équations  fondamentales 

(j)         Yii'ftu)  =  1^,1  ?.(").  ?2(")»  ..•»?„(«)]        t  =  (i,  2,  ...,  n), 

qui  expriment,  les  H,  étant  des  fonctions  rationnelles,  l'existence  d'un  théo- 
rème d'addition.  Il  emploie  à  cet  effet  la  méthode  des  coefficients  indéterminés 
et  précise  le  nombre  d'arbitraires  dont  dépendront,  suivant  les  cas,  les  séries 
fondamentales  cherchées. 

Mais,  pour  l'existence  des  fonctions  z^{u),  il  faut  établir  la  convergence  de 
ces  séries  fondamentales.  De  l'examen  d'un  cas  particulier,  dans  lequel  la 
convergence  de  ces  séries  est  facile  à  établir,  M.  Poincaré  réussit  à  déduire, 
par  une  analyse  où  intervient  la  considération  de  fonctions  majorantes,  que  les 
séries  fondamentales  qui  correspondent  à  un  théorème  de  multiplication  t/uel- 
conque  sont  toujours  convergentes  sous  des  conditions  parfaitement  précisées 
et  à  peine  restrictives.  D'où  cette  coneiusion  : 

//  existe  des  transcendantes  uniformes  qui  admettent  un  théorème  de 
multiplication  quelconque. 

M.  Poincaré  établit  ensuite  que,  si  les  fondions  \\.  des  é(iuations  fondamen- 
tales sont  de  véritables  fractions  rationnelles  et  non  pas  des  polynômes  entiers, 
les  fonctions  9,(w),  nécessairement  méromorphes  dans  tout  le  plan,  sont 
représentées  chacune  par  le  quotient  de  deux  fonctions  holomorphes,  (|ui 
admettent  un  théorème  de  multiplication. 

La  fin  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  du  cas  important  où  les  équations 
fondamentales  (2  )  définissent  une  substitution  birationnelle  entre  les  9.(«) 
cl  les  ç.(mw);  M.  Poincaré  dit  alors  que  le  théorème  de  multiplication  est 
crënionien;  il  donne  le  même  nom  aux  fondions  9, (m)  qui  possèdent  ce  théo- 
rème. 

Réservant  le  difficile  problème  qui  consiste  à  reconnaître  si  une  substitution 
Cremona,  indéfiniment  appliquée  à  un   point  analytique,  fuit   tendre  ce  point 
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dct  exemples  oti  il  en  e 
pIlcBliuo  suivant 


OÙ  p  est  une  constante;  a,  b.  e,  d 
ligne  l<p|(u)]  indique  la  substitution 
nelle.  Au  contraire.  7,(u)  est  Iranscen 
lions  b  elliptiques. 

L'intérâl  des  théorèmes  de  mu  II  i  pli 
foDCtinns  qui  demeurent  inaltérées  pi 


cl  f,{u)]  ?,{"}->- d[f, lu)]' 

sont  qnatre  polynômes  entiers  en  a 
de  ?,  (if)  ï  u.  La  fonction  f,  est  nti 
idantc  et  en  relallim  ttroitc  avrclestu 


de  conduire  t  i<t 
lubstitutiou  CremoDB  et  ses  puis- 


D  Ce  ne  sont  pcut-Atrc,  dit  l'auteur  en  ttriaiaant,  que  des  cas  eitrémeaieal 
particuliers  d'une  classe  plus  générale  de  fonctions  uniformes  qui  dcmeore- 
raient  inaltérées  par  un  groupe  de  substitutions  Cremoag  et  qui  se  présenta 
raient  comme  la  généralisation  I»  plus  naturelle  des  fonctions  hjperfuclisicaa» 
et  liyperal>rilicnnes  de  M.  Picard.  .. 

Caspary  (F.).  —  Sur  les  relations  c|tii  lient  les  éléments  d'un 
svslime  orthogonal  aux  fonctions  thùla  et  sigma  d'un  seul  argu- 
ment et  aux  fonctions  elliptiques,  et  sur  une  théorie  élémentaire 
de  ces  transcendantes,  déduite  desdites  relations.  (867-404 )• 


les  neuf  coefllcienls  e. 
eiprcssiuns  diffcreniiell 


1,  3)  d'un  système  orthogonal  et 


-  («n  da,,  +  a„  da,i  +  a^  da^)., 
a,,  doi,  +  (II,  da„  +  a,]  da^ 
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»  Les  théorèmes  énoncés  fournissent,  d'une  façon  élémentaire,  et  avec  très 
peu  de  calcul,  la  théorie  des  fonctions  thêta  et  sigma,  en  toute  leur  généralité. 

»  Pour  en  donner  les  principes,  j'établis  quelques-unes  des  identités,  qui 
ont  lieu  entre  les  éléments  a^n*  Ph*  ^h  i^*  ^)'  D'ahord  je  tire  de  ces  identités 
les  relations  relatives  aux  fonctions  thêta  (n"  6)  qui  fournissent  Tinversion  des 
intégrales  elliptiques  de  première  espèce  (n*  7);  de  plus  je  transforme  un  cas 
spécial  du  théorème  I  en  le  théorème  III,  qui  lie  les  éléments  d'un  système 
orthogonal  aux  fonctions  elliptiques  (  n*  8),  et  pour  montrer,  par  un  seul 
exemple,  la  fécondité  de  ce  théorème,  j'en  tire,  sous  des  formes  bien  difTé- 
rentes,  les  formules  d'addition  des  fonctions  elliptiques  sn,  en,  du  (n<*  9).  En 
joignant  alors  le  théorème  III  aux  théorèmes  I  et  II,  j'obtiens  les  expressions 
des  intégrales  elliptiques  de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  au  moyen  des 
fonctions  thêta,  leurs  théorèmes  d'addition,  et  les  formules  fondamentales  rela- 
tives à  la  fonction  p(u)  et  aux  fonctions  sigma  (  n**'  10  et  11).  Ënfm  j'aborde 
les  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  et  j'ajoute  quelques 
remarques  sur  les  différents  points  de  vue  sous  lesquels  les  recherches  que  l'on 
va  lire  peuvent  être  continuées  (n»  12). 

wutzmer  {Aug.).  —  Remarques  sur  certaines  équations  aux  diffé- 
rences partielles  d'ordre  supérieur.  (4o5-422). 

Emile  Mathieu  a  étudié  l'équation  du  quatrième  ordre 

l\u  =  o, 


ou  A  désigne  l'opération 


rr-  fP  fP 

-f- 


dx"^        c)y'        ôz' 

Il  a  appelé  second  potentiel  la  fonction  w^x,}'.,  c),  qui  satisfait  à  l'équation 

AAtv  =  o, 

si  le  point  {x^  y^  z)  se  trouve  en   dehors  d'une   masse   distribuée  dans  un 
volume  cd,  et  à  l'équation 

AA(v  —  —  8r  9  (J7,  ^,  z) 

si  ce  point  est  à  l'intérieur  de  w,  la  densité  en  ce  point  étant  ç. 

Ce  sont  ces  propriétés  que  M.  Gutzmer  étend  aux  potentiels  troisième,  qua- 
trième, ...,  d'abord  dans  le  cas  de  deux  variables,  puis  dans  celui  de  trois 
variables  et  dans  le  cas  de  p  variables. 

Les  résultats  diffèrent  essentiellement  suivant  que  0  est  pair  ou  impair. 

L'équation  du  potentiel  (/i  — !)'*"'• 

(i)  A"«  — o, 

peut  être  vérifiée  si  l'on  pose 


''-■=^(^,       <^^'        (<-/,- consl.). 


/—  I 


SKCfiNiir'.  pautih. 


(>) 


=  *.-.! '■')-• 


lorsque   p   esl    impair;  g,,,    et   A,_, 

degré  n  —  I,  ï  cocflicients  arbilrnirci. 

Si  p  est  pair  et  égal  i  iv,  et  si  n 


1     des     poljFDdl 


(3) 


9,  et  si  n>?  — 1,  l'éqnaiion   (i)  esi  tiùMeyit 

=,  g.,,^A  '■•■)  4-  i-S  '-  h,^i  r--),  ^A 

I  H  sont  di?i  dcgriés  inBri|u^ï  par  leurs  inilïca  iC- 


:%  solutions  de  l'cquilion  |i 


unt  leurs  coeflicleals  arbitraires. 

Le3expresslons(])et(3)sontd' 
qui  x\f  di^pendenl  que  de  r. 

lliimberl  {G.}.  —  Sitr  une  classe  de  courbes  planes  et  sur  tine 
iuiiacL-  lemai'tjiiable  ilu  cjuaiiJènie  ordre.  (4'^2-444)- 

L'équation  d'uiiu  quariique  plane,  rapportée  au  triangle  xys  formé  partrni 
de  SCS  tangentes  doubles,  dont  les  six  points  de  contact  ne  sont  pas  sar  bm 
coiiiqur,  est  de  la  forme 

p'x'-i-il'y'+  r':'—  ipgxy  —  3grys  —  irpsx  =  txyt, 

p,  q,  r  désignant  des  fonctions  linéaires  de  x,  y,  z. 

M.  Ilunibert  étudie  celles  de  ces  quarliques  pour  lesquelles  on  a 


degré. 

le  une  surface  du  quatrième 
le  l'espèce  considérée  ; 

rface  réciproque  de  la  surface  an 
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grées:  de  funder,  si  je  puis  m'ex primer  ainsi,  une  sorlc  de  Ot-omclrie  analy- 
tique permetlant  d'étudier,  sans  l'introdurtiun  d'étéoienis  inutiles,  tout  re  qui 
est  relatif  aux  propriétés  infinitésimales  d'une  figure  donnée,  qu'elle  varie  ou 
non  i  chaque  instant.  Il  faut  opérer  autour  d'une  sur/are  et  avec  la  plu<« 
grande  généralité,  comme  on  opère  habituellemenl  autour  d*un  point:  encore 
convient-il  de  s'affraiirhir  absolument  des  éléments  qui  tiennent  ù  l'urien- 
tation.. .. 

»  Dans  les  problèmes  que  j*ai  en  vue,  j'introduis  en  général  des  constructions 
finies  qui  font  dépendre  les  éléments  surrcssifs  d'une  figure  <lcs  éléincnts  cor- 
respondants d'une  surface  dite  de  référence.  Traçons,  par  exemple,  sur  une 
surface  un  réseau  (i/,  i^):  soient  0\,  OY  les  tangentes  en  <)(i/,  r)  à  (r) 
et  i  (il),  OZ  la  normale  à  la  surface.  Faisons  à  ciiaqne  instant  corres- 
pondre un  point  M  de  l'espace  à  O  et,  dans  ce  but,  donnons-nous  les  coor- 
données inslanlanées  Ç,  t,,  \  par  rapport  aux  axes  0\.  <)V,  OZ:  à  toute  posi- 
tion O'  infiniment  voisine  de  O  va  (-orrcsp<mdre  une  position  de  M'  voisine 
de  M  ;  la  position  de  O'  est  définie  |>ar  les  accroissements  ^/f/  et  d\\  celle  de  M' 
l'est  par  les  quantités  A;,  Ar,,  A!|  considérées  cumine  ft»nctions  de  1/ et  (*.  Dési- 
gnons par  Ax,  A^,  A  2  les  projections  de  MM'  sur  0\,  OY,  OZ:  on  pourra  les 
calculer  en  fonctions  de  du^  d\\  à  l'aide  des  A;,  At„  A^:  par  conséquent,  on 
connaîtra  le  déplacement  réel  de  M  en  M'.  Opérant  de  la  même  façon  pour 
tous  les  points  d'une  figure,  on  voit  comment  elle  se  déplace  en  se  déformant, 
lorsque  u  et  v  s'accroissent  <le  du  et  dw 

1»  Plus  généralement,  si  l'un  se  donne  à  cliatjue  instant  une  relation 

!''(;.  T..  ^.  ".  *')  ~  •>• 

définissant  une  surface  correspondant  à  cliaque  point  0(f/.  c)  <le  la  surface  de 
référence,  on  peut  trouver  comment  elle  se  déplace  en  se  déformant  lorsque  ;/ 
et  V  croissent  de  du  et  ^/r. . .. 

»  Au  lieu  d'une  surface  de  référence  unique  et  de  ilcux  paraiiirtrrs  u  et  i*. 
on  peut  prendre  un  svstèiiic  triple  de  surfaces  dépendant  <lc  tntis  paramétres  ^. 
p,  et  P2  et  faire  corrcsp<mdre  entre  eux  doux  espaces  «litlcrenls  par  certaine^ 
constructions  géomélri(|nes. . .. 

»  L'un  des  plus  grands  avantages  de  la  mélliotle  géncralc  (|ue  iioik  cmplovon*. 
consiste  dans  la  facilité  a\ec  laquelle  on  peut  attaquer  des  pr«>bl«'iiies  de  façons 
différentes,  suivant  le  choix  (|ue  l'on  fait  de  la  surface  de  référeiK-e.  » 

Le  Mémoire  est  divisr  en  treize  <')iapitre<>.  dont  nous  rendrons  cumple  suc- 
cessivement. 

Le  Chapitre  I  est  consacré  à  !'ctalilis<eiiicnt  de<  formules  foiHliiuicntales  daii<> 
le  cas  où  le  réseau  (m.  r)  est  ortlio:;oiial.  ain<i  qu'a  la  rcclo-i'clic  dircili'  du 
sens  géométrique  des  Cftenii'ienls  liilnMJuils.  Il  \a  san<  dire  que  ccs  <'orfli- 
cients  satisfont  aux  ci|uations  xWu^s  formules  de  C^tlazzi. 

Le  Chapitre  II  contient  la  iiicinc  élude,  l'aile  dans  le  ca>  ou  le  n'oeau  {u,  \) 
n'est  pas  orthogonal. 

Le  Chapitre  III  traite  des  formules  fondamentale<  relati\e<  à  la  c«irr<'spon- 
dance  de  deux  espaces,  quand  on  prend  pour  naseau  de  n'-férence  une  faiiiille 
triple  de  surfaces  orlhogimalcs:  à  cette  occasion  rameur  a  établi  par  les  pro- 
cédés de  la  Géomctric  autour  des  sur/aces  la  théorie  «les  s\stciiies  triple- 
ment orthogonaux. 

Dans  le  r.hapitre  IV  conniieiicent  le<  applications.  a\ec  l'ctuile  des  faiscc.iux 


■.MO 
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<Je  iltuilcB  pjralli'Ics  aui  normile!  Je  U  aurfaci'  Je  réf£renc«  :  coaJitiun  fia 
que  le  faiïcfau  soit  forma  des  Dormales  i  une  surfuci^:  rrchercb«  do  turhcn 
ayant  même  image  sphérique  que  la  sorface  de  r^fi^rence;  iiritétnei  orllioic- 
naui  dan«  lesquels  toutes  les  surfaces  d'une  famille  ont  mime  imagr  ipk- 
c  le  théorème  snivant  : 


Si  une  turface  est  telle  que  ton  élément  lininire. 
courbure,  toit  de  la  forme 


■cpporl, 


Tlig^aii 


=  ^„„=+^^rf... 


on  peut,  de  cette  turface,  déduire  toute  une  famille  faiiant  partie  (fin 
ij'alème  triplement  orthogonal  ;  toutes  tes  surfaces  de  celte  JamilU  m( 
même  image  sphérigue. 

Au  Cliapitrc  V  \es  surfacci  sont  éludirios  i  l'aide  des  paramÊlres  {x,  y)  dt> 
lignes  de  lungueur  nulle  de  la  sphère.  L'auteur  donne  aotammenl  l*éqsaliiin 
Biix  dérivées  partielles  d'une  famille  de  surfaces  faisant  psriie  d'un  lysltait 
triplement  nrtliogonal  ;  il  prouve  ainsi  que  : 

Toutes  les  fois  qu'on  a  tracé  sur  la  sphère  un  réseau  orthogonal  ill,i>) 
tel  que  son  élément  linéaire  ait  la  forme 


un  obtient  sans  quadrature  deux  surface*  pour  lesquelles  ce  rtttau  ni 

l'image  des  lignes  de  courbure. 

Le  CliB|iitre  VI  c^t  «onsacré  h  la  tliéorie  da  développées  moyennes  :«tt  dite 
développée  moyenne  d'une  surface  l'eaveloppe  du  plan  meni^  perpendlM- 
lairement  à  chacuiiu  de  ses  nurmalcs  par  le  point  milieu  des  deux  r.eBircs  de 
i-ourburc  principaux.  On  pput  cooitruire  louits  1e< surfaces  ayant  mfine  ilfie- 
lipppéf  niojcnnc  qu'une  surface  donnée.  Appelant  développante  d'une  surface 
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de  référence  :  on  y  trouve  des  propriétés  générales  qui  conduisent  aux  théo- 
rèmes catoptriques  de  Malus  et  de  Dupin. 

Au  Chapitre  X,  l'auteur  considère  les  droites  liées  aux  plans  tangents  de  la 
surface  de  référence  et  qui  restent  normales  à  des  surfaces  quand  celle-ci  se 
déforme;  il  donne  quelques  propriétés  des  surfaces  qui  se  correspondent  par 
plans  tangents  parallèles  avec  correspondance  des  lignes  de  longueur  nulle 
(surfaces  isothermiques,  ou  à  lignes  de  courbure  isothermes). 

Le  Chapitre  XI  développe  la  théorie  des  systèmes  cycliques,  ou  systèmes 
triplement  orthogonaux,  dans  lequel  les  trajectoires  des  surfaces  d'une  famille 
sont  des  cercles.  La  théorie  repose  sur  cetie  proposition  fondamentale  : 

Si  des  cercles  sont  normaux  à  trois  sur/aces,  ils  le  sont  à  toute  une 
famille  de  surfaces  qui  font  partie  d'un  système  triplement  orthogonal 
{système  cyclique). 

De  plus,  l'intégrale  des  surfaces  trajectoires  s'oblient  sans  quadratures,  si 
l'une  de  ces  trajectoires  est  plane  ou  sphérique. 

On  peut  faire  dériver  de  tout  système  cyclique  un  autre  système  cyclique 
dans  lequel  les  trajectoires  ont  même  image  sphérique  que  celles  du  premier 
système. 

Il  faut  connaître  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  trajectoire  pour  ramener 
aux  quadratures  l'inlégralion  des  autres  surfaces  trajectoires  d'un  système 
cyclique;  mais,  si  l'on  connaît  trois  Irajecloires,  on  peut  construire  toutes  les 
autres,  sans  même  eflectuer  de  quadratures. 

Le  Chapitre  XII  traite  de  la  variation  des  courbures  totale  .,  ..    et  moyenne 

i, — ^  î;-»  quand  on  passe  d'une  surface  à  une  surface  infiniment  voisine,  spé- 

cialement  dans  le  cas  particulier  où  la  surface  infiniment  voisine  est  appli- 
cable sur  la  proposée. 

Au  Chapitre  XIII  sont  généralisés  certains  résultats  du  (Chapitre  \  par  la 
recherche  des  trajectoires  orthogonales  planes  des  surfaces,  dont  voici  le 
point  de  départ  : 

Si  des  courbes  (C)  tracées  dans  les  plans  tangents  d'une  surface  (O)  sont 
les  trajectoires  d'une  famille  de  surfaces,  on  peut  déformer  (O)  comme  on 
veut,  chaque  plan  tangent  entraînant  la  courbe  qu'il  contient,  cl  le  faisceau  des 
courbes  (C)  jouit  toujours  de  la  même  propriété. 

Ces  courbes  peuvent  être  i<lentiqiies  entre  elles;  la  solution  la  plus  simple  est 
fournie  par  des  cercles  ayant  leurs  centres  aux  points  de  contact  des  plans 

tangents  et  leur  rayon  égal  à  y  —  H,  Hj.  On  peut  construire  un  système 
cyclique  dans  lequel  tous  les  cercles  trajectoires  sont  égaux  :  la  surface  enve- 
loppe de  leurs  plans  coïncide  avec  le  lieu  de  leurs  centres  et  a  sa  courbure 
lolale  constante. 

Le  Chapitre  se  termine  par  diverses  propositions  relatives  à  la  recherche 
générale  des  systèmes  cycliques.  La  connaissance  d'un  système  cyclique  équi- 
vaut à  celle  d'une  enveloppe  de  sphères  telle  que  les  points  focaux  des  cordes 
de  contact  soient  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  de  contact  et 
réciproquement.  On  peut  définir  géométriquement  les  systèmes  cycliques  dont 
les  plans  enveloppent  une  développabic. 

L'équation  différentielle  des  surfaces  trajectoires  des  courbes  planes  est  indé- 
pendante de  la   forme  de  la   surface  de  référence.  Le  système  cyclique  dérivé 


jKM  SliCONllE  PAHTIE. 

des  cercles  égaux  admel  pour  trajtcluires  des  surfaces  applicables  sur  U  sur- 
face enveloppe  du  plan  de«  cercles  et  sur  la  surfaec  de  rirolulina  ayant 
pour  raéridieaae  la  Iractrice;  sur  toutes  ces  surfaces,  les  lignes  de  cnurbuee  »r 
correspondent. 

Lorsqu'un  système  cyclique  est  tel  que  tes  plans  de  Inns  les  crrcte*  paMent 
par  un  point  Dic,  chaenn  des  cercles  est  orthogonal  i  une  spbère  Ûxt  ayant  m 
point  fixe  pour  centre. 

Cellérier.  —  Lois  des  chocs  musculaires.  (109- 1 5 j). 


Ce  Mémoire,  où  l'aulcui 
deux  Parties.  Dans  la  prêt 
des  chocs  et  des  changemi 

masse  gâteuse  est  supposée  contenue  1 
l'état  permanent. 

Dans  la  seconde  Partie,  1rs  nioléculi 
spliiïriques,  ce  qui  permet  de  détermine 
Irunslatinn  et  de  rnlatian,  et  conduite 
ilea  rlialeurf  sjiL-cllique^. 


trenii  la  thdurie  cinétique  des  gai,  e^I  diviié  rn 
'e,  il  est  traité  des  valeurs  théoriques  du  nomlire 
de  force  vive  de  translation:  on  aduiet  que  ]« 
action  mutuelle,  sauf  dans  le  cas  du  choc.  M  la 


nt  considérées  cotnme  A  peu  pn>t 
rapport  des  forces  vîtes  tolale»  de 
-Ki  valeurs  approcliées  da  rappurt 


(,3;-.,,,). 


-  Sur  l.->  rnii, 


Inirotluclion.  —  «  Les  fonctioni  doublement  périodiques  d'une  variable, qni 
se  comportent  à  distance  finie  comme  une  fraction  rationnelle,  peuveai  tontes, 
ainsi  qu'il  est  bien  counu,  s'exprimer  par  des  cambioaison)  raltonoellrs  de 
fonctions  B  d'une  variable.  Apres  la  découverte  des  fondions  »  de  plusieurs 
variables  faite  par  (i^pel  et  llosenhain,  on  u  tiCi  se  demander  imniédiatemcat 
%i  toute  fonction  de  n  variables  avec  31  groupes  de  périodes,  se  comportant  t 
distance  Unie  comme  une  fraction  rationnelle,  pourrait  être  exprimée  t  l'aide 
des  fonctions  B  de  »  variables.  Au  premier  abord  il  semble  que  noa,  car  les 
fonction  S  de  n  variables  ne  peuvent  pas  être  cboisies  arbi- 
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l'exprcssioi»  d'une  fonction  de  deux  variables,  sans  sinjjularilés  esscnlielles  à 
distance  finie,  sous  forme  du  quotient  de  deux  fonctions  entières,  telle  qu'elle 
résulte  d*un  théorème  de  M.  Poincarè,  je  montre  que,  si  celle  fonction  admet 
quatre  paires  de  périodes,  on  peut  toujours  les  amen«'r  à  vérifier  la  rehitiou  de 
Riemann  et  exprimer  la  fonction  par  le  r]iiotient  de  deux  fonctions  entières 
composées  avec  des  fonctions  8  de  deux  variables.  Je  n'ai  donc  pas  à  nj'appuyer 
sur  l'existence  d'une  relation  algébrique  entre  trois  fonctions  de  deux  variables 
à  quatre  paires  de  périodes  :  la  méthode  suivie  permet,  au  contraire,  de  dé- 
montrer l'existence  de  cette  relation. 

»  Pour  appliquer  d'abord  la  méthode  à  un  exemple  simple,  je  commence  par 
traiter  le  cas  des  fonctions  d'une  variable  à  deux  périodes,  en  m'appuyant  sur 
les  résultats  relatifs  aux  fonctions  entières,  dus  à  iM.  Guicbard;  puis  je  traite, 
par  une  méthode  toute  semblable,  le  cas  des  fonctions  de  deux  variables 
à  quatre  paires  de  périodes.  Le  Mémoire  se  termine  par  quelques  remarques 
sur  les  fonctions  de  deux  variables  avec  deux  paires  de  périodes.  J'ai  laissé  de 
côté  l'étude  des  fonctions  à  trois  paires  de  périodes,  qui  peut  être  faite  de  la 
même  façon.  » 


Cellérier.  —  Noie  sur  quelques  efTets  des  tremblements  de  terre. 
(27 1-352). 

Après  avoir  traité  le  cas  simple  d'un  pendule  composé  dont  l'axe  de  suspen- 
sion éprouve  une  secousse  horizonlab',  et  celui  de  deux  liftes  articulées,  l'auteur 
aborde  le  principal  objet  de  son  Mémoire,  qui  est  le  mouvement  d'une  tige 
élastique. 

Ce  problème  difficile  a  élé  étudié  par  Poisson;  mais  il  est  nécessaire  de  com- 
pléter sur  beaucoup  de  points  l'analyse  de  Poisson,  qui  manque  de  rigueur. 

Aussi  M.  Cellérier  commence-t-il  par  établir  soigneusement  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  quatrième  ordre 


(i4) 


,2  ^  j 


dx' 


()'  y 


qui  régit  le  mouvement  de  la  lige,  abslraction  faite  de  lonlc  secousse. 

Il  entre  ensuite  dans  tous  les  délails  nécessaires  à  rinlcgration  rigoureuse 
de  l'équation  privée  de  second  membre  et  prouve  notamment  que  toutes  les 
racines  de  l'équation 

COS{xCh  |Jl  -t-  1  rr  o. 


se  répartissent  par  groupes  de  quatre  de  la  forme  =i=  /<,  et  =b  hsj—  i  et  qu'elles 
sont  toutes  distinctes. 

Ce  point  acquis,  on  peut  former  la  série  de  Poisson,  somme  de  toutes  les 
solutions  simples  qui  correspondent  l'i  toutes  les  racines  |jl.  Mais  il  faut  prouver, 
pour  en  pouvoir  déduire  la  solution  cherchée  de  l'équation  (l'i)  : 

I*  Que  la  série  y  de  Poisson  est  convergente; 
2*»  Qu'elle  satisfait  à  Téqualion 

11^^ y  s  ^^^y 


Ox' 


01' 


BuU.  des  Sciences  rnathcm.,  j*  série,  t.  \\V.  (Décembre  n)oi.) 


U.»o 


»9»                                      SECONDE  PAKTIB. 

V 

ainfi  qii'aui  condilions 

^^^^^^^H 

.  =  o,         *.. 

^^^H 

au  poinl  flic  de  la  lige  (x  =  o)  el  aux  condili'in» 

~^^^H 

à^y                    d'y 

^^^Ê 

è  l'cvtri^miU  libre  <x  =  0; 

'^H^H 

3-  fjuc  la  (onclion  y  cl  93  dériïik  prennent  bien  pour 

i..W!H^^" 

r=.,x,.      *./,x, 

donnéesde^^o  â  j:  r.  1. 

Apriï  disoinB 

■on   des 

relatif  pour  une 

secnussc 

Il  revient  criM 

Ihcorcnies  de  Cii 

,url.y  su, 

calion  tlunnc  lie 

u  il  une. 

eeltc  partie  Je  i. 

on  M^mo 

les  compltïter.  1 

es  dénio 

particulier  celle 

de  la  séi 

Ilnmbert  (G.) 

.  ~   Su 

(;i5,î-3<,8). 

r  étudie 


quelconque  imprimée  i  la  trgF: 
es  conditions  3*,  dont  I*  lérifiealion  exige  l'emploi  dci 

les  fonctions  d'une  variable  complexe  cl  dont  l'appli- 
Jiscu^sion  dcloillée  dans  chaigue  ca»  pirlitruber.  iJaoi 
ire,  M.  Celli'rier  se  trouve  conduit  k  reprendre,  peut 
nsirations  de  diverses  propositions  d'.Vnalyse,  et  ta 

r  lu  surface  desmique  du  qualrième  ordre. 


Trois  léiraëdres  sont  dits  former  un  lyitéme  dttmiqttt  (  Slephanos)  lanqM 
Ici  trois  surraces  d<i  i|ualTi^ine  ordre,  formée»  rcfpcciiTemcDt  par  leur*  (tceSi 
appartiennent  tt  un  même  foisceiiu  ponctuel,  c'est-i-dire  ont  «eize  droîlei com-' 
niunes,  ot  l'on  appelle  lurface  desmiqtie  du  quatrième  ordre  toute  surface 
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rieurs,  el  nous  étudierons  spécialement  la  section  de  cette  surface  par  un  de 
ses  plans  tangents. 

»  Enlin,  dans  la  dernière  Partie,  nous  rallacherons  les  surfaces  desiniqiies  à  la 
surface  générale  du  troisième  ordre,  par  rinlermédiairc  d'une  proposition 
remarquable  due  à  M.  Gremona,  et  nous  ferons  connaître  une  dégénérescence 
intéressante  de  ces  surfaces.  » 

IVillotte  {H.).  —  Etudes  sur  l'emploi  des  percussions  dans  la 
théorie  du  mouvement  d'un  solide  plongé  dans  un  fluide.  (399- 
43i). 

L'objet  des  recherches  de  M.  Willoitc  est  de  montrer  le  parti  que  l'on  peut 
tirer  de  la  notion  des  forces  de  percussion  pour  faire  la  théorie  de  la  résis- 
tance des  fluides  (actions  des  fluides  sur  les  solides  qui  y  sont  immergés),  en 
vue  d'arriver  à  l'explication  d'imporlantes  lois  naturelles. 

Le  fluide  étudié  est  constitué  comme  Véther;  c'est  un  ensemble  indéfini  de 
points  matériels  m  qui  pourront  èlre  liés  entre  eux  par  des  forces  dépendant 
d'un  potentiel.  Ce  fluide  est  à  l'état  de  division  infinie^  c'est-à-dire  que  le 
nombre  N  de  points  ni  contenus  dans  l'unité  de  volume  est  infiniment  grand, 
et  chaque  masse /n  infiniment  petite;  la  masse  totale  Nm  de  l'unité  de  volume 
du  fluide  étant  assujettie  à  conserver  une  valeur  finie  déterminée,  d'ailleurs 
quelconque. 

Les  solides  immergés  dans  ce  fluide  sont  toujours  supposés  être  des  solides 
invariables^  parfaitement  élastiques.  L'auteur  insiste  priiicijjalenient  sur  le  cas  où 
ces  solides  sont  en  état  de  moyen  mouvement  permanent,  ces  mots  désignant  un 
état  intermédiaire  entre  le  repos  et  l'état  de  grande  agitation,  état  intermédiaire 
caractérisé  par  cette  propriété  que  la  force  vive  moyenne  de  l'une  quelconque 
des  parties  du  solide,  calculée  pour  une  période  de  temps  T,  tend  vers  une 
limite  bien  déterminée  lorsque  cet  intervalle  T  croit  indéiiniment. 

Voici  l'un  des  résultats  auxquels  donne  lieu  la  considération  de  semblables 
états  : 

La  valeur  moyenne  de  la  force  vive  du  mouvement  de  translation  d'une 
sphère  homogène  en  état  de  moyen  mouvement  permanent  au  sein  d'un  fluide 
à  points  indépendants,  infiniment  divisé,  est  égale,  (juels  que  soient  le  rayon 
et  la  masse  de  la  sphère,  à  une  quantité  (|ui  ne  dépend  que  de  la  constitution 
du  fluide. 


Tome  VIII;  i8()2. 

Picard  (^Em.).  —  Sur  le  nombre  des  racines  communes  à  plu 
sieurs  équations  sinuillanées.  (5->.4). 

Étant  données  n  é(| nations  à  n  inconnues 

y  I  (  vT,,  X^y    •  •  •  1  «^„  /  ^^  O, 
y  j  (  JT , ,   X-, ,    .  •  . ,  X^  )  =^  o , 


J  n\  '^1  ♦    "^î»     •   •   •  >    "^i,  )    —    ^*« 


il  s'agil  de  Irouïoi-  le  tiumbre  de  . 
dnmaine  A.  On  doit  à  Kronecker  le  r^ullal  «i 
On  fornie  l'inléerale  muUiple  d'ordre  n  — 


y.'i,dx,dxi...c 


_,dj:,^,...tL 


de  U  ivrtact  limiuat  le  doiaa'iat  à,tti  pOMBt 


■''    dr, 


f. 


«'■6    ...    .Éù-  Jù-    ...   Èù. 


àf.      Jf^ 


,   Uiuli!i  i|up   A,  rfi  it:;j1  au  dirlerminant  pireMcnt.  multiplié  par 
E   p.ir  S  la   ïurfare  ai   l'Iiypersplii-rc  de  raj'on    i  duni  l'espace  à 
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Jordan  (C).  —  Remarques  sur  les  intégrales  définies.  (69-99). 

L'auteur  étudie  l'influence  du  champ  sur  la  valeur  de  rinlcgrale,  en  s'ap- 
puyant  sur  la  théorie  générale  des  ensembles. 

Il  montre  qu'à  un  champ  quelconque  E  de  l'hypercspace  correspondent  deux 
nombres  déterminés  E'  et  E'  qu'on  peut  appeler  son  étendue  intérieure  et  son 
étendue  extérieure.  Si  ces  deux  nombres  coïncident,  le  champ  E  est  dit  mesu- 
rable et  a  pour  clondue  le  nombre  E''=E';  pour  que  celte  circonstance  se 
présente,  il  faut  et  il  suffit  que  la  frontière  de  E  ait  une  étendue  nulle. 

Une  fonction  /  qui  reste  bornée  dans  tout  l'intérieur  de  E,  admet  dans  cette 
région  une  intégrale  par  excès  et  une  intégrale  par  défaut.  Si  ces  deux  inté- 
grales coïncident,  elles  représentent  l'intégrale  proprement  dite  de  la  fonction/ 
dans  le  champ  E. 

La  détermination  d'une  intégrale  proprement  dite  multiple  se  ramène  à  celle 
d'une  suite  d'intégrales  simples,  pourvu  que  le  champ  soit  mesurable. 

Ensuite  vient  l'examen  des  cas  où  la  fonction  f  ne  reste  plus  bornée  et  où  le 
champ  E  est  infini. 

Enfin,  la  théorie  du  changement  de  variables  dans  les  intégrales  multiples 
est  présentée,  sans  restriction  inutile,  par  une  méthode  analogue  à  la  méthode 
géométrique  employée  pour  les  intégrales  doubles  et  triples. 

Hadamard  (/.).  —  Essai  sur  rélude  des  fonctions  données  par 
leur  développement  de  ïavlor.  (101-186). 

L'auteur  étudie  les  développements  deTaylor  au  point  de  vue  de  la  recherche 
des  points  singuliers,  problème  étroitement  lié  à  celui  du  prolongement  d'une 
fonction  en  dehors  du  cercle  de  convergence. 

La  méthode  qu'il  a  suivie  repose  sur  les  principes  dont  M.  Darboux  a  fait 
usage  dans  son  Mémoire  Sur  l'approximation  des  fonctions  de  grands 
nombres;  particulièrement  celui-ci  :  la  recherche  de  la  partie  principale  des 
coefficients  de  la  série  dépend  de  la  manière  dont  la  fonction  devient  infinie 
sur  le  cercle  de  convergence. 

»  J'ai  divisé,  dit-il,  ce  Travail  en  trois  Parties  : 

»  Dans  la  première,  après  avoir  intro<Iuit  une  notion  préliminaire  indispen- 
sable pour  la  suite,  je  dctcrminc  d'une  façon  générale  le  rayon  de  converi;enîe. 
Les  résultats  obtenus  conduisent  immédiatement  à  un  critérium  permettant 
de  reconnaître  dans  certains  cas  la  présence  d'un  ou  plusieurs  points  singu- 
liers. 

■  La  deuxième  Partie  est  consacrée  à  Tétude  des  discontinuités  polaires. 
Lorsque  la  fonction  n'a  >ur  le  cercle  de  convergence  i\uc  de  telles  disc<mti- 
iiuités,  on  peut  la  proloni^er  aiialyti(iuement  et  la  représenter  dans  tout  cercle 
où  elle  est  méromorphe. 

»  Dans  la  troisième  Partie,  je  définis  ce  (lu'on  peut  appeler  Vordre  d'une 
fonction  sur  son  cercle  de  convergence  et  en  un  point  de  ce  cercle,  et  j'étudie 
les  points  singuliers  en  les  classiliant  d'après  leur  ordre.  Lorsque  cet  ordre 
reste  fini,  on  peut,  dans  des  cas  assez  étendus,  trouver  les  points  singuliers, 
et,  dans  tous  les  cas,  calculer  la  lonclion  en  tout  point  ordinaire  du  cercle  de 
convergence.  » 


théorie  âe  In        ' 
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Appell  il'.).  -  Si.r  réqmtion  g  _  ^  =  o  el  la  ihéoHe  âe  l« 

clialeui',  (i8--2il)). 

Dans  ce  Tramil,  l'aulcur  se  place  surtout  au  point  de  vue  de  la  Plijrmi<|iie 
niatliiïmatique  en  su|iposaat  x.  y  el  s  réeU,  et  <*in«pire  des  mélhodo*  de  lUe- 
niann.  Il  s'aLlïche  priucipulcment  i  rr^soudre  les  qucsliuni  tui*anles  ; 

On  cansUire  un  cunducteur  indéfini,  dans  lequel  la  IrmtiériLnre  u  est  •op- 
posée dépendre  uniquemsnl  de  l'abscisse  x.  Celte  temp^rMlure  u  étuDt  daaaéi- 
■rbitmirement,  u:^/(,r)  A  l'instnat  initiai  t  =  a,  les  [urniulcs  de  Fourier 
déterminent  U  tctnp^r»lure  i  ua  Inslaat  potlériear  quelconque,  I  >  o.  Mai*  on 
demande  :  i*  si  l'état  inillnl  donné  u=/(x)  provient  Ini-niéme  d'un  éiat 
antcïrieur  ((<  o);  i'  lorsque  cet  étal  antérieur  existe,  s'il  est  unique,  el  com- 
ment on  peut  le  trouver. 

L'état  antérieur  n'eiitte  pas  toujours;  pour  qu'il  existe,  il  en  nécessaire 
(mais  non  sullisani)  que  lu  fonction  donnée  /(x)  suit  une  (onction  dévelop- 
pabEe  suivant  les  puissance!)  entière)  et  positives  de  ,r,  convergente  qvet  que 


(}uand  l'ëtut  .-intérieur 

cas  très  gùnOraui. 

existe,  il  est  unique  et  peut  itrc  djlenuiai  duu  des 

Picard  {lin,.).  ^  St. 
partielles  généralisa 

certains  systèmes  d'équations  aux  dérivées 
it  les  équations  de  la  théorie  des  fonctions 

d-une  variable  cou. 

le.f.  ^.i7-«32). 

Les  é.[ui,lions  t.mda.nc 
plexe 

italirs  de  la  théorie  des  ronctions  d'une  variable  com- 
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contenant  la  substitution  unité, 

Aj  =  «2,  J7,  -f-  a^i  aTj  H-  .  .  .  -h  Ûtj^  a7„, 


les  a  dépendant  d^un  certain  nombre  p  de  paramètres  {p  <  n"^  );  on  pose 

—  =  a^i        (i,  A- =  I,  2,  ..., /i). 

^élimination  des  p  paramètres,  dont  dépendent  les  a,  entre  ces  n^  équa- 
tions, conduira  à  n^ — p  équations  entre  les  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  de  P,,  P2,  ...,  P„;  ce  sont  les  relations  cherchées. 

La  méthode  suivie  par  Tauteur  n'est  pas  limitée  au  cas  où  les  équations 
f—o  ne  contiennent  que  des  dérivées  du  premier  ordre  :  l'extension  est 
indiquée  par  la  formation  des  équations  du  second  ordre  à  deux  variables 
indépendantes. 

Vient  ensuite  la  formation  des  équations  du  premier  ordre  à  deux  et  à  trois 
variables;  celles-ci  réduites  aux  exemples  les  plus  simples.  En  particulier 
Tauteur  obtient  tous  les  systèmes  formés  de  trois  équations. 

Rivereau  (P.)*  —  Sur  les  invariants  de  quelques  équations  difTé- 
rentielles.  (233-268). 

Il  s^agit  des  équations  du  second  ordre  de  la  forme 

«or'^-+-  a^y^ -^  a^y^ -h  2b^y"y'+  "ib^y" y  -h  ib^y' y 

-+-    '^c^y"    H-    2C^y'    +    ic.^y  -hd^-o, 

les  coefficients  a,,  b-^  c,,  d^  élant  des  fonctions  de  la  variable  x^  soumises  au 
changement  de  fonction  et  de  variable 

y  =  T^u{x)  -hv{x),         dx  ~^^^^^' 

L^auteur  détermine  les  invariants  et  les  formes  canoniques  de  ces  écjualions, 
en  les  répartissant  en  trois  classes  :  1°  le  cocflicicnt  a^  est  dilTéront  de  zéro; 
n*  le  coefficient  a^  est  nul  et  6,  différent  de  zéro;  3°  les  deux  coefficients  a^ 
et  6,  sont  nuls.  (La  transfomiation  considérée  ne  change  pas  la  classe  d'une 
équation.) 

Pour  obtenir  une  forme  canonique,  on  établit  certaines  rclalioiis  entre  les 
coefficients  de  l'équation  transformée.  Ces  relations  fournisscnl,  pour  déter- 
miner Vf  une  équation  du  premier  degré.  Les  fonctions  u  et  a  sont  délcr- 
minées,  soit  par  des  équations  diirércnliclles  linéaires,  homogènes  et  du  pre- 
mier ordre,  soit  par  des  écpiations  algébriques  binômes.  Dans  le  premier  cas, 
les  invariants  absolus,  coefficients  de  l'équation  caiionicjne,  eontienneni  des 
exponentielles;  dans  le  second,  ce  sont  des  fonctions  algébriques  des  eoeflieients 


SECONDE   PARTIE. 


t  t(^    • 


Dtihem  (P-).  —  Commenlaire  aux  principes  de  la  Thermotl^n:i- 
mique  {preinièie  Parlie).  (2t)9-33o). 


de  su  princi|)es  est  deveniii 

3  iiécessair 

e.  C'est   l'essai  d'une  semblable  t< 

que   ncus  suunietlon*   auju 

.unl'huL     31 

a\   lecteurs  du    Journal  de  Mali 

tiguet — 

»  Toute  [bèorie  physiqut 

;  repose  si 

nr  un  certain  nombre  de  diïrinitt 

d'Iiypolhéses  qui  «onl    dan 

n             a 

ne  mesure,  Brliitrairei  ;  il  est  donc  | 

de  cherclicr  i  ctpoaer     n 

mtlabi 

1  iOTie  dans  un  ordre  logique:  mai 

sommes  conviiincu  qu     1 

P  » 

h  Iner  les  prineipei  >le  la  Tliern» 

inique  d'une  maùiére  a   Lr 

q           II 

que  nous   a.ons  «duplôe.  et   «pi 

Jablonsfd.  —  ïhi-oiie  tJcs  penniilalions  el  des  arrangemeots  cir- 
culaires complets.  (33i-349). 

I>ans  la  prc-iiiiLTC  l'arlic  est  exposée  une  uiélliode  pour  calculer  le  nombre 
des  prrmululiiins  cl  des  arrdrij;onieuts  circulaires  avec  ripéticions. 

La  seomde  Partie  conlieul  les  ruriiiuies  générales  auxquelles  coadait  celte 
méthode  : 

1°  Le  nombre  des  piTiiiiilatioiis  circulaires  d'objets  distincts  répétés  respce- 


^  Vp(J)^(rf)        (m  =  .  +  ?+...+  i); 
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nuinbrcs  onlicrs  rt  positifs  de  l'équation 

a   ^  Jî  -i- . . .      h  -.  m  \ 

k'  désigne  le  nombre  dos  indires  non  nuls  diins  un  mùnic  système,  n  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  indices  d'une  mAiiic  solution;  enfin  les  nombres!,. 
I3,  ...,  I  ,  dont  la  somme  est  égale  à  A-,  expriment  combien  dans  un  même  sys- 
tème d'indices  il  y  en  a  de  mc^mc  valeur. 

L4*vy  (Lucien).  —  Sur  les  syslrTies  triplement  orlliogonaux  où 
les  surfaces  (l'une  môme  famille  sont  rgales  entre  elles.  (S.n- 
383). 

L'auteur  se  propose  d'oblniir  des  surfaces  qui.  par  un  simple  dèplacoment, 
engendrent  une  des  trois  familles  d'un  système  triplement  orthogonal  {famille 
de  Lamé). 

Il  emploie  à  cet  elTot  ré<|uation  de  M.  Maurice  Léry,  sous  ta  forme  que  lui 
a  donnée  M.  L)arb«)u\,  en  la  rapportant  à  des  a\<'S  mobiles.  Après  avoir 
retrouvé  les  solutions  bien  connues  que  fournisstMit  les  surfaces  de  révolution 
et  les  surfaces-miMilureSy  il  en  clierclie  de  nouvelles  parmi  les  pèrisphères 
symétriques,  ou  surfaces  enveloppes  d'une  famille  ile  sphères  dont  les  centres 
décrÎTent  une  courhe  plane;  voici  le  résultat  de  son  analyse  : 

Si  les  cylindres  de  révolution  qui  ont  pour  bases  les  diverses  lignes  de 
courbure  d'un  périsphcre  symétrique,  interceptent  une  longueur  constante 
sur  une  droite  1  du  plan  de  symétrie  du  /térisphcre,  ce  périsphrre  engen- 
drera une  famille  de  Lamé  par  une  translation  parallèle  à  la  droite  1. 

Kobb  (G.).  —  Sur  la  llicorio  des  fonctions  aljji'rhriijnos  île  deux 
variables.  (385-4 1 y). 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  d'étudier,  par  une  méthodt*  un.il<*uiir  à  celle  d«» 
Weierstrass  pour  les  fonctions  al^élM-i(|ues  d'une  viirialilr,  les  points  >iiij:niiers 
des  fonctions  algébriques  z  «le  <lru\  variiibies  x.  )' el,  en  p.trti(*ulier.  de  donner 
la  représeniatiou  analytique  de  la  fonction  dans  le  viii^in.ise  de  ('C<  points. 

L'auteur  montre  «|ue  inutes  1rs  valeurs  de  jr,  r,  z  qui  >ont  situées  dans  le 
voisinage  d'un  point  quelrunquc  de  la  surfiici' 

f\jr.y,  c  '     -  '• 

peuvent  être  M'présent«''<-s  piir  de»  siMies  con\i'ruenl<'«».  pn>réd.int  suivant  le»» 
puissances  entiérrs  t-t  p"isiii\r>  d(»  tirux  v.iriuM<'s  .tuvili.iirr'..  Il  l't.ihlit,  en 
outre,  ((u'il  sufiU  d'un  noinj.ro  /////"  tic  p.ii-cijs  ilé\'-l<>i>pi.'in'-nl^  |»'>ur  repic- 
sentor  la  totalité  de  la  >urf.ic«'. 

De  la  l'ftflrr-Poussf/i  1  f.-J.\.  —  l{c(.ln*rcli«"<  mit  la  convei'goni'e 
des  intégi'alc>  driinics.  (  j  '.  i-  i<»7  1. 

r.e>  n*rhen"lu's  sont  f«»ndées  *ur  Ki  lln-oiif  .h-s  rn^i'uii»li  *.  Li^  prcuiuT  <"!li,i- 
pitre  e'»t  consacré  .1  l.i  Ci/nsrri^rnrc  nlfMiluc  d<  >  inti  jji.ilf»  : 

1"  t'onvcrfii'nrr  ,d»Milue  ili'*»  iiité:;rd!r«»  •iiiniiN'"  :   :"  «•'mi\i''i'^».'ii<  1'  dr"  inl«"'::r.di'^ 
Itull.  fies  Scit'iirrK  intithrin ..  ■'  ••  t  le.  I.  \\V.  ■  h<'iuil»ir   im-i  )  W.  '". 
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I  Li'iiir  l'iiiiipto  lies  percussions  siicressivement  pro- 

.  ii-H— lun-  viir  IVlal  init'rienr  du  lluide. 
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giLiii--  di'   leurs  axes  principaux  passant  par  lean 


-  ili.'orli'  i;.iii-riilf  d<r*  surf.icfs  tivperftllipliques. 
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tracées  sur  la  surface  de  Kuinmer  et  celle  des  propriétés  des  surfaces  qui 
passent  par  ces  courbes. 

»  Nous  commençons  par  établir  la  relation  qui  existe  enlre  les  fonctions 
thêta  et  les  courbes  tracées  sur  la  surface  de  Kuinmer,  et  nous  démontrons,  à 
ce  point  de  vue,  un  théorème  fondamental.... 

»  Viennent   ensuite   la   classification   et  la   détermination   des  couibes  d'un 

degré  donné  qu'on   peut  tracer  sur  la   surface  de  Kummer Nous  étudions 

avec  détails  les  courbes  des  degrés  4,  i)  et  8  et  les  surfaces  inscrites  le  long  de 
ces  courbes,  dont  les  degrés  sont  3,  3,  4- 

»  MM.  Darboux  et  Hohn  ont  établi  (\ue  la  surface  de  Kummer  admet  trente 
séries  de  quadriques  inscrites;  nous  complétons  leurs  recherclies  en  étudiant 
les  relations  qui  existent  enlre  l'une  de  ces  séries  et  les  vingt-neuf  autres; 
pour  les  surfaces  d'ordres  trois  ou  quatre,  nous  donnons  une  théorie  très  com- 
plète qui  conduit  à  des  résultats  géométriques  simples. 

»  Les  Chapitres  suivants  se  rapportent  à  l'étude  des  sections  de  la  surface 
par  ses  plans  tangents 

»  Après  un  Chapitre  consacré  aux  relations  qui  lient  la  surface  de  Kummer 
à  sa  réciproque,  nous  passons  à  l'examen  du  genre  des  courbes  tracées  sur  la 
surface  et  à  celui  des  propriétés  qui  se  rattachent  à  la  notion  de  genre.... 

»  La  surface  de  Kummer  occupe,  parmi  les  surfaces  hyperelliptiques,  une 
place  particulière,  non  seulement  parce  qu'elle  est  la  plus  simple,  mais  sur- 
tout parce  qu'à  un  de  ses  points  correspondent  deux  couples  d'arguments 
hyperelliptiques.  Les  surfaces  les  plus  générales  ne  possèdent  évidemment  pas 
cette  propriété;  aussi  leurs  caractères  fondamentaux  sont-ils  diflférents  de  ceux 
de  la  surface  de  Kummer. 

»  Cinq  Chapitres  sont  consacrés  à  l'étude  de  ces  surfaces  et  des  courbes 
qu'on  peut  tracer  sur  elles;  le  plus  important  est  celui  où  se  trouve  établie  la 
liaison  entre  les  fonctions  hyperelliptiques  et  les  surfaces  adjointes  à  une  sur- 
face donnée. 

»  Grâce  à  cette  liaison,  qui  est  la  généralisation  de  notre  ihéoit'mc  /ondci' 
mental  pour  la  surface  de  Kummer,  nous  donnons  un  certain  nombre  de  résul- 
tats géométriques  se  rapportant  au  nombre  des  surfaces  adjointes,  aux  surfaces 
adjointes  de  contact,  aux  sections  planes,  etc. 

»  Les  deux  derniers  Chapitres  de  cette  section  font  connaître  quelques 
familles  de  surfaces  et  quelques  surfaces  hyperellipti(|ues  remarquables:  nous 
signalerons,  en  particulier,  une  intéressante  surface  d'ordre  huit. 

»  La  dernière  Partie  du  Mémoire,  fort  courte,  ^e  rapp<»rte  aux  surfaces 
hyperelliptiques  telles  qu'à  chacun  de  leurs  points  correspondent  deux  couples 
d'arguments;  ces  surfaces  sont  représenlables  point  par  point  sur  la  surface  de 
Kummer.  » 


Hadaniard [J .).  —  lùiulcsiir  les  pro[)riélés  des  fonctions  entières 
et  en  particulier  d'une  fonction  considérée  par  llieniann.  (171- 

2l5). 

La  première   Partie  de  ce  Mémoire  est  consacrée  à  l'élude  ties  relations  qui 
existent  entre  la  loi  de  décroissance  des  coefficients  d'une  série  enlièic 

l'"(./-)       (i^-^   (f^.r      ...-+-</„,./•'" -f-.  .. . 
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Si  le  coe^eient  de  x" 
fite  qut  e"'*^,  oïli  II  ett  un 


I  moindre  que  y- 


lovencmenl  on  peut  chercher  la  loi  de  di^croUsani'r  des  cueriîcirnlt,  cnn- 
uitssanL  la  loi  de  croissance  At  lu  (onction  pour  les  grandes  rslcun  de  x. 
Knsuile  P'auleiir  i^tudie  le«  fondions  de  la  formi^  «''i-ri,  uû  G  est  ctte-mème  >•« 
fonclion  entière,  el  dWuit  de  leurs  propriiïlis  une  djmonsl ration  nouvelle  Jo 
cdlébre  Ibéoréme  de  SI.  l'icard  sur  tes  fonction»  entiérei. 

La  deuxième  Partie  traite  de  l'ordre  de  grandeur  des  racines  et  du  genre da 
rnneiions  enii^res.  Son  objet  principal  est  de  compiiïlcr  on  important  IhteréWe 
de  M.  ['oinciiré.  qui  s'éiiuuce  ainsi  : 

Dant  une  fonction  eilière  de  genre  E,  le  coefficient  de  x",  mutttplii 
par  ta  racine  (H  +  i)""'  du  produit  de»  m  premiert  nombret,  tend  van 
Jiéro  quand  m  croil  indéfiniment. 


Lorsque  le  eoeflh 
In  fonction  Y^x)  e. 


e/i(n„  eu  de  foi 
du  genre  K,  E  4 


lù  X  n'est  pas  entier, 
mmédialement  lupé- 


uinblc  une  grave  lacune  que   Riemaaa 
de  la   fonciion  ;(t).  La  question  est  de 


i.„1j,, 
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fonctions  définies  par  les  équations  différentielles.  C'est   ce  dont  l'a u leur 
donne  ici  de  nouveaux  exemples. 
Il  commence  par  traiter  des  équations 

-^  ^fii^^yu  r2.  •••»>'„.)        (I  =  I,  3,  ...,  m), 

cl  de  celles  de  leurs  intégrales  qui,  pour  x^j  prennent  des  valeurs  données. 
Sous  certaines  conditions,  il  montre  que  ce  s}sl«'*me  d'inlégralcs  reste  fini  et 
bien  déterminé  dans  un  intervalle  qui  peut  aller  jusqu'à  comprendre  toutes 
les  valeurs  négatives  et  positives  de  x. 

Sous  d'autres  conditions,  un  même  développement  représentera  ces  inté- 
grales pour  toute  valeur  positive  de  x;  la  méthode  fournit,  dans  d'autres 
cas,  des  suites  convergentes  de  fonctions  qui  ne  tendent  vers  les  intégrales 
cherchées  que  si  elles  convergent  uniformément  vers  leurs  limites. 

Les  paragraphes  qui  suivent  sont  consacrés  à  une  méthode  d'approximations 
permettant  d'obtenir  les  intégrales  d'un  système  de  n  équations  du  second 
ordre,  assujetties  à  prendre  des  valeurs  données  pour  deux  valeurs  de  la  va- 
riable. Le  système  de  fonctions  déterminé  par  la  méthode  est  unique,  dans  les 
conditions  très  peu  restrictives  où  se  place  l'auteur. 

La  théorie  est  ensuite  appliquée  à  un  système  d'équations  telles  que 


d-u        .    .  . 


dx' 

et  d'abord  dans  le  cas  où  ce  système  est  linéaire  :  la  mélhode  donne  alors  un 
résultat  convergent  dans  un  int«'rvalle  déterminé.  Kllc  permet,  quand  les 
fonctions  y,,  ...,  f^^^  ne  sont  pas  linéaires,  de  rcprésentei-  les  intégrales  dans 
un  champ  fort  étendu,  parfois  même  de  faire  leur  élude  complèlo. 

Parmi  les  applications,  nous  sitçuahrons  la  démonstration  de  Tcxislencc, 
pour  certaines  é(iualions,  de  solutions  j)ériiKli<iucs  que  la  méthode  dos  approxi- 
mations successives  fournit  sous  forme  de  séries  converi;cntos. 

^icard  {litn.).   —  De  réfjiialioii  A/^  =  /»e"  sur  une  surfiice  de 
Il  i  em  a  n  n  fe  rm  ée .  (  >.  ~  3-  •>.  (j  i  ) . 

L'auleur  revient,  pour  les  compLUt-r.  sur  les  résultais  de  ses  recherches  anté- 
rieures {Journal  de  Mathématiques.  iStjo)  relativement  à  diverses  équations 
aux  dérivées  partielles,  il  établit,  par  une  analyse  fuiL  dclicale,  l'importante 
proposition  que  voici  : 

Étant  donnée  une  surface  de  lîicmann  à  m  fiiiillcls,  il  existe  une  intégrale, 
et  une  seule,  de  ré(|ualion 

iï- u        lY- u 
()x-         ny 

jouissant  des  pro|»iiélés  suivanles  :  clic  est    unil\)iinc  cl   continue   >ur   la   >nr- 
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Pour  le  po 

nt  i  |- 

nfioi  sur  le  teuîllet  de  rnng  i,  imag 

nons  qu'on  le 
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1  distance  li 

icpar 

une  m.ersioQ  :  en  l'-ppelaiit  alors  o; 
"  =  »4l"8r;+V., 

V,  «tant  CDD 

inuee 

O;,  et  r[  désignant  la  ilislancc  du 

ranitormé  de 

(*./) 

au  point  0;. 

**^M 

Les  fonsla 

l  3  sont  ilonniic»  et  l'on  suppose 
?,>-j        {i  =..  3 n). 

'l 

Duhem  (P-)-  —  Commentaire  aux  principes  de  ta  Thermodyna- 
mique. (293-359), 

Il  d'ensemble  dont  le  commencement  a  para  dan» 


Painlevé  {Paul).  —  Mémoire  sur  la  IransTormation  des  équa- 
tions de  la  Dynamique.  (S-ya). 
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si  les  trajectoires  de  (A)  et  de  (A,)  coïncident,  le  mouvement  sur  ces  trajec- 
toires différant  en  général  d'un  système  à  l'autre. 

Si,  dans  le  système  (A),  on  conserve  la  variable  /,  mais  qu'on  effectue  sur 
les  Çi  un  changement  de  variables 

di^  se  change  en  une  expression  de  même  nature  t/ff^  cl  le  système  (A)  en 
un  système  (  B  )  de  même  forme.  On  dit  que  ds"^  et  c/<j-,  et  aussi  les  systèmes  (  A  ) 
et  (B)  sont  homologues. 

Si  deux  systèmes  (A)  et  (B)  sont  homologues,  les  ds"^  et  d^"^  le  sont  aussi, 
mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

Le  Mémoire  de  M.  Painlevé  est  consacré  à  l'étude  des  systèmes  correspon- 
dants d'un  système  (A)   que  Fauteur  représente  par  la  notation  condensée 

(ds"^       \  (  ds"^       \ 

-j-5»  Q|,  ou  par  (^tt^»  U)  quand  les  Q^  dérivent  d'un  potentiel. 

Un  système  quelconque  admet  toujours  une  infinité  de  correspondants 


{'^%-">)  §=v/i' 


où  C  et  c  sont  des  constantes  arbitraires;  et  qui  seront  dits  semblables  à  lui. 

/  ds^       \ 
Lorsque  les  Q,-  dérivent  d'un  potentiel,  le  système  \-r^y  ^)  admet  une  infi- 
nité de  correspondants 


[('"-?)Si'    ^] 


où  a,  p,  Y,  5  sont  des  constantes  (aÔ  —  ^y  ^  o).  Ces  systèmes,  découverts  par 
M.  Darboux,  sont  dits  les  correspondants  ordinaires  du  proposé. 

M.  Painlevé  a  étudié  les  systèmes  (A)  qui  possèdent  des  correspondants 
autres  que  les  correspondants  ordinaires.  Il  dislingue  deux  cas  suivant  qu'il  y 
a  des  forces  ou  que  tous  les  Q^  sont  nuls. 

Premier  cas  :  Tous  les  Q-  sont  nuls.  —  (3n  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Soient  ds^  et  ds]  deux  ds-  correspondants  (non  semblables),  A  et  A,  leurs 
discriminants  {relatifs  aux  7,).  L'expression 


IV-^^  ds\ 


(î) 


ds' 
est  une  intégrale  première  des  géodésifjucs;  les  expressions 


A  \i-+-*r/.vf  /A,\>^^  ds^- 


(J) 


ds-  \  A  /  ds: 


1 


*ont  respectivement  des  intégrales  quadratitjucs  des  deux  sjstcnies 


dt'     "'        /  \dt, 
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yui  Iransforiiieiil  en  lui-même  l'ensemble  des  traj'ectoiitt  de  (A). 

II.  Délermiiier  les  svHcmes  de  forces  R;  telles  que,  si  on  Ut  substitut 
aux  Q,  dans  (  \  ),  ti-s  noin-clles  trajectoires  se  déduisent  des  première*  en 
changea/Il  les  5,  en  ¥,('/,.  1/, q,). 

ll'iUolie.  —  Éliides  sur  reiii|)loi  des  percussions  dans  la  théorie 
ilu  motivcnuiit  d'.iii  solide  plongé  dans  un  Hnide.  (93-1  16). 

dans  les  Tomes  VU  el  IX  da 
ur,  rend  compte  d«  : 
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qui  figurent  dans  les  seconds  membres  des  équations  (réduites  à  la  forme  nor- 
male). 

Vient  ensuite  l'exposé  de  la  méthode  de  M.  Picard,  avec  une  modification 
heureuse  que  M.  Lindelof  y  a  apportée. 

Enfin  cette  méthode  est  appliquée  à  la  démonstration  d'un  théorème  de 
M.  Poincaré  sur  les  équations  difTérenliclies  où  figure  un  paramètre  arbitraire. 

Perrin  (/?.).  —  Sur  le  soiis-discrimiiiant  (ou  covariant  biqua- 
dratique  lié  à  ravant-dernier  terme  de  Téquation  aux  carrés  des 
différences).  (129-168). 

Après  avoir  établi  d'une  manière  générale  les  propriétés  de  ce  covariant, 
l'auteur  indique  une  méthode  spéciale  pour  le  calculer  en  partant  du  discrimi- 
nant supposé  connu,  et  pour  trouver  rapidement  son  expression  en  fonction 
des  covariants  simples,  pourvu  que  Ton  connaisse  la  chaîne  des  syzygies  (|ui 
relient  le  discriminant  lui-même  aux  n  —  i  covariants  principaux  (associés  à 
la  forme,  supposée  d'ordre  n).  L'application  de  celle  méthode  est  faite  aux 
formes  binaires  des  troisième,  quatrième,  cinquième  et  sixième  ordres,  en  insis- 
tant spécialement  sur  le  cas  de  la  fornje  du  cinquième  ordre,  à  raison  des  consé- 
quences nouvelles  auxquelles  conduit  la  considération  du  sous-discriminanl. 

WJumbert  (G,).  —  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  courbes 
et  des  surfaces  algébriques.  (i(3c)-2(u). 

Premier  Mémoire  :  Des  involutions  sur  les  courbes  algébriques.  —  Une 
série  de  groupes  de  n  points,  sur  une  courbe  algébrique  quelconque,  étant  telle 
que  chaque  groupe  soit  déterminé  d'une  manière  unique  et  sans  exception  si 
l'on  en  donne  k  points,  l'auteur  dit  que  ces  groupes  forment  une  involutioii 
d* ordre  n  et  d'espèce  A. 

Il  démontre  que  les  involutions  d'espèce  supérieure  à  l'unité  sont  : 

I*  Ou  des  involutions  dont  l'espèce  est  égale  à  l'ordre,  c'est-à-dire  dont 
chaque  groupe  est  formé  par  n  points  arbitraires  de  la  courbe; 

2**  Ou  des  involutions  rationnelles,  c'est-à-dire  dont  les  groupes  sont  rcnx 
que  découpent  sur  la  proposée  des  courbes  appartenant  à  un  même  svstèiiie 
linéaire. 

Les  involutions  non  rationnelles,  en  dehors  de  celles  dont  l'espère  égaie 
l'ordre,  sont  toutes  d'espèce  1  et  il  n'en  existe  pas  sur  une  courbe  piise  au 
hasard. 

Les  conditions  d'existence  de  pareilles  involutions  sont  ensuite  précisées. 

Deuxième  Mémoire  :  Sur  une  classe  de  sur/aces  algébriques  à  génératrices 
unicursales.  —  Démonstration  et  application  à  la  surface  de  Stciner  du  thén- 
rème  suivant  : 

Si  ron  peut  tracer,  sur  une  surface  algébrique,  une  série  simplement 
infinie  de  courbes  unicursales  de  même  ordre  m,  se  coupant  deux  à  deux 
en  un  point  mobile,  la  sur/ace  est  rcpréscntable  /loint  par  point  sur  le  plan. 
Elle  admet  une  série  linéaire  doublement  infinie  de  courbes  unicursales 
d'ordre  m,  se  coupant  deux  à  deux  en  un  point  et  dont  fait  partie  la  séria 
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primitive  ;  ces  courbes  ont  pour  images  la  droitat  du  plan,  et  lia  tttt&^ 
planea  de  la  tur/ace  ont  pour  images  des  courbes  quelconques  d'ofdrt  f^ 

TnoisiKME  Memoihe  :  Des  séries  de  courbes  algébriques  tracées  tur  Ut  iii^" 
faces  algébriques.  —  lîtude  des  séries  de  courbes  algiîbriques  tracifes  fut  1^^^ 
anilnct»  qui  n'admeltent  point  d'iniégrates  de  di [Tén a liel les  totiksde  prttaii^' 
e9|iè(t-.  application  aux  surfaces  t  gi^nériilciccî  nnicursales. 

Painlei'é  (P-)-  -^  Itote  au  sujet  dti  Mémoire  précédent.  (  ao3-a«t>l.  — 

Duheni  {P.).  —  ConimcnLaire  aux  principes  de  la  Themiodvni-  -^ 

inique.  (ao^-aST)). 


tiqut 


•■'  quelque 


9  deli 


iclus 


ic  Les  physiciens  i|ui  on 
Science,  vis-à-vis  de  la  Dyni 

1  Les  foiidatcurs  de  la  Tli 
cette  Science  une  appliciiliu 


té  de  la  Thermodynamique  ont  pUcé  cette 
e,  dans  deux  positions  dialioctes. 
dynamique  ont  presque  tousinciiné  i  fiircdi 
iciiliun  de  la  Dynamique;  regardant  la  chaleur  comne 
ont  tenté  de  déduire  les  théorèmes  de  li  Thermod/ai- 
iiiiquc  des  lliéuréuies  de  la  Mécanique  rationnelle;  leurs  lentativei  ont  Ht 
iijsciiient  couronnées  de  succès  dans  le  domaine  du  principe  de  la  c«a««rT«lioB 
de  l'énergie;...  le  principe  île  Carnot  n'a  pu,  jusqu'ici,  être  déduit  d'une  au- 
niére  pleineuieul  salisfaisante  des  propositions  de  la  Dynamique. 

>  Iteaucoup  de  physiciens  ont  clicrclié  â  rendre  la  Thermodynamique  ïadt- 
peiidaole  de  toute  hypolliose  sur  la  natui-e  de  cbaleur;  ils  ont  essayf  de  l'éta- 
blir, non  sitr  des  tliéurémes  empruntés  i  la  Mécanique  rationnelle,  miitsordei 
principes  qui  lui  soient  propres. . .. 

»  Nous  avons  essayé,  dans  le  présent  Travail,  d'indiquer  une  troitiime  posi- 
lion  de  la  llynamique  pur  rappurl  ù  la  TLermodynaroiquc;  nous  avons  fait  de 
la  Dynamique  un  cas  particulier  de  la  Thermodynamique,  ou  pluUM  ooui 
avons  cunslilué  sous  le  nom  de  Thermodynantiqae  une  Science  qui  embrisic 
les  ctiangeineiits  d'étal  des  corps,  a 
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en  proche  de  ces  /i  polynômes,  un  algorithme  analogue  à  celui  par  lequel  on 
calcule  le  numérateur  el  le  dénominateur  d'une  réduite  de  fraction  continue, 
au  moyen  des  numérateurs  et  dénominateurs  des  réduites  précédentes. 

Dans  la  première  Partie  de  son  Travail,  M.  Padc  expose  la  méthode  de 
M.  Hermite,  mais  en  partant  de  principes  tout  différents  qu'il  emprunte  à  sa 
Thèse  de  Doctorat. 

Dans  la  seconde  Partie,  il  présente  l'extension  complète,  au  cas  de  trois 
séries,  de  la  théorie  des  fractions  continues  simples.  Il  étudie  ensuite  plus  par- 
ticulièrement ceux  des  algorithmes  obtenus  qui  sont  réguliers  et  qui  généra- 
lisent le  calcul  des  réduites  des  fractions  continues  régulières;  ce  sont  les  plus 
importants  et  ceux  qui  donnent,  pour  le  calcul  effectif  des  polynômes,  les  mé- 
thodes les  plus  simples.  Le  Mémoire  se  termine  par  un  aperçu  de  ce  que 
deviennent  ces  différents  résultats  dans  le  cas  général  de  n  séries. 

Rciffy  {L,).  —  Détermination  des  éléments  linéaires  doublement 
harmoniques.  (SSi-Sgo). 

Ce  Mémoire  contient  la  solution  complète  d'un  problème  abordé  dans  un  cas 
particulier  par  M.  Sophus  Lie  et  proposé  par  M.  Darboux  aux  efforts  des  géo- 
mètres :  Déterminer  tous  les  éléments  linéaires  doublement  harmoniques, 
c'est-à-dire  réductibles  de  deux  manières,  et  par  suite  d'une  infinité  de  ma- 
nières, au  type 

ds^-  [<^{x-\-y)  —f{x—y)]  dxdy. 

Un  premier  Chapitre  contient  d'abord  leur  classification  :  i»  éléments  li- 
néaires convenant  à  une  surface  à  courbure  totale  constante,  nulle  ou  diffé- 
rente de  zéro;  2°  éléments  linéaires  convenant  à  une  surface  de  révolution, 
mais  non  à  une  surface  à  courbure  totale  constante;  3'  éléments  linéaires  ne 
convenant  pas  à  une  surface  de  révolution. 

Ensuite  viennent  deux  lois  importantes,  la  loi  de  passage,  qui  fait  connaître 
le  moyen  de  passer  d'une  forme  harmonique  de  Télénient  linéaire  à  une  autre, 
et  la  loi  de  réciprocité,  qui  de  toute  solution  connue  du  problème  permet  d'en 
déduire  une  nouvelle,  sans  aucun  calcul. 

Les  Chapitres  II  et  III  donnent  toutes  les  formes  harmoniques  des  éléments 
linéaires  des  deux  premières  classes,  avec  les  changements  do  variables  pour 
passer  de  Tune  à  l'autre. 

Au  Chapitre  IV,  la  loi  de  réciprocité  intervient  pour  fournir,  à  l'aitlc  des 
résultats  précédents,  trente-sept  formes  distinctes  d'éléments  linéaires  dou- 
blement harmoniques. 

Il  est  ensuite  démontré  que  ces  trente-sept  formes  constituent  toutes  les 

j9€?iutions  du  problème  proposé.  l*our  établir  qu'il  en  est  bien  ainsi,  l'auteur 

c^ommence  par  démontrer  (de  deux  nianicres)  que  les  fonctions  cherchées  sont 

!  ^'cetsairemen  t  un  if  or  m  es. 

Il  prouve  ensuite  qu'elles  n'ont  à  distance  finie  d'autres  singularités  qite 

/)oies,   qui  sont  des  pôles  doubles  à  résidu  nul;  enfin  que  ce  sont  des 

'^y^cÉions  doublement  périodiques,  proprement  dites  ou  dégénérescentes,  ce 

gj  m    Itii  permet  d'arriver  au  résultat  annoncé. 

^I>ans  un  dernier  Chapitre,  il  complète  la  Ihéoiic  de  la  représentation  gi'rxlé- 
ry  «f  ^  tics  surfaces  en  démonirant  (|uc  toute  surface  susceptible  d'être  icpré- 
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